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I. 

Ueber  reciproke  Linien  und  Flächen. 

Von 

Herrn  E»  Baealoglo 

in  Leipzig. 


Die  nächste  Veranlassung  zu  diesem  Aufsatze  gab  eine  in 
den  Berichten  der  Pariser  Akademie*)  ausgesprocheue  Termu- 
thung,  es  gebe  für  diese  Flächen  eine  bloss  analytische,  aber 
keine  geometrische  Reciprocität.  Indessen  führte  eine  nähere 
Untersuchung  der  genannten  Flächen  und  die  Ausdehnung  der 
Reciprocität  auf  Linien  zu  einigen  Resultaten,  welche,  indem  sie 
die  geometrische  Reciprocität  derselben  aufs  Deutlichste  darthun, 
nicht  ohne  jedes  Interesse  zu  sein  scheinen.  , 


Zwei  ebene  Linien  würden  demnach  reciproke  sein,  wenn  ihre 
respectiven  Coordinaten  x  und  y^  Xi  und  y^  durch  die  Relationen 

dy  dy 

<*> ^»='«di'    2'>=^di-3' 

verbunden  sind,  woiaos 


*)  Ossian  Bonnet,  Compt.  rend.  de  TAcad.  des  sc«  de  Pa- 
ri«, B.42.  S.485.     1856. 

« 

TheU  XXXVI.  1 


2  Bacaloglo:    üeber  redprohe  Linien  und  Flächen. 

Uaraus  folgt  zuoächst: 

1)  Einer  gegebenen  Linie 

(3) A^,3^)  =  0 

entspricht  nicht  eine,  sondern  ein  ganzes  System  teciproker  Linien, 
weiche  sich  bloss  durch  einen  Tariabeln  Parameter  Ton  einander 
unterscheiden. 

2)  Die  Gesammtheit  dieser  letzteren  Linien  hat  ein  gemein- 
schaftliches System,  von  einander  wieder  durch  einen  Tariabel^ 
Parameter  sich  unterscheidender  reciproker  Linien,  worunter  auch 
die  gegebene  Linie  (3)  sich  befindet. 

3)  Da  durch  die  Variation  von  m  der  Werth  von  .T|  (resp.  a) 
allein  geändert  wird,  so  folgt,  dass  die  einem  und  demselben  Cur- 
venpunkte  entsprechenden  Punkte  des  reciproken  Systems  aof 
einer  zu  der  Jl^- Achse  parallelen  Geraden  sich  befinden. 

4)  Aus  der  Zusammensetzung  der  Werthe  von  yit  y  lässt  sich 
Folgendes  schliessen:  legt  man  die  BerOhrenden  an  zwei  sich  ent- 
sprechende reciproke  Punkte,  so  sind  die  Hohen,  in  welchen  die 
F- Achse  von  denselben  geschnitten  wird,  den  respectiven  Ordi- 

;naten  jener  Punkte  gleich,  aber  von  entgegengesetzten  Zeichen; 
hieraus  folgt  aber  ferner: 

5)  Legt  man  eine  beliebige  der  ^- Achse  parallele  Gerad«  Cr 
und  an  den  Durchschnittspunkten  dieser  mit  jeder  demselben 
Systeme  gehörenden  reciproken  Curve  die  Tangenten  an  diese 
letztere,  so  laufen  alle  diese  Berührenden  in  einem  gewissen  Punkte 
P  der  F- Achse  zusammen,  dessen  Ordinate,  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  genommen,  selbstverständlich  die  gemein- 
schaftliche Ordinate  der  jenen  Durchschnittspunkten  entsprechenden 
reciproken  Punkte  ist.  Der  in  den  Elementen  der  analytischen 
Geometrie  für  die  Ellipse  angeführte  Satz,  worauf  die  Gonstruction 
der  Tangente  beruht,  und  welcher  auch  für  die  beiden  andern 
Kegelschnitte  gilt,  ist  ein  specieiler  Fall  des  obigen  Satzes;  indem 
ein  Kegelschnitt  mit  einem  variabeln  Parameter  ein  reciprokes 
Curvensystem  bildet. 

6)  Denkt  man  sich  die  Normalen  an  die  oben  erwähnten  Durch- 
schnittspunkte, so  ist  der  geometrische  Ort  der  successiven  Dorcb» 
schnitte  derselben  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  der  Punkt  P, 
und  deren  Scheiteltangente  die  Gerade  G  ist. 

7)  Nicht  jedes  System  von  Curven 
(4) f{xiy  yi,  c)  =  0. 


V 
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welche  von  einander  darch  einen  Tariabeln  Parameter  sieb  unter* 
scheiden^  besitzt  aach  eine  gemeinscbaftiicbe  reeiproke  Cnrve; 
dies  findet  nur  in  sofern  statt,  als  die  durch  Substitution  der 
Werthe  (1)  von  x^ ,  yi  in  (4)  erhaltene  Differentialgleichung  eine 
reelle  Curve  darstellt.  Da  die  Integration  nicht  immer  zugänglich 
ist«  so  kann  man  auch  zur  Auffindung  der  gesuchten  Gleichung 
^19  yi  direkt  aus  (2)  und  (4)  elirainiren;  lässt  sich  dann  der  Pa- 
rameter a,  durch,  gehurige  Wahl  von  m,  aus  der  Endgleichung 
fortschaffen  9  so  stellt  diese  Gleichung  die  gesuchte  reeiproke 
Curve  dar. 

8)  Die  Ordnung  einer  Reciproken  Ist  mindestens  gleich  der 
Anzahl  der  Maximal-  und  Minimalpunkte  der  ursprunglichen  Curve, 
indem  jedem  dieser  Punkte  ein  Durchschnitt  der  Reciproken  mit 
der  F' Achse  entspricht. 

.  9)  Bezeichnet  x  die  gemeinschaftliche  Abscisse  zweier  auf 
zwei  reciproken  Curven  liegenden  Punkte,  Xi,  yi;  x\  y'  die  Coor- 
dinaten  der  diesen  Punkten  respective  entsprechenden  reciproken 
Punkte,  so  wird  die  Neigung  der  Berührenden  an  diese  letztere 
respective  durch  die  Formeln: 

dyx  X      dy^  __^£ 

dxi       m  *     dx' "~  m 

bestimmt»  so  dass  dieselben  als  gleichgeneigt  auf  der  2l- Achse 
sich  ergeben. 


10)  Es  ist 


dxi  dxi^  *     dx  dx^ ' 


so  dass 


^^^ "*  -rf^^'d^^^- 

Hieraus  folgt,  wenn  q,  qi  die  Krümmungshalbmesser,  N;  Ni  die 
Normalenlängen,  ds,  dsi  die  Bogenelemente  zweier  entsprechenden 
Punkte  bezeichnen: 

oder  auch 


1» 
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und 

dx  dxi       dx  dxi     •  m     m  , 

w ^didri'^^'di'dri''^'d^'' 

ds    dsi 

der  geometrische  Sinn  dieser  drei  Gieichungen  ist  leicht  zu  sehen. 

11)  Es  ist  ferner 

SO  dass 

dx 

ds^        gdx  ^^   ^'ds_. 

(«)...    d^-Q^dxi     '''*®'     dsi^''~dxi' 


Qi 


dsi 


also    verhalten   sich    die    Quadrate    der    Bogeneleroente 
wie  die  Projectionen  der  Krümmungshalbmesser  auf  die 
F- Achse.  ' 

12)  Bezeichnen  dFj  dFx  die  entsprechenden  Flächenelemente^ 
so  ergiebt  sich: 

^x  -*^ 
/im  iEl  —  ^yi  —    ^^^i  c^^i  _  dxi  _^d^ 

Ciu;    .   .    ^^  —  ^^y  —      dy   dx"  dx  "'^dx^^ 

dx 

13)  Bezeichnen  oo,  ooi  die  Contingenzwinkel  zweier  recipro- 
ken  Curven,  dS,  dSi  die  Flächenelemente «  dF,  dVi  die  Volu- 
roenelemente  der  durch  Drehung  jener  Curven  um  die  JT- Achse 
entstandenen  Rotationsflächen,  so  findet  man 

dV         \     dx  m  dVi  m 


(odS^      An  *  d^      Andxdxi  '     (OydSi^      Aitdxdxi  * 

9 
woraus 

,,.  dV        co.dS^ 


dVi'^  fOi.dSi*' 

14)  Die  Natur  der  reciproken  Curven  einer  gegebenen  Curve, 
steht  in  engem  Zusammenhange  mit  der  Lage  der  (rechtwinkeli- 
gen) Coordinatenachsen  in  Bezug  auf  die  letztere.    So  findet  man 
^    für  die  Hyperbel 
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das  System  der  reciproken  Hyperbeln 


( 


m6Y       6« 


indem  der  von  der  vorigen  bloss  durch  die  Vertauschung  der  Goor- 
dinaten  -  Achsen  sich  unterscheidenden  Hyperbel 

das  System  der  reciproken  Ellipsen 

entspricht.  Es  ist  dabei  zu  bemerken^  dass  in  beiden  Fällen  das 
Produkt  yyi  =  4: 6^»  was  schon  aus  der  analytischen  Geometrie 
bekannt  ist. 

Das   reciproke   Curvensy^tem    der    Parabel   y^  =  2ax  bilden 

die  gleichseitigen  Hyperbeln  Xiyi  =  — ^;  der  Parabel  a?*==2ay 

entsprechen  aber  die  reciproken  Parabeln  x^^^z — ^^i- 

#/» 

15)  Aus  (1),  (2),  (5)  kann  man  auf  die  Natur  der,  singulären 

Punkten  entsprechenden  reciproken  Punkte  schliessen.    So  findet 

J\lax. 
mau  z.  B.9  dass  im  Allgemeinen  einem  «|.    *  ein    Uebergang  von 

der  "    '  JT- Seite  auf  die  entspricht;    einem    Wendepunkt 

lies.  DOS« 

entspricht  eine  Spitze  u.  s.  f.  Dieselben  Formeln  können  über- 
haupt dazu  dienen,  die  Reciproke  einer  gegebenen  Curve  zu  con- 
struiren,  wenn  die  analytische  Ableitung  derselben  unausführbar 
ist.  So  findet  man  für  die  Reciproke  der  Curve  (a;*  +  y*)* 
=  a2a-a+6V»   wenn    a>6\/2,   die    Gestalt  Taf.l.  Fig.l.     Die 

um  den  Winkel,  dessen  Tangente  =— ,  gegen  *die  JT- Achse  ge- 
fieigten  Geraden  TT  sind  Asymptoten  derselben. 


I  ■ 
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II. 

Zwei  Flächen  sind  einander  feeiprok,  wenn  ihre  respectiven 
Coordinaten  durch  die  Relationen 

(12)  .   .   .   0^1=  w/?,    yi^nq,    Zi=:px  +  qy-z 

▼erblinden  sind,  wo  p^  q  die  partiellen  Differentialquotienten  ^t 
-r  und  mrn  zwei  Constanten  bezeichnen.    Daraus  folgt: 

(13)  .   .   xzzzmpi,    y  =  «^i,    »  =  Pi^i  +  ^iyi— «i; 

P\  9  ^1  bezeichnen  die  Differentialquotienten  -j-^ »     t-^. 

Die  für  reciproke  Linien  aufgestellten  Sätze  1)  bis  inclusive 
8)  lassen  sich  auf  Flächen  fast  wörtlich  übertragen.  Es  ist  dabei 
zu  bemerken,  dass  reciproke  Flächen  von  zwei  variabeln  Parame* 
tern  abhängen ;  dass  die  einem  und  demselben  Punkte  entsprechen- 
den reciproken  Punkte  auf  einer  der  JlF- Ebene  parallelen  Ebene 
sich  belinden;  dass  Tangenten  durch  ßerährungsebenen  und  die 
Parabel  von  6)  durch  zwei  parabolische  Cylinder 

2:a  +  4;?a:(Z  — 2i)  =  0,     F«+4^2^(Z--z,)  =0 

JEU  ersetzen  ist;  p^  q,  x,  y,  Z|  sind  als  constant  zu  betrachten. 

1)  Bezeichnen  ferner  x,  y;  a*|,  yi  und  x',  y'\  Xi,  yi'  twe\ 
reciproke  Punktenpaare,  so  werden  die  Cosinus  der  Neigungen 
der  Beriihrungsebenen  an  den  Punkten  x*,  y'  und  Xi,  yi  gegen 
die  ^F- Ebene  respective  durch 

1  1 


1 


Vl+üi«  + 


ausgedrückt.     Hieraus  der  ^$atz:    Denkt  man  sich  einen  geraden 
elliptischen  Cylinder 

X^      F« 

und  zu  jedem  Punkte  der  respectiven  Durchschnittslinien   dessel- 
l)en   mit  zwei    einander  reciproken  Flächen  den    entsprechenden 
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reciproken  Pankt,  so  sind  die  BerQhrungsebenen  an  diese  letztere 
gleich  geneigt  gegen  die  J¥F- Ebene  und  ihre  Neigung  Consta  nt. 

2)  Die  Punktenreihen  mit  gleichgeneigten  Beruhrungsebenen  bil- 
den auf  jeder  Fläche  ein  besonderes,  von  der  Lage  der  2l  F-Ebehe 
abhängiges  Curvensystem.  Die  gemeinschaftliche  Differentialglei- 
chung der  horizontalen  Projection  derselben  ergiebt  sich  durch 
Differentiation  aus  der  Gleichung 

(14)  .......    .  p^^-^s  — Congtaote. 

Man  findet  nämlich 

(14*)  ......  (/?*  +  ^0^+/w*+95  =  0, 

wickelbaren  Flächen  zerlegt  sich  vorstehende  Gleichung  in  die 
beiden  folgenden:   , 

pVr±qVt  =  0,    dx.Vr+dy.\/t  =  0, 

wo  das  +  oder  — -  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  s  positiv  oder 
negativ  ist.  Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  diese  Relationen 
die  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Flächen  charakterisiren,  so  dass 

»2      t 
für  alle  Punkte  einer  Erzeugenden  -^  ==  -  =  Gonstante  ist. 


3)  Man  findet  nach  bekannten  Sätzen: 

dxidyi  =  mn{rt — s^)dxdy, ' 

dxdy  =  mit(r|  ^  —  S]  ^)dxi  dyi ; 

woraus 

(15) m«n«(r<— 52)(ri^-.5ia)  =  l. 

Hieraus  folgt,  wenn  g,  q'  und  ^| ,  ^|'   die  Hauptkrömmungsradien. 
der  entsprechenden  Punkte  bezeichnen: 

(16)  .    .  QQ".QiQi'=mhi^(l+p^  +  g^ni+Pi^i-gi^)^, 
öder  auch 

Dies  giebt  die  beiden  Sätze: 

Die  beiden  Hauptkrümmungsradien  einer  reciproken  Fläche 
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sind  gleichartig  oder  ungleichartig,  je  ^nachdem  die  ent- 
sprechenden KrOmmungsradien  der  ursprünglichen  Fliehe 
selbst  gleichartig  oder  ungleichartig  sind; 

und: 

projicirt  man  die  vier  HauptkrOmmungsradien  zweier  sich 
entsprechenden  Punkte,  auf  die  Z- Achse  und  dann  auf 
sich  selbst,  so  ist  das  Produkt  der  vier  Projectionen 
constant. 

4)  Es  ist  ferner,  wenn  c/F,  dFi  die  entsprechenden  Fiäehen- 
elemente  bezeichnen: 


oder,  wenn  R^=^qq\  Äi^  =  gi(>i'  gesetzt  wird, 

R  R 

(18)  \   .   dF:  dFx  =  ^  r-z—  •  .  >  ■  ■  > 

es  verhalten  sich  demnach  die  Flächenelemente  wie  die 
Projectionen  der  geometrischen  Mittel  der  Hauptkrüm- 
mungsradien auf  die  Z- Achse. 

5)  Bezeichnen  dV,  dVi   die  entsprechenden  parallelepipedi- 
schen  Volumenelemente,  so  folgt  aus  (18): 

(19)  .   .  .    ^^'•^'^1  =  14.^*2+ ^2=  14.^/2  +  ^^2'' 

der  geometrische  Sinn  dieser  Formel  ist  teicht  zu  fassen. 

6)  Für  m  =  n,  was  der  specielle  Monge'sche  Reciprocitäts 
fall  ist^  ergiebt  sich  1 

£i^?  =  _^     oder     21. ^  =  -1. 
yi      g  da:  Xi    da: 

und  auch 

X  *  dxi  ' 

so  dass  der  Leitstrahl  an   einen  reciproken- Punkt  senkrecht  zur 

•  horizontalen  Tangente  an  dem  entsprechenden  Punkte  steht,  oder 

auch,  die  durch  jenen  Leitstrahl  gelegte  Vertikalebene  steht  senk- 
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recht  auf  der  Berfibrungsebene  des  antsprecbendeD  Punktes.  Be- 
trachtet mau  den  Coordinatenanfang  als  Poi^  so  haben  die  dem- 
selben Flächenpunkte  entsprechenden  PunktQ  der  reciproken  und 
der  Fusspunktfläche  dasselbe  Azimuth. 

7)  Die  reciproken  FiSchen  der  abwickelbaren  Flächen  reduci- 
ren  sich  auf  krumme  Linien;  denn  es  findet  für  jene  noch  die 
Relation 

.       /(/».  »)=0    oder    /(^.   f)  =  0 

statt.  Für  die  Kegelflächen  sind  diese  Linien  ebene  Curven; 
denn  es  folgt  aus  der  Combination  der  Gleichung 

p(a;  -  a) +  (^  — /5)  =  «— y 

mit  (12): 

aß 

8)  Den  beiden  Paraboloiden 

ab 
entsprechen  respective  die  beiden  Hyperboloide 

ma    «  ,      -  rt 

oder  durch  gehOrige  Wahl  der  Achsen 

Zusätze.  1)  Aus  Formel  (9)  ergiebt  sich,  wenn  dt  das 
Zeitelement  bezeichnet»  woraus 

(20)  *^   '  ^^^^    —  ^ :  f?S  , 

V   '^ Q      '      Qi  äs'  dsi  ' 

folgende  mechanische  Eigenschaft  der  reciproken  Linien: 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  successive  auf  zwei 
reciproken  Curven  mit  einer  den  Bogenincrementen  äs,  d$i 
proportionalen  Geschwindigkeit,  so  verhalten  sich  •  die 
Drucke  auf  diese  Kurven,  an  den  entsprechenden  Punkten 
wie  die  Cosinus  der  Neigungen  der  respectiven  Tangen- 
ten gegen  die  JT- Achse. 
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2)  Die  darch  (14)^  (14*)  charakterisirten  Kurven  besitzen  ancb 
eine  analoge  mechanische  Eigenschaft. 

Denkt  man  sich  einen  auf  einer  Fläche  liegenden  mate- 
riellen Punkt,  welcher  der  Wirkung  einer  constanten,  der 
Z- Achse  parallelen  Kraft,  z.  B.  der  Schwere,  unterworfen 
ist,  so  ist  der  Druck  auf  jene  Fläche  constant,  wenn 
der  Punkt  auf  den  Gurven  der  gieichgeneigten  Tan- 
gentialebenen sich  bewegt;  folglich  sind  auch  die 
Drucke  auf  zwei  reciproke  Flächen,  die  entsprechenden 
Curven  der  gleichgeneigten  Tangentialebenen  entlang, 
'    einander  gleich. 

3)  Die  Gleichung  (14)  selbst  kann  als  die  endliche  Gleichung 
der  horizontalen  Projectionen  dieser  letzteren  Gurven  betrachtet 
werden,  nachdem  man  den  aus  der  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
erhaltenen  Werth  von  %  darin  substituirt  hat.  Man  findet  auf  diese 
Weise  in  Bezug  auf  die  Flächen  zweiten  Grades 

(21) Ja:a  +  ^ya+C2«+2JD2  =  £ 

die  Gleichung 

(22).   .A{Ä-[-Ck'^)x^-[-B{B+Ck^)y^  =  k\CE-\-D^, 

wo  Ifl  eine  Gonstante  bedeutet.  Daraus  folgt,  dass  die  betrach- 
teten GurTen  die  Durchschnittslinien  jener  Flächen  mit  geraden 
Cy linderflächen  zweiten  Grades  sind.  Um  die  Natur  dieser  letz* 
teren  näher  zu  bestimmen,  ist  es  nur  nothig  in  (21)  die  jeder 
Fläche  zweiten  Grades  zukommenden  Voraussetzungen  zu  machen. 
Alsdann  ergeben  sich  für  das  Ellipsoid 

x^     y^      7^ 

und  die  beiden  Paraboioide 

^4-^  =  2z 
respective  die  elliptischen  Gylinder 

— ^5-^'  +  -ft4- 3^^=1     «nd     -5  +  p  =  Ä«, 

wenn  A'=t  gesetzt  wird,  k  und  k'  können  von  0  bis  oo  wach- 
sen. Es  ist  ferner  zu  bemerken,  dass  erstere  Gleichung  von  c 
unabhängig  ist,  und,  wenn  J,  jB  die  beiden  Halbachsen  der  durch 
dieselbe  dargestellten  Ellipse  bezeichnen,  das  Verhältniss 
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r  Hao  findet  fertier  für  die  beiden  Hyperboloide 


die  GJetchungen: 


welche  elliptische  Cylinder  darstellec 


b* 
k'  <.b 


,  liyperbo- 


tische  aber,  wenn  (i!>Ä'<i,  was  auch  mit  der  Natur  dieser 
Flächen  vollkumnieR  übereinstinimt.  k'  kann  respective  ton  0 
bis  a  und  von  b  bis  30  nachseii.  Man  kann  übrigens  leicht  ein- 
eeben,  dass  für  beide  Hyperboloide  die  Maxim alvierthe  der  Nei- 
guagswinbel  den  Minimahverthen  von  f^  entsprechen  und  umge- 
behrt.    Bei  allein  Vorangegangenen  nurde  a>6  vorausgesetzt. 

i)  Wenn  «ivei  reciproke  Ourven  sich  schneiden,  so  haben  die 
den  Durchschnitten  rexpeticve  entsprechenden  reciproken  Punkte 
eine  gemeinschaftliche  Berührende.  Bezeichnen  nämlich  Xt,  y^ 
und  jTg,  y^  die  respectiven  Coordinuten  dieser  letzteren  Punkte, 
X,  y  die  des  Ourcbschnittspuuktes  der  reciproken  Curven,  so  ist: 


'M 


:  ~l/i  = 


-tfa. 


woraus  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Tangente: 


>'=^S;-'^'2:-'''=^ 


^rfx» 


■dx.. 


-y.)  = 


ZJ^-N 


Aehnliches  fmdet  statt  für  sich  schneidende  reciproke  Flächen. 
I  Bezeichnen  vvieder  x,  y,  :  die  Coordinaten  eines  der  Durchschnitts' 
'  punkte  dieser  Flächen,  ^i^ii|Pi7i  und  x^y^upti/^  die  den  respecti- 
ven reciproken  Punkten  entsprechenden  Coordinaten  und  partiellen 
Differentialquotienten,  so  ist: 

so  dass  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Berührungs ebene 
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oder 

m        n 

Der  geometrische  Ort  der  successiveo  Darchschnittslinien  die- 
ser gemeinschaftlichen  Berfihrungsebenen  ist  eine  abwickelbare 
Fläche,  welche  die  beiden  reciproken  Flächen  umhüllt. 


II. 

Slllwir 

Die  Maxima  der  Function  . 

Von 

Herrn  E.  Baealoglo 

in  Leipzig. 


Im  Bd.  CX.  der  Annalen  der  Physik  von  Poggendorff 

(Juliheft  für  1860)  habe  ich  gezeigt,  wie  sich  die   Maxima  des 

gebeugten  Lichtes  bestimmen  lassen.    Die  Bestimmung  der  Ma-. 

sin  ^ 
xima  der  Function   ist  dazu  erforderlich,  und  wurde  a.  a«  O. 

genügend  besprochen.     Dieselbe  scheint  mir  indessen,  auch  vom 
rein  mathematischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  interessant  ge- 
nug zu  sein^  um  den  Gegenstand  eines  besonderen  Aufsatzes  zus 
bilden. 

sin  sc 
Die  den  Maxima  der  Function  entsprechenden 

Werthe  des  Bogens^r  besitzen  die  merkwürdigeEigen- 


•in«r  1o  i 

der  Function . 

Schaft«  gleich  der  TangCDte  desselben  zu  sein.     Denn 
man  findet* 

,      sinj? 

*    X         xcoax  —  sina? 


dx     "~^  x^ 

und  als  Bedingung  des  Maximums 

1) x=:taxigx. 

sin  X 
Dass  die  entsprechenden  Werthe    von  Maximalvrerthe 

X 

sind»  ergiebt  sich  ans 

siD£ 

X  2  .  .      .      sino? 


=  —  -ö  (o?  cos  a;— sino:)  — 


dx^  x^^  '        X 

indem   für  orcos^r — sina?=0  der  zweite  Differentialquotient  das 

siOtir  - 
entgegengesetzte  Vorzeichen  hat  von  dem  der  Function   ^. — • 

Man  wird  erkennen,  dass  x  eine  gewisse  Anzahl  n  von  hal* 

ben  Kreisumfängen  enthält,  und  wenn  2  einen  Winkel  <ö  bezeich* 
nety  so  ist 

2) ar  =  W7C+2  =  tangz. 

Um  aus  dieser  Gleichung  eine  algebraische»  zur  Berechnung 

von  2,  zu  erhalten»  wird  man»  da  z^^  ist»  ^  —  z  in  eine  conver- 
gente  Reihe 

n               ,          cotg'z     cotg'z     cotg'^z 
g— z=cotgz- -3— +  ~lä 7— +  ••• 

oder 

/    .  ,x  11.1         1 

3)  .   .   .    («  +  4)^-^  =  ^-3^  +  5^-"7^  +  -- 

entwickeln.    Da  die  Reihe  eine  ziemlich  stark  fallende  ist»  so  kann 
man  gleich  mit  dem  ersten  Gliede  abbrechen  und  es  wird 

4) ,  (n  +  J)in;— ar=: -. 

Hieraus  mit  Ausschluss  der  negativen  Werthe  von  z : 
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5)      :c  =  (n  +  i)|  +  Y  [(«  +  i)|]«-l 

=  P^  +  V^(^y-0,405284mb].|, 

oder«  wenn  man  die  Wurzelgrösse  in  eine  Reihe  entwickelt: 

6) 

1  11  1  LP         1  13.5 

_  ___1 24       _    2'4.6    _2'4.6.8_ 

Um   den  Grad  der  Annäherung  dieser  Formel  zu  berechnen, 
darf  man  nur  die  richtige  Gleichung 

7) («  +  i)«-a:i  =  ~-e 

auflösen,   wo  b  eine  positive  Zahl  ist  und  die  Summe  der  ver- 
nachlässigten Glieder  der  Reihe  3)  bedeutet ,  d.  i. 

L  (±   i.\  r±  -±.\ 


woraus 


Aus  7)  folgt: 


oder 


1  11 

2  2*4 

^1  =  {«  +  J)«+« 


n      ,       S  r.  .      ,.?r 


1   rS  1   1.3.5 

2*4.6  2*2.6.8 


[(n  +  J)|  +  |P     [(n  +  i)^  +  |r 


X 

\Toraus  in  Verbindung  mit  6): 


der  FmctUn  '^^  ^^ 


Es  ist  demnach 


^.1  lr__i i       -\ 

1  1.3p        1 1  1 


'  irt*+.— ^+r-^.-z:+":i 


'Z — r  [H— ' „  "     + z — ■r-+—] 


oder  auch,  wenn  die  in  den  Klammern  stehenden  geometrischen 
Reihen  summirt  werden: 

« 

^> ^»-*<^+t(»+4)»K(«+i)*-H 

1  1 1 1 

"'■(n  +  4)«*[(»  +  i)«]«-4     (n  +  y«  +  6'[(n+i)»r  +  «]«-4' 
Auf  ahnliche  Weise  ergiebt  sich : 


«1- 


x>s  +  jF ' 1 


+' — ^r[i+ — ^^+ — ^r+-J 

[(«  +  ö  2]'        2[(«  +  J)5«     4[(„  +  ,)5* 


1 


f 


n  .   ff 


[(»+i)2  +  2l'        2[(«+i)'^^»     4[(n+i)^+|]^ 


I  t 
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oder  auch 
10) Xi — a?>c+ 


1 .1 1 1 

^  {«+i)^ '  [(«  +  i)«?-  2     (n  +  i)^  +  c  •  [(«  +  4)«+«]»-2* 

Berechnet  maD  also  e  aus  der  Gleichung 

genau  bis  auf  O^OOOOOS  für  den  ungünstigsten  Fall  n  =  1,  und  ad- 
dirt  den  Ausdruck 

zu  dem  aus  ^)  oder  6)  mit  derselben  Schärfe  gefundenen  Werthe 
von  o:^  so  erhält  man  einen  von  dem  wahren  Werthe  um  eine 
Grösse  differirenden  Werth,  welche  kleiner  ist  als  die  Differenz 


% 


l(»+4)2!t[(«+i)«?-4|{[(«  +  4)«P-2J 
1 

.      Kn  +  i)|  +  |l([(«+4)«+*?-4){[(n+J)w+«]*-2} 

der  in  den  Unglelchangen  9)  und  10)  rechts  stehenden  GrSssen, 
also  für  n  =  1  kleiner  als  2".  Es  ist  demnach  der  vollstSndige 
Ausdruck  fär  x 

12)    . x=^{n-[-\)n 

1  1.3  1.3.5 


r       1  4'         .        4.6         .      4.6.8       .       -j 

■-(n+J)^      [(n  +  i)|]»     [(n  +  J)^]«     [(n  +  ö|]'  -^ 


( 


&c»~5a;»y  *  ^^  ''■  t(«  +  i)«][(n  +  4)«+«]^ 


=  (2n+l)2 

rO.6366198 .  0.2580117    0.2091368    0.2118998    0.2404633      "l 
L"2«+l    "''  (2»+l)*  ■*'  (2n+l)»  ^  (2«+l)'  +  (2n  +  l)»  +"J 

\ix      5«/  [(2n  +  l)|][(2n+l)|+e] 


,  der  FuncttoH  - 


Die  in  den  Klammern  stehende  Reihe  ist  leicht  zu  berechnen, 
und  da  jedes  Glied  derselben  erüseer  ist  aU  die  Summe  eämrot- 
licber  folgender  Glieder,  so  kann  man  mit  demjeni<;Gn  Oliede  ab- 
brechen, welches  die  gewünschte  Annfibrung  giebt.  Hei  der  Be- 
rechnung des  Correctionsgliedes  wendet  man  den  aus  der  Reihe 
folgenden  genäherten  Werth  von  x  und  nöthigenfalls  die  bekannten 
Annäberungsmethoden    an.     Ea    braucht  übrigens    kaum    bemerkt 

180" 
zu  werden,  dass  man  die  gefundenen  Resultate  mit  multipli- 

dren  muss,  um  dieselben  iii  Graden  ausgedrückt  zu  erhalten.     Aiif 


diei 


;  Weise  ist  folgende  Tabelle  berechnet. 


Worthe  von  x  ausgedrückt  in 
^ilen  des     1 

,1 I  firnrtfri 


Entsprechende 
I      Maximal- 
Diffe/cnion  werthe.  Ton 


4.493408 
,  7 . 725256 
10.9O4I30 
14.066198 
17.220760 
20.371308 
23.519453' 
26.666063 
29.811509 
32.956394 
36.100622 
39.244427 


257»  27' 
442«  37' 
624"  45' 
805"  56' 
986»  40* 
1167"  U' 
1347»  33' 
1527«  51' 
1708O  4' 
1888»  15' 
2068"  W 
2248"  32' 


185"  10'  16" 
182»  8'  8" 
181"  W  25" 
180"  44'  35* 
180"  30'  47" 
180"  22'  32" 
180»  17'  14" 
180»  13'  35" 
180"  10'  59" 
180"  9'  5" 
180»    7' 37" 


-0.21723 
+  0.12837 
—0.09132 
+  0. 07091 
-0.0574*7 
-f  0.04903 
—0.04248 
-F  0.03747 
—0.03352 
-f  0.03033 
-0.02769 
-f  0.02547 


Ftlr  H  >  6  genügt  schon  die  abgekürzte  Formel 

11.     .-r>„+ii»_/^i«366m   g,2M0ii7x    _i_ 

Es   ist  zu    bemerken,    das«  die  Maximalwerthe  der    Fun4:tif)n 

a^- nach  I)  auch  durch  h=:  cos;«:  atisgedrfickt  werden  kiin- 

nen,    also  proportional  dem    ('osinus   der  entsprechenden  Werthe 
fon  X  sind. 
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III. 

Bemerkungen  über  Koppe's  Obelisken  und  Wittstein's 

Prismatoid. 

Von 

Herrn  C.  A.  Bretschneider^ 

Prof.  am  Gyionasiiiin  zu  Gotha. 


In  einer  vor  wenigen  Wochen  erschienenen  kleinen  Monogra- 
phie hat  Herr  Professor  Wittstäin  der  elementaren  Stereometrie 
eine  re^ht  schätzbare  Erweiterung  verliehen  durch  Einführung 
eines  neuen  Körpers,  der  von  ihm  Prismatoid  genannt  wird  und 
noch  bedeutend  allgemeiner  ist^  als  der  früher  von  Koppe  ange- 
gebene Obelisk.  Die  Schwierigkeiten,  welche  letzterer  einer  ele- 
mentaren und  dabei  doch  allgemeinen  und  strengen  Behandlung 
entgegensetzt,  sind  bekannt  und  beruhen  vornehmlich  auf  der 
Nothwendigkeit 9  die  sogenannte  Neben-  oder  Ergänzungsfigur  In 
Betracht  zu  ziehen.  Herr  Professor  Wittstein  hat  sich  deshalb 
veranlasst  gefunden,  eine  Darstellung  aufzusuchen^  bei  welcher 
jene  Figur  gänzlich  aus  dem  Spiele  bleibt,  und  ist  dadurch  auf 
das  Prismatoid  geleitet  worden.  Auch  ich  habe  im  Unterrichte 
jene  Schwierigkeit  empfunden  und  daher  schon  seit  Jahren  die 
Inhaltsbestimmung  des  Obelisken  auf  einem  ganz  anderen  W^ge 
gegeben,  als  dem  von  Koppe  eingeschlageneu.  Der  Beweis,  zu 
dem  ich  gelangt  war,  und  der  für  den  Obelisken  wie  für  das  Pris- 
matoid gleichmässig  gilt,  ist  so  allgemein  und  streng  und  dabei 
doch  so  äusserst  einfach,  dass  ich  es  für  unmöglich  hielt,  dass 
er  nicht  auch  Anderen  bekannt  sein  sollte.  Indessen  habe  ich 
durch  eine  Vergleichung  vieler  neu  erschienenen  Lehrbücher  der 
Geometrie,  so  wie  auch  durch  den  Inhalt  des  Wittstein 'sehen 
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Srhriftcbens,  die  Ueberzeugung  gewonnen,  dass  dem  nicht  »o  ist, 
und  tlidle  deshalb  im  Folgenden  meine  Art  d^r  Darstellung  des 
fraglichen  Gegenstandes  mit. 


1. 


Parallelngramme,  Dreiecke  und  Trapeze,  da  sti 
einem  Parallelsfreifen  geschnitten  werden  künn 
Kürze  halber  Streifenfiguren  heissen,  und  die 
die  Mitten  der  Schenkelseiten  zu  den  Grundlinier 
rallelen  sollen  Mittellinien  genannt  werden. 


sämmtllch  aus 
in,  möffen  der 
in  ihnen  durch 
gezogenen  Pa- 


lst nun  die  Grundfläche  einer  Pyramide  eine  Streifenfigur 
und  man  legt  durch  die  Mittellinie  der  letzteren  und  die  Spitze 
des  Körpers  eine  Ebene,  so  mag  die  dadurch  entstehende  Schnitt- 
ligur  die  Mittel  figur  des  Körpers  heissen,  (z.U.  OAB  Taf.  I. 
Fig.  2.);  und  es  ist  augenblicklich  bewiesen,  dass  die  Ebene  der 
letzteren  von  den  ausser  ihr  Hegenden  Kanten  oder  Ecken  der 
Grundfläche  (z.  H.  C  oder  EF)  gleichweit  absteht.  Denkt  man 
sich  daher  durch  diese  Kanten  oder  Ecken  zivei  Parallelebenen 
zur  Mittelfigur  gelegt,  so  ist  der  senkrechte  Abstand  derselben 
von  einander  das  Doppelte  von  dem  Abstände  Jeder  von  ihnen 
nnd  der  Mittelfigur,  und  mag  die  zur  letzteren  zugeordnete 
— jlühe  genannt  werden. 


Jede   Pyramide,    welche 
ist  das  bopjielte  einer  a 
ße  Mittelfigur  der  er^ 
^ap.  zu  ihrer  GnindTI 

levveis.     Ist   die   «Imndnäcbe 
>reieck  CEF  (Tal. !.  Fig,2,  a))  so 

OCAB=  iOCEF 


uf  einer  StreiTenrigur 
rsweiteii  Pyramide,  wel9he 
nd  deren  zugeordnete  Höhe 
und  Hohe  hat. 


der  gegebenei 
ist  das  Vorunii 


Pyramide  ein 


lOAB.lA, 
t  h  die   OAB  zugeordnete  Hübe  beiceichnet.     Also 


dfläche  der  gegebenen  Pyramide  ein  Paral- 
t  (Taf.  I.  Fig.  %  b)),  so  zerlege  man  den  Kör- 
alebene  OCF  in  zwei  dreiseitige  Pyramiden, 


Ist  aber  die  Grui 
te^Ogramm  oder  Trap« 
per  durch  die  Diagor 
Dann  hat  man  nach  dem  eben  Bewiesenen: 


20      Hretschneider:    Bemerkwtgen  über  Koppe* 8  ObeÜshen 

0CEF  =  2.^^^,     0CI)F^-1.^-', 

also : 


3. 

In  einer  Ebene  sei  ein  beliebiges  mEck  gegeben  {AB CD  Täf.  1. 
Fig.  3.),  und  in  einer  zweiten  zur  vorigen  paralleien  Ebene  ein 
beliebiges  nEck  (EFG),  Beide  Figuren  seien  mit  einander  durch 
Dreiecke  verbunden,  von  denen  jedes  eine  Seitenlinro  des  einen 
Vielecke^  zur  Grundlinie  und  eine  Spitze  des  anderen  Vieleckeis 
zur  Gegenspitze  hat.  Der  auf  solche  Weise  von  den  beiden  Viel- 
.  ecken  als  Grundflächen  und  diesen  Dreiecken  als  Seitenflächen 
eingeschlossene  Körper  wird  von  Wtttstein  Prisma  toi  d-  ge- 
nannt; der  senkrechte  Abstand  beider  Grundflachen  von  einander 
die  Höhe  dessell>en.  Im  Allgemeinen  wird  dieser  Körper  m-i-n 
Seitendreiecke  enthalten.  Wenn  aber  zufallig  eine  oder  mehrere 
Seiten  der  einen  Grundfläche  eben  so  vielen  der  anderen  parallel 
werden,  so  fallen  die  zu  diesen  Kantenpaaren  gehörigen- Paare 
von  Dreiecken  in  eine  einzige  Ebene  zusammen  und  bilden  in 
ihr  ein  Parallelogramm  oder  Trapez.  Im  Allgemeinen  kann  man' 
daher  sagen:  „ein  Prism'atoid  ist  ein  Körper^  der  von  zwei  belie- 
bigen^ einander  parallelen,  Vielecken  als  Grundflächen  und  von 
lauter  Streifenfiguren  als  Seitenflächen  eingeschlossen  ist.*' 

Wird  ein  Prismatoid  von  einer  durch  die  Mitte  seiner  Hohe 
parallel  zu  den  Grundflächen  gelegten  Ebene  geschnitten,  so  ent- 
steht eine  Figur,  welche  so  viele  Seiten  hat,  als  der  Körper  Sei- 
tenflächen, und  welche  Mittelfigur  heissen  mag. 

4. 

Der  Inhalt  des  Prismatoides  ist  gleich  der  Summe 
eines  Prisma  und  einer  Pyramide,  welche  mit  jenem 
von  gleicher  Höhe  sind,  von  denen  aber  das  Prisma 
die  Mitteifigur,  und  die  Pyramide  den  Ueberschuss 
'  der  halben  Summe  der  Grundflächen  über  die  Mittel- 
figur zur  Grundfläche  hat. 

Beweis.  Man  nehme  in  der  Fläche  der  Mittelfigur  abcdefg 
(Taf.  I.  Fig.  3.)   einen   beliebigen    Punkt  O  an  und  ziehe  von  ihn 
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nach  allen  Ecken  des  Körpers  Gerade.  Eis  entsteht  dadurch  eine 
Anzahl  von  ebenen  Dreiecken,  deren  jedes  eine  Kunte  des  Kör- 
pers zur  Grundlinie  und  zwei  dieser  Verbindungslinien  zu  Schen- 
keln hat.  Die  Flächen  dieser  Dreiecke  zerlegen  das  Prismatoid 
zunächst  in  so  viele  Pyramiden,  als  Grenzflächen  vorhanden  sind, 
und  zwar  bilden  diese  Grenzflächen  die  einzelnen  Grundtlächeh 
der  Pyramiden,  während  O  die  gemeinsame  Spitze  ist.  Die  In- 
halte sämmtlicher  Pyramiden  sind  aber  augeoblicklich  gefunden. 
Denn  zuerst  haben  die  auf  der  unteren  Grundfläche  ABCD  =  G 
und  auf  der  oberen  JEFG  =^  stehenden  Pyramiden  die  halbe  Höhe 
des  Prismatoidev«.     Nennt  man  also  letztere  A,  so  ist: 

OA BCDzizlGh,     OEFG^  Igh. 

Die  auf  den  Seitenflächen  stehenden  Pyramiden  aber  werden 
von  der  Mittelfigur  des  Körpers  so  geschnitten,  dass  der  in  jede 
Pyramide  fallende  Theil  derselben  die  Mittelfigur  dieser  Pyramide 
ist.     Man  hat  also  nach  2.: 

OABE=:^h.Oab, 
OBEC^%h.Obc, 

OCEF=::lh.Ocd, 

u.  s.  w. 

Es  ist  also  die  Summe  der  auf  sämmtlichen  Seitenflächen  stehen- 
den  Pyramiden  gleich 

^  lh{Oab  +  Obc^  Ocd+  ....)  =  Ih.  M, 

a 

wenn  man  die  Fläche  der  Mittelfigur  abcdefg  mit  M  bezeichnet. 
Das  ganze  Prismatoid  P  ist  demnach  gleich 

• 

Mit  diesem  Beweise,  der  fast  unmittelbar  der  blossen  An- 
sehauang  entnommen  wird,  und  daher  selbst  niederen  Lehranstal- 
ten, wie  Gewerbeschulen  u.  s.  w.,  zugänglich  gemacht  werden 
kann,  dürfte  meiner  Ueberzeugung  nach  wohl  allen  Ansprüchen 
genügt  werden,  die  man  hei  einem  Gegenstande  von  so  elemen- 
tarer Natur  i^nd  so  weit  greifender  Anwendbarkeit  erheben  kann. 
Das' Weitere  hierüber  kann  in  dem  Wittstein'scheu  Schriftcheo 
nachgesehen  werden*). 

*)  l)a><  Prisinaiirid.  Kiiie  Erw(;iiei'iing  ficr  <'leiiieiiliiren  Stereometrie 
Von  Th.  Wiltiiteiii.  Hannover,  H ah  nasche  Hof^>u<:hhHnf)la^^.  24  S. 
4.     (10  Gr.). 
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IV. 

Auflösung  einiger  Questions  der  nouyellesAnnales 
de  MM.  Terquem  et  Gerono. 

Mitfi^etheilt  Vion 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

KU    Sulz  a.  N.  im    Königreich   W  li  r  te m  b  e  r^. 


A.  UeberdeuOrtyVon  welchem  aus  ein  Kegel  zwei- 
ten Grades  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  wird. 

O  ist  die  Spitze  des  Kegels  wi*a?*+ «^y*=2*;  M(^Q  und 
M'iS'^'Ü)  ^*in<l  ziyeX  Punkte  auf  demselben.  Man  setze  zur  Ab- 
kürzung : 

so  finden,  weil  die  Punkte  M  und  M*  auf  dem  Kegel  liegen,  fol-. 
gende  Gleichungen  statt: 

Die  Gleichungen  der  Ebenen,  welche  den  Kegel  in  den  Geraden 
OM  und  OW  berühren,  sind: 

Aus   1)  und  2)  erhält  man   durch  Elimination  zuerst  von  6.  und 
dann  von  a: 
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Aehnlich  »ind  die  Gleichangen  für  a'  und  b'\  mithin  sind  die 
zwei  Wurzeln  von' 3)  gleich  a  und  a',  und  diejenigen  von  4)  gleich 
b  und  b\  Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  dass  die  Tangen- 
tial-Ebenen  2)  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  findet  die  Be- 
dingungfifgleichung  statt: 

Ö)  aa'+ 66' +  1=0. 

Aus  3)  erhält  man  für  das  Produkt  beider  Wurzeln  das  Glied 
ohne  a\  also: 


ebenso  aus  4): 


mithin  nach  5): 

6)  m«(l  -  n«)«« + n2(l  — m«)iya  +  (m« + n'^)%^  =  0. 

Sollen   aber    die    Berührungslinien    OM  und   OM*    auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  muss  die  Gleichung  statt  finden: 

7)  -;  +  66'  +  ,  =  0, 
oder 

Aus  6)  ergibt  sich  der  Satz  (Lehrsätze  und  Aufgaben 
Ton  Magnus,  8.321.): 

Die  Durchschnittslinie  von  zwei  zu  einander  senkrechten 
Tangential  -  Ebenen  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  be- 
wegt sich  ebenfalls  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades. 

Da  die  Tangential- Ebenen  (Erzeugenden)  des  Erzeugungske- 
gels senkrecht  stehen  auf  den  Erzeugenden  (Tangential -Ebenen) 
des  gegebenen  Kegels,  so  lassen  sich  durch  Uebertragung  auf 
den  Ergänzungskegel  aus  manchen  Sätzen  über  den  Kegel  neue 
ableiten,  wobei  man  zu  berücksichtigen  hat,  dass  einer  durch  die 
Spitze  gehenden  Geraden  (Ebene)  des  ersten  Kegels  eine  durch  die 
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Spitze  gehende  Ebene  (Geraden)  des  zweiten  entspricht  (C  h as I  e s, 
Ac.  de  Bruxelles  1830).  Wir  leiten  also  aus  dem  vorigen  Satz 
diesen  ab: 

Die  Ebene  von  zw^i  za  einander  senkrechten  Erzeugen- 
den eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  umhöllt  auch  einen 
solchen  Kegel. 

Aus  8)  folgt: 

Die  Durchschnittslinie  von  zwei  Tangential -Ebenen  eines 
Kegels  vom  zweiten  Grade,  deren  Berührungslinien  auf 
einander  senkrecht  stehen,  bewegt  sich  auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades. 

Mit  Hülfe  des  Ergänzungskegels  findet  man  weiter: 

Die  Ebene  zweier  Erzeugenden,  deren  Tangential-Ebenen 
aufeinander  senkrecht  stehen,  umhüllt  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades. 

Für  die  sphärischen  Kegelschnitte  (Durchschnitte  eines  Ke- 
gels mit  einer  concentrischen  Kugel)  ergibt  sich  hiernach  folgende 
Zusammenstellung : 

Die  Spitze  eines  von  zwei  Bögen  griisster  Kreise  gebildeten 
rechten  Winkels,  welche  einen  sphärischen  Kegelschnitt  umhüllen, 
beschreibt  einen  zweiten  sphärischen  Kegelschnitt.  Der  Quadrant 
eines  grössten  Kreises,  dessen  Endpunkte  sich  auf  einem  sphärl- 
sehen  Kegelschnitt  bewegen,  umhüllt  auch  einen  solchen  Kegel- 
schnitt. Zwei  weitere  Bögen  grösster  Kreise,  welche  den  ersten 
sphärischen  Kegelschnitt  in  den  Endpunkten  des  Quadranten  tan- 
giren,  schneiden  sich  ebenfalls  auf  einem  sphärischen  Kegescbnitt. 
Wenn  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Bögen  grösster  Kreise  einen 
sphärischen  Kegelschnitt  tangiren,  so  umhüllt  ein  dritter  grösster 
Kreis,  welcher  durch  die  Berührungspunkte  geht,  wieder  einen 
sphärischen  Kegelschnitt. 

B.  Von  der  Aufgabe:  „den  Ort  zu  finden,  von  weX" 
chem  aus  ein  Kegel  zweiten  Grades  unter  einem  gege- 
benen schiefen  Winkel  gesehen  wird'S  theilte  mir  Herr 
P-rofessor  Baur  an  der  polytechnischen  Schule  in  Stuttgart  fol- 
gende Lösung  mit. 

Gleichung  des  Kegels : 


/ 
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Gleichung   der  Tangential  •  Ebene  im  Punkte  ocyz  nach  den   lau- 
fenden Coordinaten  oci,  yxy  Zii  ^ 

oder  ' 

wa?!  -{-vyi  +  wii  ^  0  mit  der  Bedingung  Atfl-\-Bv^  +  fta*  =  0. 

Die   beiden   durch    einen   Punkt  xyz  an  den  Kegel  gelegten  Tan- 
gential *  Ebenen  liefern  also  vier  Gleichungen  folgender  Art: 

1) 

Ug^x+v^yi-to^z  =  0; 

Aui^i'Bvi^-l^Cwi^zzzO, 
2) 

Aiut^  +  ^^^  +  C^2*  =  0. 

Der  Winkel  €  zwischen  beiden   Ebenen  wird  gegeben  durch  fol- 
gende Gleichung: 

Mi«a+»i52±«2LWa 

cos  £  ^^^   -  ■ '    '  ■  — -  « 

oder  auch 

Aus  1)  ergibt  sich: 

femer  findet  sich: 

=  t4i«{Ära*+  Cw2*)+ V(i^»i*+  Cici«)  ~2MiSMa(Büit?a+  CtoiW«) 

oder  vermöge  2) : 

=     Mit£2(— 2idtiifia — 2ßüit?a— 2Cwi«%). 

Setzt  man 

und  schreibt  die  zwei  weiteren  Gleichungen,  welche  sich  aus  der 
letzten  durch  Vertauschung  der  Bachstaben  ableiten  lassen,  so 
hat  man: 
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Id  Folge  dessen  geben  die  Gleichungen  4): 

^-^  a:«  ~"  2^2  "-  X« 

_     KiifaP V\V^P WiW^P 

■"  C^a +Äz2~  A2S+Cx^'^ßxHAy^' 

Die  drei  letzten  Glieder  geben,  wenn 

ist : 

«itia      r|t?2 ti?iWg 

Cy2  +  Ä22  —  Az^+  Cx^  ~~  Bx^  +Ay^ 

— 2AuiU^ — 2BviV2 — 2Cii?|ii?a J^ 

"•  '-2A(Cy^+Bz^)--2B(A2^.+  Cx^)-^2C(Bx^  +  Ay*)'^:^'  . 

weshalb  diese  Glieder  ersetzt  werden  können  durch : 
Hiernach  verwandelt  sich  5)  in 

« 

Ersetzt  man  demgemäss  in  3)  die  Ausdrücke  mit  Uy  v,  w  durch 
ihre  Proportionalen,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  verlangten 
Orts: 

oder  nach  der  Bedeutung  von  R: 
6)       0  =  Ki<+-ß+O(a:a+ya+*')— ^ir^-Äy^-Cz«}« 


^  tter  niiuBeUes  AiinnUs  ile  ilil.  Terquem  el  Gerono. 

Der  Kegel    ist  also  vom  vierten  tirade,  weil  et  ebensowohl  dem 
Winkel  w— e  als  dem  Winkel  t  genügt. 


C.  Eine  Ellipse  erzeugt  durch  Dre,hung  um  eine  in 
ihrer  Ebene  befindliche  Gerade  einen  Wulst,  dessen 
Schnitt  mit  einer  doppelten  Berührungs-Ehene  sich  auf 
einer  zur  Ürehuiigsaxe  senkrechten  Ebene  in  zwei  Ellip- 
sen projicirt,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkt in  der  Drehungsaxe  haben. 

Beweis.     (Von  Herrn  Professor  Baur).     Der  Kegelschnitt 

wird  von  der  Geraden  z=^ma:  berührt,  wenn  die  Gleichung 

(^  +  20n  +  Bm^)x^  -^  2(Z)  +  Em)x  h  AT  =  0 

zwei  gleiche  und  reelle  Wurzeln  hat,  d.  h.  wenn 

(ö  +  Em)^  =  K{A  \1Cm\Bm^  ; 

und  beide  Werthe  von  m,  welche  aus  letzterer  Gleichung  folgen, 
werden  gleich  gross  aber  entgegengesetzten  Zeichens,  wenn 
EIf-=-KC-.  es  wird  nämlich: 


ÄK—m      AKC—Cm 
'  £2—  BK^  CE^—  CBK  " 


CE^—BED' 


E'  CE—BD' 


Unter  dieser  Voraussetzung  erhalten  tlie  beiden  aus  dem  Ursprung 
an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  von  entgegengesetzten 
Seiten  her  gleiche  Neigung  gegen  die  a;-Axe,  Die  Halbmesser 
der  Porallelkreise,  in  welchen  der  Wulst  von  einer  im  Abstand 
s  von  der  ;E^-Ebene  zu  letzterer  parallelen  Ebene  geschnitten  wird, 
(tßrden  durch  die  Wurzeln  folgender  Gleichung  nach  r  angegeben: 

At"^  +  ßi«  -f  2Cri  -f  2Ür  +2Ei  +  Ä  =  0. 

tzt  man  i  =  mx  und  ar^fcosw,  so  ergibt  sich   als  Polarglei- 
mg  der  Projektion  der  Scbnittkurve  der  Ebene  jz=  wtr  mit  dem 
Wläst  folgende  zwischen  r  und  u: 

0  =  (4 -haCmcos« -Fßm^cos  "!*)»■'' +  2(0+Emca8K))-+fi. 

I  man  in  1)  x=rca8u  utid  i:=mrcosu  setzt. 

Man  setze 

B   AE—CD  ll 


E 


BE 

'-CD"" 


C'CE~BD 


I 
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und 


«j^cos*«  =  -Ksm®  c=  — 


E^    ^      E  AE-^CD 


Z>2"*  -  D   CE—BD* 


wodurch 


>2< 


>  ^  _AE-CD(B     E\_.     AE 
*'"  ^^  CE-BD\C'^ DJ  ^  ^'^  CS 

wird^  so  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichmig  in  folgende: 
0  ==  (1 — ^*sin*a+2ccosacosti-|-c*cos*M)r*— 2/?r(l  +  ecosacosii)+p* 
=  I  (1  +  €  C08  a  cos  m)*  —  e* 81  o  2«  sin  %  t  r* 

— ^prll-l-ßcosacosti-l-esLnasiotf-l-l-l-ßcosacoste^esinosiDnl-f-p* 

=  {r(l  +ccos(a— m)) — p\{r{l  +  e  cos  (a  +  «))  — /i  t , 

P 


1  +ecos(a-f-tt)' 


Diess  ist  die  Gleichung  zweier  Kegelschnitte  mit  gemeinscbaft* 
lichem  Brennpunkt  im  Ursprungs  deren  Axen  mit  der  -f^-Axe 
nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  den  Winkel  a  machen. 

D.  EtneFigur  bewegt  sich  ohne  Veränderung  ihrer 
Gestalt  SO5  dass  drei  Gerade  derselben  je  eine  Kreis- 
Evolvente  umhüllen;  alsdann  ist  diess.  auch  bei  jeder 
w.eiteren  Geraden  in  der  Figur  der  Fall. 

1.  Wenn  sich  ein  Polygon  ohne  Veränderung  sei- 
ner Gestalt  (wohl  aber  seiner  Grösse)  so  bewegt^  das« 
von  drei  nicht  in  Einer  Ecke  zusauunenstossenden  Iki- 
nien  desselben  (Seiten  oder  Diagonalen)  sich  jede  qm 
einen  in  ihr  befindlichen  festen  Punkt  dreht;  so  dreht 
sich  auch  jede  andere  Linie  dear  Polygons  um  einen 
in  ihr  befindlichen  festen  Punkt.  Die  Drebungspunkte 
sämmtlicber  in  Einer  Ecke  zusammenstossenden  Li- 
nien liegen  auf  einem  Kreis,  der  durch  dieseEcke  geht 
Man  erhält  somit  für  jede  Ecke  des  Polygons  eiiren 
Kreis;  alle  diese  Kreise  habeq  einen  gemeinsamen 
Durchschnittspunkt. 

Man  nehme  zunächst  an,  dass  zwei  durch  die  Ecke  A  des 
Polygons  gebende  Linien  sich  um  feste  Punkte  drehen;  da  bei 
der  angegebenen  Bewegung  das  Polygon  seine  Gestalt  beibehal- 
ten soll,  so  müssen  die.  Winkel  aller  in  A  zusammenstossenden 
Linien  konstant  bleiben,  woraus  mit  Hülfe  des  Satzes,  dass  glei- 
chen PeripheriewinkeiD  gleiche  BOgen  entsprechen,  sogleich  folgt. 
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flas8  alle  darch  Ä  gebende  Linien  sich  um  Teste  -Punkte  drehen 
müssen,  welche  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  durch  A  liegen. 
Wenn  sich  nun  eine  durch  eine  andere  Ecke  B  des  Polygons 
gehende  Linie  ebenfalls  um  einen  festen  Punkt  dreht,  so  niössen, 
da  nach  dem  Vorhergehenden  aucli  AB  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht,  alle  in  B  zusammenstossenden  Linien  sich  um  feste 
Punkte  drehen,  die  ebenfalls  auf  Einem  durch  B  gehenden  Kreise 
liegen.  Es  sei  C  eine  dritte  Ecke.  Die  Linien  CA  und  CB  dre- 
hen sich  um  feste  Punkte,  also  thun  es  auch  alle  (ihrigen  durch 
C  gehenden  Linien  u.  s.  f.  Man  nehme  irgend  drei  von  den  durch 
die  Ecken  des  Polygons  gehenden  Kreisen;  dass  sich  dieselben 
in  Einem  Punkte  schneiden,  lässt  sich  sehr  leicht  beweisen.  Zwei 
derselben  und  ein  vierter  Kreis  schneiden  sich  somit  auch  in 
Einem  Punkte,  mithin  schneiden  sich  alle  vier  Kreise  in  Einem 
Punkte  u.  s.  w. 

2.  Dreht  sich  bei  der  im  vorigea  8atz  genannten  Bewegung 
des  Polygons  beim  Ueliergang  von  einer  Lage  in  die  andere  eine 
Linie  um  einen  Winkel  <v,  so  dreht  sich  auch  jede  andere  Linie 
um  den  Winkel  a.  Man  überzeugt  sich  davon  leicht,  wenn  man 
durch  einen  festen  Punkt  Parallelen  mit  allen  Linien  des  Poly- 
gons zieht.  Die  Winkel,  welche -(iiese  Parallelen  unter  einander 
bilden,  mOssen  konstant  bleiben,  weil  das  Polygon  seine  Gestalt 
nicht  ändert;  dreht  sich  also  Eine  solche  Parallele  um  den  Win- 
kel a.  so  drehen  sich  auch  alle  andern  um  diesen  Winkel. 

3.  Es  seien  r,  r',  r"  drei  konstante  Grössen;  man  ziehe  mit 
drei  Linien  des  Polygons  Parallelen  in  den  Abständen  ror,  r'a, 
T^a,  welche  ein  Dreieck  bilden.  Durch  wettere  Ziehung  von 
Parallelen,  zunächst  durch  die  Ecken  dieses  Dreiecks  und  dann 
durch  die  neuen  sich  ergebenden  Schnittpunkte  mit  den  entspre- 
chenden Linien  des  gegebenen  Polygons,  erhält  man  ein  zweites, 
dem  ersten  ähnliches  und  für  jeden  Werth  von  cc  vollständig  be<- 
stimmtes  Polygon.  Der  Abstand  irgend  einer  vierten  Seite  oder 
ihres   Drehungspunkts    im  gegebenen    Polygon   von   der  ihr 

*   entsprechenden    parallelen   Seite   im  zweiten  Polygon  iät  gegeben 
durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

in  welchem  a,  b,  c  konstante,  nur  von  den  Winkeln  des  gege« 
benen  Polygons  abhängende  Grössen  sind.  Der  allgemeine  Aus- 
druck des  Abstands  irgend  einer  Seite  des  zweiten  Polygons  von 
dem  festen  Drehungspunkte  der  parallelen  Seite  ist  somit 

wo  &  eine  Konstante  bedeutet 
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4.  Wenn  eine^gerade  Linie  in  einer  Ebene  sieb  so  bewegt,  dass 
ihr  Abstand  von  einem  festen  Punkte  proportional  ihrem  Drehiings. 
winke!  ist,  so  umhüllt  sie  die  Evolvente  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  der  feste .  Punkt  ist.  Unter  Drehungswlnkei  ist  der 
Winkel  verstanden,  welchen  die  Gerade  in  irgend  einer  Lage 
mit  ihrer  ursprünglichen  Richtung  bildet,  wo  sie  durch  den  festen 
Punkt  ging. 

5.  Wenn  sich  die  beiden  in  3.  betrachteten  Polygone  drehen, 
so  umhüllen  die  Seiten  des  zweiten  Evolventen  von  Kreisen,  welche 
in  den  festen  Drehungspunkten  der  Seiten  des  gegebenen  Poly- 
gons ihre  Mittelpunkte  haben;  denn  die  Abstände  ra,  r^a^  r^a^ 
ka  sind  dem  Drebungswinkel  a  proportional.  Da  nun  durch  die 
Bestimmung  der  Constanten  r,  r',  r"  und  also  der  Abstände  ro» 
r'a,  r"a  dreier  Seiten  des  zweiten  Polygons  von  den  entsprechen- 
den Drehungspunkten  auch  der  Abstand  k.a  irgend  einer  weite- 
ren Seite  von  dem  entsprechenden  Drehungspunkt  gegeben  ist, 
so  folgt  hieraus  der  oben  unter  D.  mitgetheilte  Satz. 

Aus  der  obigen  Darstellung  geht  noch  weiter  hervor:  Die 
Mittelpunkte  aller  Kreise,  deren  Evolventen  von  sol- 
chen Geraden  des  Polygons  umhüllt  werden,  die  in 
einer  Ecke  convergiren,  liegen  je  auf  Einem  Kreise. 
Jeder  Ecke  des  Polygons  entspricht  also  ein  derarti' 
ger  Kreis.  Alle  diese  Kreise  haben  einen  gemeinsamen 
Schnittpunkt. 

6.  Es  ist  nicht  nothwendig,  dass  die  Abstände  ra,  r'a,  r^cr, 
ku^  alle  mit  a  verschwinden,  oder  dass  die  Geraden  des  Polygons 
zugleich  durch  den  Ursprung  der  Kreisevolventen  gehen.  Man 
kann  z.  B.  statt  ra  auch  r{a — a!)  setzen,  wo  a!  ein  konstanter  Win- 
kel ist;  dann  verwandelt  sich  ka  in  ka  —  ra'\  die  Polygonseiten, 
deren  Abstände  von  den  Kreismittelpuqkten  r(a— ra')  und  ka^raf 
sind,  umhüllen  auch  jetzt  noch  Kreisevolventen. 

7.  Man  nehme  an,  die  Grössen  r,  r',  r",  seien  nicht  konstant, 
sondern  Functionen  des  Drehungswinkels  a,  z.  B.  =a"*.const.,' 
so  ist  auch  iS;=o^.const.  Hierauf  beruht  der  Satz:  Wenn  ein 
Polygon  ohne  Veränderung  seiner  Gestalt  (aber  sei- 
ner Grösse)  sich  so  bewegt,  dass  drei  seiner  Seiten 
Curven  umhüllen,  bei  welchen  der  Abstand  der  Tan- 
gente von  einem  festen  Punkt  der  mten  Potenz  des 
Winkels  proportional  ist,  welchen  die  Tangente  mit 
einer  festen  Geraden  bildet,  so  umhüllen  auch  alle 
übrigen  Seiten  des  Polygons  derartige  Curven.  Die 
festen  Punkte  liegen  auf  Kreisen,  wie  in  5. 
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Eipe  weitere  Verallgemeinerung  ist  diese :  Wenn  die  Functio- 
nen r,  r'^r"  die  Form  haben  «»".const. +  a*.const. +  ....,  so  hat 
aach  k  diese  Form. 

r 

.  8.  Bei  Anwendung  der  Transformation  durch  reciproke  Ra- 
dienvektoren  auf  die  Figur  des  ersten  Satzes  verwandelt  sich 
die  Ebene  in  eine  Kugel,  die  Seiten  des  Polygons  werden  z.n 
Kreisen  y  die  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  O  ha- 
ben, die  Winkel  zwischen  zwei  Polygonseiten  und  den  entspre- 
chenden Kreisbogen  bleiben  sich  gleich^  mithin  hat  man  den  Satz: 
Auf  einer  Kugel  bilden  mehrere,  durch  Einen  Punkt 
O  gehende  Kreise  mit  ihren  übrigen  Du^rchschnit- 
teu  ein  Kreisbogenvieieck,  welches  sich  so  bewegt, 
dass  die  Winkel,  die  je  zwei  Kreisbugen  in  ihrem 
Durchschnitt  mit  einander  bilden,  konstant  sind^  und 
dass  von  drei  nicht  in  Einer  Ecke  zusanimenstossen- 
den  Seiten  des  Vielecks  sich  jede  um  einen  in  ihr  lie- 
genden festen  Punkt  (ausser  O)  dreht,  so  dreht  sich 
auch  jede  andere  Linie  des  Vielecks  um  einen  in  ihr 
liegenden  festen  Punkt.  Die  Drehungspunkte  sämmt- 
lieber  in  Einer  Ecke  zusammenstossenden  Linien  lie- 
gen auf  einem  Kreise^  der  durch  diese  Ecke  geht.  Man 
erhält  somit  für  jede  Ecke  des  Vielecks  einen  Kreis, 
welche  alle  einen  gemeiosan^en  Durchschnittspunkt 
haben. 
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V. 

Ueber  die  Rektifikation  der  Linien  anf  den  Flächen. 

Von 

Herru  Doctor  OUo  Böklen 

XU  Suiz  a.  N.  im  Königreich  Wärtern  her  ß;. 


1.  Gegeben  sind  zwei  Flächen  and  auf  einer  der- 
selben liegt  ein  fester  Punkte  Fon  vreieheni  ein  Faden 
von  nnveränderlicher  Länge  ausgeht,  der  fiber  heid^ 
Flächen  gespannt  ist,  so  dass  er  auf  der  ersten  eine 
geodätische  Linie,  dann  eine  gemeinschaftliche  Tan-  . 
gente  der  zwei  Flächen  und  endlich  wieder  eine  geo- 
dätische Linie  auf  der  zweiten  Fläche  bildet.  Wenn 
sich  nun  der  Faden  um  den,  festen  Punkt  dreht,  so  be- 
schreibt sein  beweglicher  Endpunkt  auf  der  zweiten 
Fläche  eine  Curve,  die  der  Faden  überall  rechtwink- 
lig schneidet.  A  sei  der  feste  Punkt,  AB  und  AC  sind  zwei 
sehr  nahe  Lagen  des  Fadens;  wäre  der  Winkel  bei  B  schief,  so 
könnte  man  CD  senkrecht  auf  BC  ziehen;  dann  wäre  in  dem  un- 
endlich kleinen  rechtwinkligen  Dreieck  BCD,  BD  die  Hypote- 
nuse, somit  grosser  als  CD\  mithin  würde  AD  ^  DC  <  ^s 
AD+DB,  '^AB,  '^AC  sein,, was  sich  mit  der  Bedingung  nicht 
vereinigen  lässt,  dass  AC  ein  gespannter  Faden  sein  soll.  Dieser 
Satz  hat  auch  dann  noch  seine  (leltiing,  wenn  ««ich  die  er.^te  Fläche 
auf  einen  Punkt  reducirt;  man  erhält  dann  folgendes  Corollar: 

2.  Wenn  einer  Fläche  ein  Bertihrungskegel  am- 
schrieben  ist,  und  jede  Erzeugende  des  Kegels  auf  der 
Fläche  durch  eine  geodätische  Linie  verlängert  wird, 
so   dass   die  Länge  der  Erzeugenden  und  der  geodäti- 


rfi^r  IJnlen  auf  il/rii  FInchen 


3.S 


sehen  Lirie  zuNainmeii  konstant  ist,  »'>  schneiil^r  die 
geodätUchen  Linien  die  Verliindungslinie  ibrer  Etid- 
punkte  auf  der  Fläche  rechtwinklig.  Liet^t  nlier  der  leste 
l'unkt  nuf  der  «weiten  Fläche  selbst,  so  ergibt  sich  der  liekaiinle 
Satz  von  Gauss  (Disquiaitiones):  Die  von  einem  Punkt  einer 
gezogenen  gleich  langen  geodätischen  LinTen  sclinei- 
hrer  Endpunkte  recht» inklig. 


Fläche 
"  ÖeD  dl 


Dil 


nduNgslin 
Converse  des  ersten  Satze 


3.     Gegeben  sii 


fester    Punkt,    vo 


rliche 


chen 
dälii 


nge   i 


sespa 


che  Linie,  datin  eine  geiu 
beider  Fläclien  und  endlich  ai 
fjeodStische  Linie  bildet.  Wen 
des  Fadens  auf  der  »weiten  J 
die    von    ihm   beschriebene  Cu 


laotet  s 


ve   überall 


r  Etidp 

vegt. 


den 


senkrecht    i 


cbnitten 


hat    de 


i-tzte 


.  AB  und  /46'sind  zwei  sehr 
Winkel  bei  B  und  C  rechte, 
nan  auf  AB  den  Punbt  D  an- 
nn  mauste  nach  I.  der  Winkel 
Bedingung  nicht  tibereinstimmt, 
Dierier  Satz  gilt  auch  dann 
r  einen  Punkt  reducirt;   es 


IL.", 


eine  unveränderliche  Läng 
nahe  Lagen  des  Fadens  und  dl 
Wäre  nun  AB^  AC,  so  künnte 
nehmen,  so  dase  AD=.AC.  D 
DCA  ein  rechter  sein,  was  mit  de 
dass  Winkel  BCA  =  m'  sein  soll. 
noch,  vreno  sich  die  erste  Fläche 
ei^iht  sich  dann  die  Converse  von  2.: 

4.  Man  verlängere  alle  Erzeugenden  «-Ines  Be 
rungskegels  einer  Flache  durch  geodätische  Lin 
so  dass  sie  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpni 
senkrecht  treffen;  dann  ist  die  Summe  jeder  Er 
genden  und  ihrer  gcodntiecheu  Verlängerung  knns 
Liegt  der  feste  Punkt  endlich  auf  der  xweileii  Fläche,  so 
dieser  Salz  :  Wenn  die  von  einem  Punkt  auf  einer  Fläche 
gezogenen  geodätischen  Linien  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpi 
ihtwinklig  treffen,  so  sind  .sie  gleich  lang. 


lannten  Tb. 
rallgemeinern,  die  abi 
können  in  \.  statt  des  !< 
nehmen,  von  deren  einz 


lassen  sich  noch  auf  zwei  Arrrn 
r  bloss  angedeutet  werden  mögen:  «ir 
sIen  Punkts  A  eine  beliebige  Curve  an- 
Inen  Punkten  unter  rechten  Winkeln  ge- 


spannte Fäden  vnn  unverfindcrücher  Länge  ausgehen.  Fei 
hieibt  die  Beweisführung  dieselbe,  ob  der  gespannte  Faden  dir 
auf  die  zweite  Fläche  Qbergeht,  oder  ob  er  vorher  eine  Tie 
I  XXXVI,  3 


-kt 
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von  zwischen  liegenden  Tlächen,  jede  in  einer  geodätiscben  Linie, 
fiberschreitet;  die  allgemeinste  Fassung  des  ersten  Sattes  und 
seiner  Converse  3.  lautet  also : 

5.  Gegeben  ist  eine  Reihe  von  Flächen,  und  auf 
der  ersten  eine  Curve,  von  deren  einzelnen  Punkten 
unter  rechten  Winkeln  gespannte  Fäden  von  unver- 
änderlicher Länge  ausgeben,  die  über  die  anderen  Flä- 
chen hingehen  bis  zur  letzten,  so  dass  sie  auf  jeder 
Fläche  eine  geodätische  Linie  und  zwischen  je  zwei 
Flächen  eine  gemeinsame  Tangente  bilden.  Diese  Fä- 
den schneiden  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte 
auf  der  letzten  Fläche  rechtwinklig.  Umgekehrt: 
schneiden  .  si  e  diese  Verbindungslinie  rechtwinklig, 
80  sind  sie  von  gleicher  Länge. 

6.  Ers  sind  zwei  Flächen  gegeben  und  auf  der  ersten 
zwei  feste  Punkte  A  und  B,  Ein  Faden  ist  durch 
einen  Stift,  dessen  Spitze  über  die  zweite  Fläche  hin- 
gleitet, so  gespannt,  dass  er  von  A  aus  gehend  sich 
.über  die  erste  Fläche  in  einer  geodätischen  Linie  biegt, 
hierauf  eine  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Flä- 
chen und  dann  wieder  eine  geodätische  Linie  auf  dei; 
zweiten  Fläche  bis  zum  Stift  bildet.  Der  andere  Tbeil 
des  Fadens  besteht  von  da  aus  wieder  aus  einer  geo- 
dätischen Linie  auf  der  zweiten  Fläche,  aus  einer  ge- 
meinschaftlichen Tangente  beider  Flächen  und  aas 
einer  geodätischen  Linie  bis  B,  Wenn  sich  der  Stift 
bewegt,  so  dass  der  Faden  gespannt  bleibt,  so  bildet 
die  von  ihm  beschriebene  Curve  mit  den  beiden  in 
jedem  ihrer  Punkte  zusammenlaufenden  Fadenstücken 
gleiche  Winkel.  (Jm  diess  zu  beweisen,  nehmen  wir  (Taf,  L 
Flg.  4.)  zwei  sehr  nahe  Punkte  o  und  o'  auf  der  vom  Slill  be* 
schriebenen  Curve  an,  so  dass  also  oo'  eine  Tangente  ist,  und 
ziehen  om  senkrecht  auf  Ao*  ^  o'm!   senkrecht  auf  i?o;   nun  Ist: 

Ao  +  ßo^Ao'+Bo',    Bo=:Bm'+m'o,    Ao':=zAm+mo'; 

mithin : 

Ao  +  Bm'  +  m'o=z  Am  +  iwo'  +  Bo'. 

Nach  1.  aber  ist: 

» 

Ao::^Am  und    Bm' =  Bo* ,    also   m'o=mo'. 

Die  beiden  unendlich  kleinen  Dreiecke  oo*m  und  oo'm'  haben 
also  die  Hypotenuse  oo'  gemeinschaftlich,  .und  die  Catheten  om' 


der  Linie»  auf  den  Flächeu, 


und  o'm  gleich,   mithin  i 
üieichlieit  der  Winkel  m'- 


o'  und  0 


mgnient, 
■o  folgt, 


Dieser  Satz  lässt  sich  sehr  leicht  uinlcelireo,  wetm  man  an- 
nimmt, dass  die  Curve  auf  der  zueitrn  Fläche  ^e^elien  ist  und 
von  dereciben  unter  gleichen  Winkeln  die  beiden  Fadenritücite  nach 
den  festen  Punkten  A  und  B  der  zweiten  Flüche  sn  ansi^eheii, 
dass  jedes  Stück  zwei  geodätische  Linien  auf  di^n  Fh'ichen  und 
zwischen  beiden  eine  gemeinsame  Tangente  bildet;  es  inufs  iiun 
die  Summe  <ler  beiden  Fadenstiicke  konstant  sciii.  Uer  Beneis 
folgt  aus  dem  dritten  Satze. 

Mit  Rücksicht  auf  5.  gelangen  «ir  zu  folgender  Verallgemei- 
nerung von  8. ; 

7.  Es  ist  eine  Anzahl  ron  Flächen  gegeben,  und 
auf  der  ersten  und  letzten  liegen  zivei  üurven;  ein 
Faden  geht  von  der  ersten  Curve  rech tivinklig  aus,  so 
dass  (las  eine  Stück  über  mehrere  der  gegebenen  Flä- 
chen gespannt  ist,  ab  wechs!  ungsw  eise  aus  geodäti- 
schen Linien  und  gemeinschaftlichen  Tangenten  be- 
stehend; das  andere  Stück  geht  von  der  zweiten  Curve 
rechtwinklig  aus  und  ist  auf  ähnliche  Weise  über  die 
andern  Flächen  gespannt;  der  Punkt,  In  welchem  beide 
Fadenstücke  zusammentreffen,  iieschreibi  auf  einer 
der  genannten  Flachen  eine  Curve,  mit  welcher  die 
beiden  Theile  des  Fadens  gleiche  Winkel  bilden 

Bei  der  Bewegung  eines  gespannten  Fadens,  der  von  einem 
festen  Punkte  J  einer  Fläche  ausgeht,  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden: der  gewiibniicbste  Fall  ist  der,  wo  der  Faden  in  jeder 
Lage  eine  andere  vod  A  ausgehende  geodätische  Linie  bildet; 
die  Bewegung  kann  aber  auch  so  sein,  dass  der  Faden  auf  der 
Fläche  nur  Eine  von  A  ausgehende  geodätische  Linie  bildet. 
Dann  ist  die  Ebene,  welche  durch  zwei  aufeinander  folgende  Lagen 
desjenigen  Theils  des  Fadens  bestimmt  wird,  der  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  beider  Flachen  ist,  eine  Oskulatioos-Cbene 
in)  Endpunkt  der  gendlitiscben  Linie  anf  der  ersten  Fläche,  nisn 
normal  auf  dieser,  und  eine  Tangential- Ebene  im  Anfangspunkt 
der  geodätischen  Linie  iiuf  der  «weiten  Fläche.  Dieser  spezielle 
Fall  trifft  za .  wenn  beide  Flächen  die  Krfimmungsmittelpunkle  Einer 
dritten  h  lache  etithalten ;  nlsdann  stehen  ihre  scheinbaren  Um- 
risse, v(in  jedem  Punkte  <les  Raumes  aus  gesehen,  auf  einander 
.senkrecht.  Die  Tangenten  aller  georfäliscben  Linien,  welche  die 
gemeinschaftliche  Durchschnitts-  (und  KrummungHÜnie)  beider 
Flächen   beriiliren,   tangircn    die  zweite  Fläche.      Der  in   L    gege- 
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bene  Be^'eis  passt  auf  alle  Fälle ;  mithin  gilt  diess  auch  von  dem 
Beweis  des  Satzes  6. 

8.  Gegeben  sind  zwei  Flächen,  und  auf  der  ersten 
zwei  feste  Punkte  A  und  C.  Auf  der  zweiten  ist  eiiieCurve 
gezogen,  w.elchedie  Eigenschaft  hat,  dass  die  Differenz 
der  Längen  von  den  beiden  Fäden»  die  sich  von  jedem 
ihrer  Punkte  aus  nach  A  und  C  hin  spannen  lassen, 
konstant  ist.  Alsdann  wird  die  Curve  den  Winkel  der 
von  irgend  einem  ihrer  Punkte  ausgehenden  Fäden 
ii  a I  b i r  en.  Es  seien  (Taf.  I.  Fie:.  5.)  o  und  o'  zwei  sehr  nahe  Punkte 
der  Curve,  mithin  ist  oo'  eine  Tangente.  Wir  ziehen  om  senk- 
recht auf  Ao'^  und  o'w!  senkrecht  auf  Co\   nun  ist: 

Ao  ^Co^=.  Ao'  —  Co* ,    Co  =  Cm*  +  m'o,    Ao*  =  Am  —  mo' ; 

somit : 

Ao  —  Cm'  —  m'o  =  Am  —.  mo*  —  Co', 

Nach  1.  ist: 

Ao  =  Am   und    Cm' =z  Co' ,    also   auch  m'o:=mo'. 

Die  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreiecke  oo'm  und  oo'm' 
liaben  somit  die  Hypotenuse  oo'  gemein,  und  die  Catheten  m'o 
und  mo'  gleich ,  sind  also  kongruent ,  woraus  sich  sofort  die  Gleich- 
heit der  Winkel  m'oo'  und  mo'o  ergibt. 

Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  dieser  Satz  sich  ebenso 
umkehren  lässt  wie  6.  und  verallgemeinern  wie  7. 

9.  Die  Sätze  6.  und  8.  gelten  auch  dann  noch;  wenn 
sich  die  erste  Fläche  auf  zwei  feste  Punkte  A  and  B 
reducirt.  Diese  Punkte  können  entweder  ausserhafb 
der  zweiten  Fläche  oder  auf  derselben  liegen.  (Der 
letzte  Fall  wurde  vom  Verfasser  frfiher  behandelt  bei  Seh löm lieh 
HL,  welcher  Aufsatz  in  die  nouv.  Annales  von  Terquem  and 
G^rono,  1869,  überging.) 

10.  Auf  einer  Fläche  ist  eine  Curve  gegeben;  einen 
Theil  dieser  Curve  umfasst  ein  geschlossener  Faden 
von  um^eränderlicher  Länge,  welcher  durch  einen 
Stift  gespannt  ist,  dessen  Endpunkt  auf  einer  zwei- 
ten Fläche  sich  bewegt  und  auf  derselben  eine  Gorve 
beschreibt,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  mit 
den  in  jedem  ihrer  Punkte  zusammenstossenden  Thei- 
len  des  Fadens  gleiche  Winkel  bildet.  Um  sich  hiervon 
zu  fiberzeugen,  wende  man  den  Beweis  des  Satzes  6.  auf  Taf.  L 
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Kig.  4.  au.     Die   Curve    AB  ist    geget)eii;    der   gespaalite   Paileii 
beschreibt  auf  der  zweiten  Kläche  die  Cufve  oo'. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  Summe  der  von  o  ausgehenden 
Fadenstücke  weniger  der  Summe  der  von  o'  ausgebenden  gleich 
der  Differenz  der  umspannten  Bögen  der  gegebenen  Curve  ist,  oder 

oA  ^  oC  —  io' B  ^  o' D)=  AliC  —  BCD; 
diese  (>leichDng  gilt  nicht  blos^.  wenn  die  Punkte  »  und  n'  un- 
endlich nahe  hei  einander  sind,  sondern  für  eine  beliebige  Lage 
derselhen  auf  der  Curve.  In  Taf.  I.  Fi^.  5.  ist  die  Curve  oo'  auf 
der  zweiten  Fläche  sn  beschrieben,  dass  die  Differenz  der  von 
o'  ausgehenden  gleich  der  Differenz  der  urasparinlen  Bügen  der 
gegebenen  Curve  ist,  oder: 

oA-oC-  {o'D  —  o'B)=ADB—  DBC; 

man  erhält  dann  Tolgenden  leicht  zu  beweisenden  Satz : 

II.  tiegeben  sind  zwei  Flächen,  uud  auf  jeder  eine 
Curve.  Wenn  die  letztere  die  Eigenschaft  bat,  dass, 
wenn  man  vnn  zwei  beliebigen  Punkten  derselben  aus 
gespannte  Fäden  zieht,  welche  die  erste  Curve  tangi- 
ren,  die  Differenz  der  vom  ersten   Punkt  aussehenden 


Fadenstücke  weniger  A 

ler  Diffei 

en 

z    der  vom 

zweiten 

Punkt  ausgehenden  gle 

ich  der  D 

iff. 

ärenz  der  u 

imspann- 

ten  Bögen  ist,  so  halbir 

t  sie  den 

Wi 

nkel  beide 

r  Faden- 

stücke.    Die  ünikehrung  vi 

an  10.  nnd 

11. 

ergibt  sich. 

wenn  vor- 

ausgesetzt  wir<I,    duss  die  ii 

gleiche  Winkel  mit  der  Curve  oo'  bild« 

;n. 

Wenn  man  den  gespannten  Fäden  verschiedene  Längen  gibt, 

mtsteht  eine  Reihe  von  Curven  oo' ,  die  sieb  aus  Einer  Curve 
fllB  ableiten  lassen.  Die  nach  lU.  abgeleiteten  Curven  bilden  Ein 
und  die  nach  II.  abgeleiteten  das  andere.  Beide  Systeme 
^nt)  orthogonal.     Wenn  beide  Curven  AB  nnd  oo'  auTEiner  Fläche 

n,    so   liefern    die  Sätze  10.  und  II.  mit   ihren   ömkehrungen 

)  Theoreme : 

12.  Wenn  ein  Theil  einer  Curve  auf  einer  Fläche 
n  einem  durch  einen  Stift  gespannten  Faden  um- 
schlossen wird,  so  beschreibt  dieser  Stift  auf  dersel- 
ben Fläche  eine  Curve,  welche  den  Neben winkel  der 
P'adenstücke  halbirt,  nmgekehrl:  balbirt  eine  Curve 
Nebenwinket  der  geodätischen  Tangenten,  die 
kteli  von  jedem  ihrer  Punkte  an  eine  zweite  Curve 
P'<jhefl  lassen,  so  ist  die  Summe  dieser  Tangenten  und 
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des   von'ihDen  oiGbt  umschlossenen   Theils    der   zwei- 
ten Curve  konstant. 

13.  Auf  einer  Fläche  liegen  zwei  Cnrven;  letztere 
hat  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  von  zwei  belie- 
bigen Punkten  derselben  aus  an  die  erste  geodätische 
Tangenten  ziehte  die  Differenz  der  vom  ersten  Punkt 
ausgehenden  Tangenten  weniger  der  Differenz  der 
vom  zweiten  Punkt  ausgehenden  gleich  der  Differenz 
der  umspannten  Bögen  der  Curve  ist.  Dann  halbirt  die 
zweite  Curve  den  Winkel  der  von  jedem  ihrer  Punkte 
ausgehenden  geodätischen  Tangenten.  Umgekehrt: 
halbirt  die  zweite  Curve  den  Winkel  der^von  einem 
ihrer  Punkte  an  die  erste  gezogenen  geodätischen  Tan- 
genten, 60  ist  die  Differenz  der  von  irgend  einem 
ihrer  Punkte  ausgehenden  geodätischen  Tangenten 
weniger  der  Differenz  der  von  einem  zweiten  Punkte 
ausgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspannten  Bö- 
gen der  ersten  Curve. 

Wir  wollen  zunächst  die  Sätze  10. — 13.  auf  die  Flächen  zwei- 
ten Grades  anwenden;  und  zwar  sei  die  erste  Fläche  ein  Ellip- 
soid  {q)  und  die  zweite  ein  einmantliges  Hyperboloid  (f*),  welchen 
diese  Gleichungen  entsprechen: 

Das  homofokale  zweimantlige  Hyperboloid  (v)  entspricht  der  Formel 

•2  »,1  fi 


Die  Gleichung  der  geodrätischen  Linien  auf  {q)  ist  (siehe  den  Auf-  \ 
satz  des  Verfassers  über  elliptische  Coordinaten,  Archiv. 
Tbl.  XXXIV.  Nr.  XIX.  Seite  312.); 

f**cos*i  +  i;*sin*t  =  a*, 

i  ist  der  Winkel,  welchen  die  geodätische  Linie  im  Punkt  (^fiv) 
mit  der  Kriimmungslinie  fi  =  const.  auf  (^)  macht;  a  ist  die  grosse 
Halbaxe  des  einmantligeo  Hyperboloids  (a) ,  weiches  alle  Tangen- 
ten  der  geodätischen  Linie  berühren.    Die  vorige  Gleichung  gibt:. 


cost=±\  -2z:;;ä» 


mithin   gehen   durch  den    Punkt  {Q\kv)  auf  {q)   zwei   geodätische 
Linien,  welche  mit  der  Krümmiiugslinie   |ii=rconst.  gleiche  Win- 


^^^^^V  iler  Linien. auf  ticn  Fliivheii  'A'd 

Itet  bilden  und  deren  Tangeutcu  dae  hotnufnlcale  Hy[ierlioloid  (o) 
lierQhren;  gehörig  verlängert  werden  aUo  diese  zwei  geodälischen 
Linien  den  Uurclischnitl  der  Pl&chen  (o)  und  (p),  oder  die  Kriini- 
laungsliiire  a  =  coiist.  uul'  <^)  berühren,  somit  küiinen  wir  den 
Salz  12.  anwenden  und  erhalten  nachstehendes  Theorem  von 
Cbaslee; 

13.  Wenn  ein  Theil  von  einer  Kniniinunc^slinie  auf  einer  cen- 
trischen  Fläche  zweiten  Grades  durch  einen  geschlossenen  Faden 
von  unveründerllcher  Länge  umspannt  wird,  di?r  durch  einen' Stift 
gespannt  ist,  so  beschreibt  der  Endpunkt  dieses  Stifts  auf  der- 
selben Fläche  eine  andere  die  erste  einschliesseiide  Krümmungs- 
linie  desselben  Systems. 

Wir  «Tollen  annehmen,  ADCß  (Tal.  I.  Fig.  4.)  sei  die  erste 
nnd  oo'  die  zweite  Krünimungslinie,  welche  nach  13,  beschrieben 
ist.  Beide  liegen  auf  (p).  AliCB  ist  der  Durcbecbnitt  des  Etlip- 
soids  (p)  nnd  des  bomofokaien  Hyperboloids  (a).  Da  eämmtliche 
Tangenten  der  geodülischeii  Linie  oA  (r}  berühren,  so  lässt  sich 
auf  o.-l  ein  Punkt  linden,  so  dass,  wenn  man  in  demselben  die 
Tangente  von  oA  zieht  und  dieselbe  von  ihrem  Berührungspunkt 
anf  (a)  aus  durch  eine  »iveite  geodätische  Linie  von  (ti)  verlän- 
üert.  letzlere  durch  einen  festen  und  gegebenen  Punkt  a  auf  (k) 
geht.  Ebenso  lässt  sich  auf  der  geodätischen  Linie  oC  ein  an- 
derer Punkt  bestimmen,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn 
man  in  ihm  die  Tangente  von  oC  zieht  und  dieselbe  von  ihrem 
Berührungspunkt  auf  (d)  auch  durch  eine  geodätische  Linie  ver- 
lungert,  letztere  durch  einen  zweiten  festen  nnd  gegebenen  Punkt 
fi  auf  (k)  geht.  Das  gleiche  Verfahren  lässt  sich  auf  jede,  ADCB 
berührende  geodätische  Linie  von  {q)  ausdehnen,  man  knnn  als» 
von  einem  Punkt  auf  o' D  (o' B)  durch  eine  genieinBchaftliche  Tan- 
gente dieser  Linien  und  der  Fläche  (n)  und  durch  eine  vom  Be- 
rührungspunkt auf  (k)  ausgehende  geoiiatlsche  Linie  nach  dem 
nämlichen  festen  Punkt  n  (ä)  gelangen.  Es  lässt  sich  nun  die 
Unikehrung  des  Sützes  6.  anwenden,  und  wir  haben  folgendes 
Theorem  (welches  Chasles  uufgestellt,  ulier  anders  bewiesen  hat, 
Liouville  1846): 


14.  Es  sind  7.wei  hnmofnkale  Flachen 
-  Auf  (n)  liegen  zwei  feste  Punkte  n  und  t,,  u 
einen  Griffel  i,  des'^en  Spitze  über  (p)  bii 
I  ausgehend,  sich  Qb^r  (a) 


p)  und  («)  gegeben. 
d  ein  Faden  M  durch 
[leitet,   so    gespannt, 

geodät's 


biegt,  dann  eine  gemeinschaflüche  Tangente  beider  Flächen 
hierauf  auf  (p)  eine  geodätische  Linie  bildet  bii>  s.  Der  zw 
Theil  des  Fadens  zwischen  <  und  b  besteht  ebenso  der  Keilte  i 


>ite 
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aus  einer  geodätischen  Linie  von  (^),  einer  gemeinsameo  Tan- 
gente von  (q)  und  {a)  und  einer  geodätischen  Linie  auf  (er)  his  6. 
Wenn  sich  der  Griffel  s  auf  (q)  bewegt,  so  das«  der  Faden  imnuer 
gespannt  bleibt,  so  beschreibt  der  Punkt  s  eine  Krfimmungslinie 
auf  {q),  welche  den  Nebenwinkel  der  beiden  in  s  zusammeDlan- 
fenden  Fadenstücke  halbirt. 

Die  verschiedenen  Consequenzen  dieses  Satzes  findet  man  am 
angegebenen  Orte  und  in  der  analytischen  Geometrie  des  Ver- 
fassers S.  213.  Aus  der  Unikehrung  des  Satzes  8.  geht  hervor» 
dass  die  itrömniungslinien  des  andern  Systems  auf  (q)  beschrie- 
ben werden  durch  zwei  von  irgend  einem  Punkt  derselben  aus- 
gehenden gespannten  Fäden,  welche  (a)  ben'ihren  und  deren 
Winkel  (nicht  Nebenwinkel)  von  der  Krumniungslinie  halbirt  wird. 

Man  kann  den  vorhergehenden  Satz  auf  folgende  Art  verall- 
gemeinern:-  Auf  einer  beliebigen  Fläche  A  ist  eine  Krummungs- 
linie  gegeben;    man   ziehe    alle  diejenigen    geodätischen   Linien, 
welche  diese  Kriimmungslinie  tangiren ;    die  Tangenten  von  jeder 
solchen    geodätischen    Linie    bilden    eine   entwickelbare    Fläche; 
alle  diese  entwickelharen  Flächen  umhüllen  eine  zweite  Fläche  £, 
welche  zu  der  gegebenen  Fläche  A  in   einer  merkwürdigen    Be- 
ziehfing steht.     A  und  B  enthalten   beide  die  Krümmungsmittel- 
punkte  von  einer    und  derselben  dritten  Fläche;    die  scheinbaren 
Umrisse  von  A  und  B  stehen   auf  einander  senkrecht,   von  wel- 
chem Punkt  des  Raumes  aus  sie  auch  gesehen  werden  mOgen. 
(Analytische  Geometrie  des  Verfassers,  S.  58.)     Diess  voraus- 
gesetzt, le.ue  mau  um  die  Kriimmungslinie  auf  A  einen  durch  einen 
Stift  gespannten  Faden;   letzterer  beschreibt  sodann  auf  A   eine 
zweite  Curve.     Diese  lässt  sich  nun  noch  auf  unendlich  viele  an- 
dere Arten   beschreiben,   indem  man  auf  B  zwei   beliebige  feste 
Punkte  annimmt,  und  zwischen  ihnen  durch  einen  Stift  einen  Faden 
spannt,  dessen  beide  Theile,  wie  vorhin  bei  (a)  und  (^)9  so  jetzt 
zwischen  B  und  A^  je  eine  geodätische  Linie,  eine  gemeinschaft- 
liche  Tangente  und   wieder  eine   geodätische  Linie  bilden.     Der 
Endpunkt  des  Stifts,  in  welchem  beide  Theile  auf  A  zusammen-  , 
stossen,    beschreibt   die   genannte   Curve.     Der  Beweis   ist    dem 
obigen  des  C ha sl es' sehen  Satzes  durchaus  ähnlich  und  die  Ver- 
allgemeinerung besteht  darin,  dass  an  die  Stelle  von  zwei  homo- 
fokalen   Flächen   zweiten   Grades^    die   sich  gegenseitig  in   einer 
Krumniungslinie   schneiden,    überhaupt    zwei    solche   orthogonale 
Flächen  gesetzt  werden ,  welche  die  Krümmungsmittelpunkte  Einer 
dritten  Fläche  enthalten.     Nur  sind  jetzt  die  durch  den  gespannten 
Faden   beschriebenen   Linien   keine   Krümmungslinien   mehr.     Die 
Verallgemeinerung  lässt  sich  übrigens  noch  weiter  treiben,  indem 
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alle  angeführten  Schlüofie  und  Ausliihruogen  Unferäiiderl  bleibeD, 
selbüt  dann,  wenn  die  ursprGngliche  Curve  auf  der  Fläche  A  keine 
KrOmniunerslinie  ist.     Hieraus  ergibt  sich  nachKlehenüer  Satz: 

14».  Auf  einer  FlSche  ist  eine  belieliige  Curve  ge- 
geben: ein  nm  sie  gelegter  Faden  ist  durch  einen  Stift 
ges|iantil,  wi'lcher  eine  zweite  Curve  auf  der  n&mli- 
chen  Fläche  beschreibt.  Diese  letztere  Curve  I.^sst 
sich  noch  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  be- 
schreiben mittelst  eines  durch  einen  Stift  zwischen 
iwei  festen  Punkten  gespannten  Fadens,  welche  festen 
Punkte  beliebig  angennnimen  werden  können  auf  einer 
von  entwickelharen  FUichen  umhüllten  orthogonalen 
Fläche.  Die  entwickelharen  Flächen  werden  gebil- 
det von  den  Tangenten  aller  die  gegebene  Curve  auf 
der  Fläche  berührenden  geodätischen  Linien. 

Die  Salze  13.  nnd  13.  nebst  ihren  Umkehrungen  Itihren  auf 
einige  Fragen,  welche  mit  der  Rektifikation  der  Curven  snsam- 
nienbSngen.  Wenn  nämlich  auf  einer  Fläche  eine  Curve  gegeben 
ist,  und  es  lässt  eich  eine  zweite  Curve  auf  der  Fläche  bestim- 
men, welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  den  Nebenwinkel  der 
von  irgend  einem  ihrer  Punkte  an  die  erste  Curve  gezogenen  geo- 
dätischen Tangenten  halhirt,  so  lässt  sieb  zo  jedem  Bogen  der- 
selben auf  unendlich  viele  Arten  ein  zweiter  Bogen  finden,  von 
der  Art,  dass  die  Differenz  beider  Bugen  durch  die  Längen  geo- 
dSlischer  Linien  ausgedrückt  ist  Die  Rektifikation  der  gegebenen 
Cnrve  ist  somit  auf  die  Rektifikation  geodätischer  Linien  der 
Fläche  zurückgeführt.  Ist  z.  B.  AB  (Taf.  I.  Fig.  4.)  die  gegebene 
Cnrve  und  oo'  die  zweite  oder  abgeleitete  Curve,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  sie  den  Nebenwinkel  der  geodätischen  Tan- 
genten oA,  of7  halbirt,  so  kann  man  zu  einem  gegebenen  Bogen 
AC  der  ersten  Curve  auf  unendlich  viele  Arten  einen  zweiten, 
etwa  Oß,  finden,  so  dass  die  Differenz  der  Bügen  AC  und  DB 
gleich  der  Differenz  geodälischer  Linien  ist.  Zu  diesem  Zwecke 
ziehe  man  in  A  und  C  die  geodätischen  Tangenten,  welche  sich 
in  o  schneiden,  konslruire  die  duich  o  gehende  abgeleitete  Curve 
oo' ,  nehme  auf  ihr  irgend  einen  andern  Punkt  o'  an,  siehe  die 
^odätischen  Tangenten  o' B  und  o'D,  so  ist 

Bogen  AV  -  Bogen  BD  =  oA  +  oC—(o'B+o'l)). 

I  dieas   zu  bev^elsen,  verlängern  wir  die  Curve  über  A  und  B 

laus,  bis  sie  sich  ^^cblie8St,  oder,   wenn  es  eine  nicht  gescblos- 

e  Curve  ist,  bis  in's  Cnendliche,  und  nennen  m  das  endliche  oder* 

Mndlicbe  Stück  der  Fortsetzung  zwischen  ^  und  B,  so  ist  nach  12.: 
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m  i^ oA  +  oC  i^  Cß  —  m^  AD  i-  o'D+o* ß/ 
al80 

oA  +  oC-(o'ß  +  o'D)=AD-Cß  =  Bo<^eu  /IC -Bogen  ßD. 

Wenden  wir  dieselben  Betrachtungen  auf  Taf.  I.  Fig.  5.  an,  so 
ßnden  wir,  dass,  wenn  sich  die  Curve  oo'  konstruiren  lässt,  welche 
den  Winkel  (nicht  Nebenwinkel)  der  von  irgend  einem  ihrer  Punkte  . 
an  eine  gegebene  Curve  AC  gezogenen  geodätischen  Tangenten 
halbirt,  man  zu  dem  Bogen  AC  auf  unendlich  viele  Arten  einen 
'zweiten  Dß  bestimmen  kann,  so  dass  die  Differenz  beider  Bugen 
gleich  der  Differenz  von  geodätischen  Linien  ist.   Man  hat  nämlich : 

Bogen  ^C~ Bogen  ßD  =  oA  +  oC—{o'ß+o'D). 

Der  Beweis  ist  dem  vorigen  durchaus  ähnlich.^  Angenommen, 
die  abgeleitete  Curve  oo'  schneide  die  gegebene  in  x  (Taf.  V.  Fig.  7.), 
so  sind  die  von  a;  an  gezogenen  geodätischen  Tangenten  gleich 
Nail,  wie  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene  Bogen  gleich  Null 
ist,  mithin  hat  man  in  diesem  speziellen  Fall  die  Gleichung: 

Bogen  .rA  —  Bogen  xC=^oA  —  oC. 

Die  Curve  oo'  in  Taf.  1.  Fig.  5.  liefert  also  nach  13.  nicht  bloss  das 
Mittel  zu  jedem  Bogen  der  gegebenen  Curve  einen  zweiten  zu  , 
finden,  dessen  Differenz  vom  ersten  sich  durch  geodätische  Linien 
ausdrücken  lässt,  sondern  man  kann  auch  jeden  Bogen  der  ersten 
Curve  in  zwei  Theile  theilen,  deren  Differenz  gleich  dem  Untere 
schiede  zweier  geodätischen  Linien  ist.  Wir  haben  sonach  die- 
sen Satz: 

15.  Gegeben  ist  eine  beliebige  Curve  auf  einer 
Fläche  und  ein  Bogen  derselben;  man  ziehe  die  geo- 
dätischen Tangenten  an  seine  Endpunkte  und  durch 
ihren  Schnittpunkt  die  Curve,  welche  den  Winkel  der 
von  jedem  ihrer  Punkte  an  die  ersten  gezogenen  geo- 
dätischen Tangenten  halbirt;  so  theilt  die  zweite 
Curve  den  Bogen  der  ersten  in  zwei  Theile,  deren 
Differenz  gleich  dem  Unterschiede  der  an  seine  End- 
punkte gezogenen  geodätischen  Tangenten  ist. 

A  und  ß  in  Taf.  I.  Fig.  6.  sind  zwei  feste  Punkte  anf  einer 
Fläche,  von  welchen  geodätische  Linien  ausgehen;  Ad-\:  ßd 
=^Ab-t-ßö;  dann  liegen  nach  dem  Voi  hergehenden  die  Punkte 
ö  und  d  auf  einer  Curve,  welche  den  Nebenwinkel  der  von  6  oder 
d  ausgehenden  geodätischen  Radien- Vektoren  halbirt,  und  die  wir 
*Curve  des  ersten  Systems  nennen.  Wegen  der  Glelchlielt 
der  Winkel   cbd  und   cdb  ist  in  dem  unendlich  kleinen  Dreieck 
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d,,  CD:=cd;  ebenHo  ist  <j&  =  ad;  zieht  man  also  ac,  so  haben 
die  Dreieclie  nbc  nnt!  ade  die  Seiten  gleich  und  sind  kongrueDt, 
also  halbirt  ac  die  Winkel  bei  «  ond  c,  somit  ist  Ba  —  Aa—Bc~Äc, 
d.  h.  ac  \nl  ein  Element  der  Ciirre,  fflr  welche  die  Differenz  der 
nach  A  und  H  gezogenen  geodätischen  Radien- Vektoren  konstant 
iflt  und  die  nlr  Curve  des  zweiten  Systems  nennen.  Nun 
ziehe  nian  die  Linie  bb' ,  welche  den  Winkel  AbB  halbirt,  und 
verläns^ere  Alt'  nach  c',  so  balbirl  die  Verbindungslinie  cc'  eben- 
falls die  Winkel  bei  c  und  c' ;  durch  e  ziehe  man  die  Radien- 
Vektoren  Aeg  und  Bef,  so  las«!  sich  durch  Congrueoz  von  unond- 
lieh  kleinen  Dreiecken  auf  ähnliche  Art  nachweisen,  dass  die 
Durchsciinitls|>unkte  /  und  »;  f,  d  und  d'  \  h.  a,  c  und  e;  k,b  und 
b'  auf  Curven  des  zweiten  Systems,  und  andererseits  die  Punkte 
d'  und  b' ;  n,  c  und  c' ;  f,d,b  und  g;  l,  a  und  m;  i  und  /c  auf 
Cnrven  des  ersten  Systems  liegen,     Hieraus  folgt  dieser  Satz: 
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mMUrn  die^ien  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

hg~/if=eg—ef, 

d.  h.  die  Punkt«  k  und  e  liegen  auf  einer  Curve  des  zweiten  Systems 
nicht  bloss  tur  A  und  B  als  Brennpunkte  (Convergenzpunkte  der 
geodätischen  Radien -Vektoren),  sondern  auch  für  f  und  g  als 
Brennpunkte. 

Man  kann  dem  Satz  16.  eine  allgemeinere  Fassung  geben,  wenn 
man  statt  der  Punkte  A  und  ß  eine  beliebige  Curve  auf  der  Fläche 
und  statt  der  nach  ihnen  gezogenen  Radien -Vektoren  annimmt, 
dass  die  Verlängerungen  der  Seiten  des  Vierecks  e^A/*  geodätische 
Tangenten  dieser  Curve  sind;  lässt  man  ferner  zwei  Seiten  des 
Vierecks  in  Eine  zusamnienrallen,  so  ergibt  sich  folgende  Erwei- 
terung von  IS.; 

17.  Wenn  man  (Taf.  I.  Fig.  7.)  an  die  Endpunkte  eines 
beliebigen  Curvenhogens  auf  einer  Fläche  die  geodä- 
tischen Tangenten  ok  und  oC  zieht,  durch  o  die  Curve 
des  zweiten  Systems  ox  (welche  den  Winkel  der  von  jedem 
ihrer  Punkte  ari  die  Curve  AC  gezogenen  geodStischen  Tangen- 
ten haltiirt)  und  endlich  die  geodätische  Tangente  fxg, 
ao  liegen  die  Punkte  f  und  g  aufeiner  Curve  des  ersten 
Systems  (ivelche  den  Nebenwinkel  der  von  jedem  ihrer  Punkte 


44  böklen:    Ueber  die  Rektillkation 

an   die  Curve  AC  gezogenen    geodätischen    Tangenten    halbirt). 
Also  Ist  (12) : 

« 

Bogen  Ax  —  Bogen  Cx^  Af^  fx  —  ^Cg-^gx). 

In  15.  ist  das  Problem  der  Bisection  der  Curvenbögen  auf  den 
Flächen  aufgelüst;  durch  fortgesetzte  Theilun«:  erhält  man  die 
Losung  der  Aufgabe,  einen  Bogen  in  2,  4,  8^  16....  Theile  zu 
theilen,  so  dass  die  Differenz  je  zweier  solcher  Tbeile  sich  durch 
geodätische  Linien  ausdrücken  lässt.  Liegt  die  Curve  auf  einer 
Fläche,  deren  geodätische  Linien  rektificabel  sind,  wie  die  Ebene, 
die  entwickelbaren  Flächen,  so  haben  wir,  algebraisch  ausgedrückt, 
folgende  Aufgabe  behandelt :  Ein  Integral  von  gegebenen  Grenzen 
in  zwei  andere  zu  zerföllen,  deren  Differenz  eine  algebraische 
Grosse  m  ist.  Oder,  wenn  man  das  Element  der  Curve  mit  d« 
bezeichnet,  mit  a  und  h  die  gegebenen  Grenzen,  und  x  dibjenige 
Grenze  ist,  welche  der  Bisection  entspricht: 


/h  p*  ph 


In  Satz  17.  ist  sodann  eine  weitere  Eigenschaft  derjenigen  Punkte 
angegeben,  in  denen  sich  die  geodätischen  Tangenten  der  TfaeH- 
punkte  des  Curvenbogens  schneiden.  Es  folgt  daraus. unmittelbar, 
dass,  wenn  man  einen  Curvenbogen  in  4,  8,  16....  Theile  thellt, 
durch  fortgesetzte  Bisection  die  Durchschnittspunkte  der  geodä- 
tischen Tangenten,  welche  je  zwei  auf  einander  folgenden  Theil- 
punkten  entsprechen,  gleichfalls  auf  einer  Curve  des  zweiten 
Systems  liegen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergibt  sich  ferner,  dass  die  beiden 
Arten  der  Krümmungslinien  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des nach  unserer  Benennung  Curven  des  ersten  und  zweiten 
Systems  sind.  Betrachten  wir  z.  B.  auf  dem  Ellipsoid  eine  Krüm- 
mungslinie, welche  die  beiden  Nabelpunkte,  die  auf  Einer  Seite 
der  grossen  Axe  liegen,  einschliesst,  und  sei  AC  ein  Bogen  der- 
selben (Taf.  I.  Fig.  7.) ;  um  diesen  Bogen  zu  theilen,  ziehe  man 
die  geodätischen  l'angenten  Ao  und  Co ;  durch  o  eine  Krüm- 
mungslinie des  zweitem  Systems  ox,  so  Ist 

Ax—  Cx  =  Ao—  Co; 

^eht  man  ferner  die  geodätische  Tangente  fxg,  so  ist  auch 

Ax  —  Cx  =  Af+  fx—  Cg  —gx. 

Es  liegt  hier  nahe,  A  und  C  als  Endpunkte  eines'Quadrantea 
der  Krümmungslinie  zu   wählen.     Man   erhält  durch  diese    Con- 
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sttirfetion  nuf  jedem  Quadranten  einen  Punkt  x\  die  ^odätiaL-hen 
TatiRenteii  der  Krünimnn^sliiiie  in  H  esen  vier  Punkten  bilden  ein 
geodälisubes  Vierseit,  vreiches  der  Krümm ungslinie  umechrielten 
ist  und  dessen  Ecken  auf  Einer  ztveilen  Krünimungslinie  liegen- 
U«berliau|it  laswen  sieb  der  ersten  Krümmun^sliiiie  unendlich  viele 
KBodätisehe  Vieraeite  umsclireiben,  deren  Ecken  alle  aul' der  zwei- 
ten Krünimungslinie  tiegeu  und  welche  isoperimetrisch  sind. 

Es  kann    ferner  AC  der   Quadrant  eines  sphürischen   Kegel- 
schnitts sein,    SD  sind  oA   und   oC  Bögen   ^riisster  Kreise,    und 


Ax  —  Cx  = 


-Co 


Inst  die  AufErahe.  nuf  dem  Quadranten  eines  sphärischen  Kegel- 
schnitts einen  Punkl  m  bestimmen,  welcher  denselben  in  zwei 
Theile  trennt,  deren  Differenz  sich  durch  Kreisbiieen  ausdrücken 
lässt.  Ilurcti  Tortgesetzte  ßiscction  erhSit  man  die  Theilung  des 
Quadranten  in  4,  S....  Theile,  so  dams  die  Differenz  je  zweier 
Hieb  auf  cyclische  Inteirrale  reducirt.  Dehnt  man  diese  Theilung 
auf  alte  vier  Quadranten  aus,  so  gelangt  man  zu  den  dem  sphä- 
rischen Kegelschnitte  umschriebenen  Vier-,  Acht-,  etc.  ISeiten, 
deren  Ecken  jedesmal  auf  einem  zweiten  homofokalen  sphärischen 
Kegelschnitt  liegen,  auf  dessen  Cmfang  die  Ecken  aller  isoperi- 
metrischen Vier-,  Acht-,  etc.  Seiten  liegeu,  welche  sich  dem 
gegebenen  sphärischen  Kegelschnitte  umschreiben  lassen. 

Wenn  AC  (Taf.  I.  Fig.  7.)  der  Quadrant  einer  Ellipse  ist,  so 
verwandeln  sich  die  geodätischen  Linien  in  Gerade;  die  Ijinie  ox 
ist  eine  honiofokale  Hyperbel  und 

Ax — Cx  =  Ao  —  Co=  der  Differenz  der  Halbaxen. 

(Satz  von  Fagnani).  Zieht  man  weiter  durch  /*  und  ^  die  bomo- 
(bkalen  Hyperbeln,  so  ergibt  sich  die  Theilung  des  Quadranten 
der  Ellipse  in  vier  Theile,  und  so  kann  man  weiter  fortfahren. 
(Siebe  den  Aufsatz  des  Verfassers  im  Archiv  „üeber  eine  Ei- 
genschaft der  Ellipse,  Tbl.  XXX.  Nr.  XLI.) 

Ferner  wollen  wir  annehmen  (Taf.  I.  Fig.  7.)  A  sei  der  Schei- 
tel einer  Hyperbel,  oC  die  Asymptote,  also  o  ihr  Durchschnitt  mit 
der  .Scheiteltangente;  ferner  sei  ox  die  dunb  o  gebende  bnmo- 
fokale  Ellipse,  so  erhält  man  gleichfalls  den  ausgezeichneten 
Punkt  X ;  zieht  man  dessen  Tangente  fxg  und  durch  f  und  g  zwei 
weitere  honiofokale  Ellipsen,  so  ergibt  sich  eine  ähnliche  Thei 
rjaag  der  Hyperbel,  wie  bei  der  Ellipse.  Ueberhaupt  ISsst  sich 
laittelst  bomofokaler  Kegelschnitte  eine  Reihe  von  Aufgaben  iKsea, 
•  folgende: 
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2i\k  jedem  Bogen  eines  Kegelschnitts  einen  andern,  zu  bestim- 
men^ so  dass  die  Differenz  beider  Bogen  rektifikabel  ist.  Alge- 
braisch ausgedruckt:  Die  Addition  (Subtraktion  etc.)  elliptischer 
Integrale  zweiter  Art  auszuführen.  Einen  Kegelschnittsbogen  in 
2,  4y  8,....  Theile  zu  tbeilen,  so  dass  die  Differenz  je  zweier 
rektifiki^bel  ist.  Diess  ist  A\ß  Bisection'  der  elliptischen  Integrale, 
wie  man  sie  analytisch  behandelt  findet  in  den  Kecherches  sur 
les  fonctions  elliptiques  von  Abel  (Crelle  II.  S.  126.).  — 
Einem  Kegelschnitt  isoperimetrische  Vielseite  zu  umschreiben 
(Liouville,  1856.  S.  7.).  (Archiv,  7.  Bd.,  Sätze  von  Chas- 
Tes.)  —  Ein  interessanter  Anfsatz  von  Zehfuss  (Schlomilch  V.) 
über  ein  g,ewisses  mathematisches  Prinzip  ist  auch  anzuführen. 

Die  hier  angedeuteten  Lösungen  von  Aufgaben  beschränken 
sich  aber  nicht  bloss  auf  die  Kegelschnitte,  sondern  sie  dehnen 
sich  auf  alle  diejenigen  Curven  aus,  in  welche  sich  homofokale 
Kegelschnitte  verwandeln,  wenn  man  die  Ebene  derselben  auf 
irgend  eine  ehtwickelbare  Fläche  biegt.  Ebenso  lassen  sich  die 
genannten  Probleme  über  Krümmungslinien  von  Flächen  zweiten 
Grades  über  sphärische  Kegelschnitte  auf  sämmtlicbe  Curven  aus- 
dehnen, in  welche  sie  sich  verwandeln,  wenn  ihre  Flächen  gebo- 
gep  werden.  S.  den  Aufsatz  des  Verfassers  im  A  r  c  h  i  v,  Tb  I.  XXXIL 
Nr.  III.  über  drei  geometrische  Transformationen  (Trans- 
formation durch  Biegung  der  Flächen). 

Schliesslich  mögen  noch  an  einem  speziellen  Beispiel  einige 
,  Andeutungen  gegeben  werden,  wie  die  hier  mitgetheilte  Methode 
der  Rektifikation  von  Linien  sich  verallgemeinern  und  vielleicht 
auf  die  Complanation  der  Flächen  übertragen  lässt;  Einem  Sphä- 
roid  sei  ein  Berührungskegel  umschrieben,  der  Mantel  dieses  Kegels 
und  der  von  ihm  nicht  eingeschlossene  Theil  der  Oberfläche  des 
Sphäroids  von  der  Berfihrungscurve  an  sollen  zusammen  aus  einem 
unendlich  dünnen,  unausdehnbaren,  aber  vollkommen  biegsamen 
Stoff  bestehen,  welcher  also  eine  geschlossene  Fläche  bildet,  die 
das  Sphäroid  wie  ein  Beutel  umhüllt  Diese  einhüllende  und  ge- 
schlossene Fläche  soll  an  der  Spitze  des  Kegels  durch  einen  Stift 
gespannt  sein,  der  sich  bewegt,  so  lässt  sich  offenbar  mit  Hülfe 
der  vom  Stift  beschriebenen  Fläche  zu  jedem  Abschnitt  der  spbä- 
roidiscbea  Fläche,  welcher  ausserhalb  des  ßerührungskegels  liegt, 
auf  unendlich  viele  Arten  ein  zweiter  Abschnitt  finden,  so  dass 
die  Differenz  beider  Abschnitte  gleich  dem  Unterschied  der  Män- 
tel von  den  betreffenden  Berührungskegeln  ist.  Es  handelt  sieh 
also  nur  darum,  die  vom  Stift  beschriebene  Fläche  zu  finden. 
Bewegt  sich  derselbe  in  einer  durch  die  Axe  des  Sphäroids 
gehenden  Ebene,   so  beschreibt  er  vermöge  der  Symmetrie  der 
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beiden,  Theile,  in  welche  diese  Ebene  die  genannte  einbiillende 
und  gespannte  Fläche  theilt,  eine  der  entsprechenden  Meridian- 
kurve  homofokale  Ellipse;  mitbin  beschreibt  der  Stift  überhaupt 
ein  homofokales  Sphäroid,  woraus  der  Satz  folgt: 

18.  Gegeben  sind  zwei  homofokale  Sphäroide;  ir- 
gend zwei  Punkte  des  grosseren  sind  die  Spitzen  von 
Kegeln,  welche  das  kleinere  berühren;  dann  ist  die 
Differenz  der  hierdurch  auf  der  Oherfläche  des  klei- 
neren geb'^ldeten  äusseren  Abschnitte  gleich  der  Dif- 
ferenz der  Kegelmäntel. 

Für  weitere  Betrachtungen  in  dieser  Richtung  dürfte  folgen- 
der i^at^  von  Werth  sein :  Bewegt  sich  die  Spitze  des  Berilh- 
rungskegels  eines  £llipsoids  auf  einem  zweiten  homofokalen  Ellip- 
seid  y  so  ist  die  Normale  des  letzteren  die  Axe  des  Berübrungskegels. 

^  Denn  legt  man  durch  die  Kegelspitze  das  homofokale  einmantlige 
Hyperboloid,  so  sind  dessen  Erzeugende  die  Fokallinien  des  Be- 

*  rührungskegels.  (Chasles^  Apercu  historique,  übersetzt 
von  Sohnke,  S.  425.  und  Jacobi  bei  Liouville.) 


VI. 

A.    Nothgedrangene  Abwehr. 

Von  Herrn  Hofrath  Professor  Doctor  Octtiager  an  der  Universität  zu 

Freibiirg  i.  B. 

Herr  Dr.  Schlechter,  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Bruchsal, 
gibt  im  dritten  Hefte  Theil  XXXIV.  dieses  Archivs  Nr.  XVL 
S.  291  u.  ff. ,  eine  Methode  über  Bestimmung  der  Zeit  für  mittlere 
Zahlungstermine  an,  und  vindicirt  ihr  die  Eigenschaft,  dass  sie 
die  einzig  richtige  sei.  Er  nimmt  Gelegenheit,  dabei  über  mein 
Werk  .über  politische  Arithmetik  (Anleitung  zu  finanziellen  und 
jaridischen  Rechnungen)  zu  sprechen,  und  sagt,  da  ich  nicht  so 
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glücklich  war,  die  von  ihm  angeblich  richtige  Auflusung  za  finden, 
dass  ich  einerseits  einen  „  Verstoss *'  und  andererseits*  eine  Son- 
derbarkeit begangen  habe,  weil  ich,  zwar  das  Richtige  andeu- 
tend und  erkennend,  doch  nicht  die  Schlusskraft  gehabt  habe, 
das  Richtig -Erkannte  durchzuführen. 

Ich  habe  in  der  That  nimmermehr  geglaubt,  je  in  die  Lage 
zu  kommen,  mich  nothgedrungen  gegen  einen  derartigen,  durch 
nichts  hervorgerufenen  Angriff  vertheidigen  zu  müssen,  und  sehe 
mich  daher  veranlasst.  Folgendes  zu  entgegnen. 

Als  Minimum  der  Forderung  sollte  man  mit  Recht  an  Jeden, 
der  wie  Herr  Dr.  Schlechter  in  einer  wissenschafUicben  Zeit- 
schrift belehrend  und  bahnbrechend  aufzutreten  gewillt  ist,  zu 
stellen  befugt  sein,  dass  er  einerseits  die  Literatur  desjenigen 
Gegenstandes,  worin  er  belehrend  und  tonangebend  auftritt,  genan 
kennt,  wenigstens  so  vollständig,  dass  ihm  die  wichtigeren  Vorar- 
beiten nicht  unbekannt  sind,  andererseits,  dass  er  den  Inhalt  der 
Schriften,  über  die  er  schreibt,  gelesen  und  richtig  aufgefasst* 
habe  und  möglichst  genau  wiedergebe. 

Ceber  diese  einfachen  Vorbedingungen  scheint  sich  aber  Herr 
Dr.  Schlechter  ohne  Weiteres  wegzusetzen,  denn  er  scheint  in 
der  That  die  einschlagenden  und  von  mir  theil weise,  besonders 
hervorgehobenen  Momente,  ja  sogar  den  Paragraphen  meines  Wer- 
kes, worin  {die  von  ihm  so  sehr  betonte  Aufgabe  abgehandelt 
wird,  gar  nicht  zu  kennen. 

Hätte  nun  Herr  Dr.  Schlechter  §§.28.-30.  meines  Werkes 
gelesen,  worin  das  Verhältniss  der  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen zu  der  mit  Zinses -Zinsen  ausführlich  behandelt  und  durch  den 
Calcul  nachgewiesen  wird,  dass  so  oft  die  Werthe  zu  verschie- 
denen Zeiten  fölliger  Capitalien  unter  einander  verglichen,  oder 
auf  irgend  einen  beliebigen  Zeitpunkt  (also  auf  mittlere  Zahlungs- 
termine) zurückgeführt  werden  sollen.,  nur  dann  richtige  Resultate 
gewonnen  werden,  wenn  die  Rabatt! rung  oder  Admassirung  durch 
Zinses-Zinsen  geschieht,  und  dass  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen  unrichtige  Resultate  liefere  und  liefern  müsse; 
hätte  er  den  Inhalt  der  §§.  44. — 49.  beachtet,  wo' die  verschiede* 
nen  Methoden  (Pinkhard'sche,  Hoffmann'sche  und  Leib- 
nitz'sche)  sorgfältig  geprüft  und  die  Richtigkeit  des  Ebenge- 
sagten an  ausführlichen  Beispielen  verdeutlicht  und  namentlich  das 
Unsichere  und  Schwankende  in  den  Begriffen  der  friibern  Mathe- 
matiker über  diesen  Punkt  (§.  49.)  nachgewiesen  wird ;  hätte  er  das, 
was  ich  in  der  Vorrede  S.  6.  u.  ff.  über  Anwendung  der  Rechnung 
mit   einfachen   Zinsen    und   Zinses-Zinsen   besonders    hervorhob. 
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verglichen,  so  hätte  er  sich  niramermehr  zu  den  von  ihm  gemach- 
ten Aenaserungen  hinreisEen  lassen  können.  Diese  Aeusaerno- 
geu  sind  aber  in  der  That  um  so  unerklärlicheT,  als  in  $  JO.  S.  97. 


i  Werkes  die 
aber  ganz  vollständi 


m  ihm  so  sehr  belobte  Aufgabe  zwar  kurz, 

durch  Zinses  Zina-Hechnunt;  behandelt  und 

bemerkt  ist,  dass  der  mittlere  Zahlungstermin  (x)  aus  der  Ijleichung 


1,0 


bestimmt  werden  müss 
tiges  Resultat  erhalte 
die  einzeln  billigen  Sui 
gefügt  ist  noch 

Jebene 


(und  auch  bestimmt  ist),  neun  ein  i 
werden  soll,  wobei  7',,  7",,  T^,.. 
iien  und  p  den  Zinafu^^s  bedeutet, 
ndere,  daas  nur  die  eben  angegeben« 
:htit>es,  dagegen  die  in  §.  15.  meines  Werkes  ; 
Kesullat  liefere. 


Angesichts  dieser  Thatsachen  scheint  Herr  Dr.  Schlechter 
die  einschlagenden  Stellen  und  Parai^raphen  meines  Werkes,  wo- 
rSber  er  «in  so  unliebsames  und  schnelirertiges  Urtheil  fällt,  gar 
nicht  zu  kennen. 

Schliesslich  glaube  ich  bemerken  zu  sollen,  daaa  wenn  Herr 
Dr-  Schlechter  sich  die  Mühe  geben  wollte,  die  angeführten 
Stellen  und  Paragraphen  meines  Werkes  zu  lesen  und  richtig  auf- 
zufassen, er  zu  einem  andern  Resultate  und  zu  der  Ansicht  ge- 
langen wird,  dass  die  von  ihm  gegebene  Auflösung  eben  so 
falsch  und  unrichtig,  als  die  von  ihm  bekämpfte  ist,  denn  sie 
beruht  auf  demselben  unrichtigen  Princip,  nämlich  auf  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen,  die  ungeachtet  der  von  ihm  auf- 
geführten angeblich  Innern  Gründe  in  der  gebrauchten  Anwen- 
tlung  auf  ein  unrichtiges  Resultat  führen  musa. 

Freiburg  i.  R  im  Juli  1860. 

Dr.  L.  Oettinger. 


B.    Aaszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Oymoa- 
siallehrer  Beschorner  in  Glatz  an  den  Heraus- 
geber. 

So  eben  habe  ich   den    Aufsatz   des    Herrn   Gymnasiallehrers 
Dr.  Schlechter  in    Heft  3.    Theil  XXXIV.    Ihres    geschätzten 
Archivs:    „üeber    mittlere    Zahlungstermine    mit    ein- 
Thei)  XXXVL  4 
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fachen  Zinsen^'  durchgelesen,  worin  der  geehrte  Verfafiser 
p.  293.  sagt:  »»Man  erkennt  also  aus  dieser  Entwickelung,  dass 
der  mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  wel- 
cher  die  Kapitalien    zu  entrichten    sind,    und    von   ihrer   Grösse, 

sondern  auch  vom  Zinsfusse  abhiingt.'' „Gegen  diese 

Wahrheit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  be< 
kannten  Schriften.^' 

Ich  hin  erfreut,  Herrn  Dr.  Schlechter  ein  Werk,  und  zwar 
eins  der  bedeutendsten  der  hier  berührten  Gattung  von  Wer- 
ken nennen  zu  können,  in  welchem  der  von  ihm  mit  Recht  ge- 
rflgte  Verstoss  nicht  gemacht  wird.  Dr.  Schellen'*)  behandelt 
ifi  Abschnitt  IX.  §.  22.,  2.  seines  ausgezeichneten  Handbuches: 
„Methodisch  geordnete  Materialien  für  den  Unter- 
richt im  theoretischen  und  praktischen  Rechneh'^  d|^ 
Aufgaben  über  den  mittleren  Zahlungstermin  vollkommen  richtig, 
indem  er  den  Schüler  zuerst  aus  den  Kapitalien  ki»  k^^  Atj...., 
welche  nach  resp.  a,  6,  c...  Jahren  zu  zahlen  sind,  die  haaren 
Werthe  X|,  X2,  X3....  berechnen  und  sodann  folgendermaassen 
schliessen  lässt: 


Xi   bringt  in  a  Jahr,  dieselb.  Zins,  wie 

a*i 

in  1  Jahre ; 

*2           »     »   i'      99 

99                      »>              99 

6x2 

»  *■      99 

^          99     99   c     ,, 

• 
• 

9*                      »J              J> 

ex, 

• 
• 
• 

»>  *      t» 

^i+*a+*8 +•••»>  ^    M 

>»                     >J              »      fl*| 

+6Xt+CX8+.., 

rf  *■         f* 

Dies  giebt: 

, 

**»  • 

axi+6x2  +  cx8  + 

•  •  •• 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung: 

«  =  iTöi-, ,     also    Xi  =i/wi   , U.  S.'W., 

so  erhält  man  die  Gleichung  10)  pag.  292.,  wie  sie  Herr  Doktor 
Schlechter  hergeleitet  hat. 

Glatz,  den  10.  August  1860. 

Beschorner,  Gymnasiallehrer. 


*)  Dlrector  der  RealschiiLe  zu  Co  In. 
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TU. 

Lagenbestimmangen  auf  der  Kugel,    eine  Ergänzung 
der  sphärischen  Trigonometrie,   mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  Geodäsie. 

Von 

dem    Herausgeber. 


1. 

Die  Lage  eines  Punktes  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  r  um 
den  Mittelpunkt  O  beschriebenen  Kugelfläche,  den  wir  durch  A 
bez^ichuen  wollen,  wird  bestimmt  durch  seine  drei  Coordinaten 
Xy  y,  z  in  Bezug  auf  ein  durch  den  Mittelpunkt  O  als  Anfang 
gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem ;  oder  durch  die  drei, 
180^  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  /?,  7,    welche  der  von  dem 

Mittelpunkte  O  aus  nach  dem  Punkte  A  gezogene  Halbmesser  OA  . 
der  Kugel  respective  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
Xi  yy  z  einschliesst;  oder  endlich  durch  seine  Länge  und  Breite 
Lf  B9  wo  die  Länge  in  der  Ebene  der  xy  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch 
nach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  hin  von  0  bis  360^ 
gezählt  wird,  die  Breite  dagegen  absolut  nicht  grosser  als  90^ 
genommen,  aber  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird,  jenach- 
dem  der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene 
der  xy  liegt. 

Alle  drei  Lagenbestimmungen  kommen  im  Wesentlichen  auf 
Dasselbe  hinaus,  und  die  Bestimmungssfucke  nach  der  einen  Me- 
thode lassen  sich  immer  leicht  aus  den  Bestinimungsstücken  nach 
einer  der  beiden  anderen  Methoden  ableiten,  weil  zwischen  den 
Grossen 

^y  yy   2;      a»   ßy   71      L,    B 

die  folgenden  Gleichungen  bestehen,  von  deren  ganz  allgemeinen 
Gültigkeit  man  sich  auf  der  Stelle  überzeugt: 
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1) 

:r=rco805  ac=:rco8LcosB,  cosa  =  co8LGOsiS, 
^y  =  rcosß,  ^  =  rsinZ/cos^,  cosß^ainLcosB, 
2=rcosy;    z=:rsin£;  cq8y=:s\üB; 

wo  man  also  zur  Bestimroung  von  L,  B  aus  x,  y,  %  oder  a,  |3^  y 
die  Formeln: 

2) 

I 

8ID  ^  =  -  =  COS  y ; 

,            X           cos«         .    .r           V            cos/? 
cosIr= -»  = ö»    sinJL=  — ^»  = D> 

_       y       cosß 
°  o:       cos  a 

haty  bei  denen  man  nicht  ausser  Acht  lassen  darf,  dass  die  Breite 
B  durch  die  erste  Formel  jederzeit  vollkommen  und  ohne  alle 
Zweideutigkeit  bestimmt  wird,  weil  nach  der  Voraussetzung 

Ist^  dass  man  sich  aber  bei  der  Bestimmung  der  Länge  L  an  die 
folgenden  Regeln  zu  halten  hat: 

Wenn 

X  oder  cos  er    und    y  oder  cos/? 


positiv                        positiv 

negativ                       positiv 

negativ                       negativ 

positiv                         negativ 

ist« 

so  ist 

respective : 

0   <L<   90«, 

900  <  JL  <  180<>, 

1800  <  JL  <  2700, 

2700  <  i  <  3600. 

In  dieser  Abhandlung  habe  ich  nun  lediglich  die  Lagenlie» 
Stimmungen  auf  der  Kugel  im  Auge,  welche  die  Geodäsie  unter 
Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der  Erde  sich  zur  Aufgabe  macht. 
Bei  diesen  Lagenbestimmungeo,  die  natürlich  wie  alle  Lagenbe- 
stimmungen   nur  relative  sein  können,    werden   im   Allgemeinen 
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immer  zwei  Punkte  auf  Her  Kugel  ihrer  Lage  nach  als  gegeben 
oder  bebaont  angenommen  und  ilur<.-h  geeignete  Messungeu  die 
Lage  eines  dritten  Punktes  bestimmt,  worüber  hier  die  folgenden 
näheren  Erläuterungepi  nlithig  Hein  dürtlen.  Uexeichiien  wir  die 
beiden  gegebenen  Punkte  durch  Ao  und  A^,  und  den  sei 
nach  zu  bestimmenden  Punkt  durch  A^;  so  sind  iiir  di 
ersten  Punkte  A^  und   A^  die  Grussen 

■^0.  So.  *o;   «0.  ßo,  ro;   '^.  B^ 


er  I-age 
I  beiden 


.  yi.  *i:    "1.  ft.  ri\    A.  -^1 
I  denselben  sollen  für  den  dritten  Punkt  vl^,  die 


[ 


a:».  Jb.  »b;  «a.  ßi,  7i\  ''a-  ^a 
anf  Grund  geeigneter  Messungen  abgeleitet  oder  bestimmt  wer- 
den. Diese  Messungen  tverden  aber  immer  in  oder  an  dem  durch 
die  drei  Punkte  A^^,  An  A,  bestimmten  sphärischen  Dreieck 
J^AiAf,  dessen  Winkel  und  gegenüberstehende  Seiten  wir  im 
Folgenden  durch 

Aq,  &,,  A(    und     Nq,  «1,  ffg 

bezeichnen  wollen,  vorgenommen,  und  können  nur  Winkel  und 
Seiten  dieses  Dreiecks  sein.  Üa  aber  die  Lage  der  beiden  Punkte 
Ag  und  At  als  gegeben  betrachtet  wird ,  so  ist  in  dem  Dreiecke 
A^AiÄ^  die  Seile  (ij  jederzeit  gegeben,  weil  nach  einer  bekann- 
ten Formel 


3)  coshj  =  GosonCi 

der  nach  dem  Obigen: 


i  K|  -|-  cos  ß, 


l,  +C08J'oCOS)'i> 


l>oder,  wie  leicht  erhellet; 
5)  co8«,=sin^ali 


_  £o£L±luyL+Mi 


Ä,  +  cos(tn— L,)cosÄbcn8Ä, 


■st;  und  es  brauchen  also  in  dem  Dreiecke  AqAjA^  immer  nur 
noch  zwei  Stücke  gemessen  werden,  um  In  Verbindung  mit  der 
bekannten  Seite  a^  die  zur  Lagenbestimmung  des  Punktes  A^ 
erforderlichen  Elemente 


>  y«.  H\     <h' 


,  r»;   L^>  fi« 
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berechnen  8u  kennen.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  fiberbaiipt 
sechs  hierher  gehörende  Aufgaben,  weil  die  >wei  gemessenen 
Stücke  nur  die  folgenden  sein  kOnnen : 


1. 

Aq  und  Ai ; 

t 

m 

2. 

«0     99    «i ; 

3. 

Ao 

und 

Oi   oder  Ai  und 

<(o; 

4 

Ao 

»> 

A2            !•>             Aj            y, 

A«; 

5. 

Ao 

5» 

^0            »»           Al           »9 

«i; 

6. 

«0 

» 

A^        »5        fl|          » 

A*. 

Zur  Auflösung  aller  dieser  Aufgaben  reichen  allerdings  die 
bekannten  Hülismittel  der  sphärischen  Trigonometrie  vollständig 
hin ;  aber  es'  ist  dazu  stets  die  Verbindung  mehrerer  sphärischer 
Dreiecke  und  also  auch  die  Anwendung  mehrerer  Aufgaben  der 
sphärischen  Trigonometrie  nöthig ;  auch  niues  man  dabei  meistens 
eine  Figur  vor  Augen  haben,  weW  immer  eine  grössere  Anzahl 
verschiedener  Fälle  eintreten  kann,  deren  gehurige  Unterschei- 
dung nicht  wohl  anders  möglich  ist»  als  durch  den  Anschluss  an 
eine  Figur,  was  jedenfalls  wenigstens  für  den»  der  In^  Geiste  d^r 
neueren  Wissenschaft  an  ganz  allgemeine  analytische  Betrach- 
tungen und  überall  an  ganz  allgemeine,  alle  Fälle  umfassende 
Rechnungen  gewöhnt  ist,  und  dieselben  alten  übrigen  Betrach- 
'tungsweisen  vorzieht,  sehr  störend  und  lästig,  auch  dem  Geiste 
des  neueren  Caiculs  wenig  entsprechend  ist.  Ich  bin  daher  ge- 
neigt, es  für  eine  nicht  unwesentliche  Vervollständigung  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  zu  halten,  wenn  es  möglich  sein  sollte, 
zweckmässige  und  elegante,  ganz  altgemein  gültige  analytisofte 
Formeln  zu  entwickeln,  durch  welche  die  obigen  Aufgaben  auf- 
gelöst werden,  ohne  eine  Verbindung  mehrerer  sphärischer  Drei- 
ecke und  ohne  den  Anschluss  an  eine  Figur  nöthig  zu  machen, 
und  zugleich  auf  eine  solche  Weise,  dass  die  gesuchten  Grössen 

^2j    .V2»    H'i      «2*    Ab»   7^9      ^2»    ^2 

SO  viel  als  möglich  ganz  unmittelbar  und  völlig  independent  aus 
den  gegebenen  Stücken  abgeleitet  werden  können.  Solche  For- 
meln ,  die  ich  in  mehrfacher  Beziehung  für  merkwürdig  und  wich- 
tig halte,  beabsichtige  Ich  in  dieser  Abhandlung  zu  entwickelo. 

Dabei  ist  es  aber  keineswegs  meine  Absicht,  die  obigen  sechs 
Aufgaben  in  der  angegebenen  Weise  hier  vollständig  aufzulösen^ 
was  in  Weitläufigkeiten  führen  würde  und  auch  völlig  unnöthig  i^t, 
indem  es  vielmehr  vollständig  genügt,  nur  eine  dieser  sechs 
Aufgaben  auf  die  in  Rede  stehende  Art  zu  lösen.  Denn  wenn 
man  diese  ^ine  Aufgabe  gelöst  hat,   so  hat  es  keine  Schwierig- 
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keit,  alle  fibrigen  auf  dieselbe  zurfickzufdbren ,  weil  man  aus  den 
beiden  gegebenen  oder  vielmehr  gemessenen  Stücken  des  sphä- 
rischen Dreiecks  AqAiA^  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Seite 
02  immer  die  beiden  Stücke,  welche  in  Verbindung  mit  der  ein 
für  alle  Mal  bekannten  Seite  a^  die  Grundlage  der  in  Rede  stehen- 
den Aufgabe  bildeten,  nach  (ien  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  ableiten  und  in  ganz  allgemeinen 
analytischen  Ausdrücken  darstellen  kann,  wobei  eine  Unterschei- 
dung verschiedener  Fälle  und  ein  Anschliessen  an  eine  Figur  eben 
so  wenig  wie  eine  Verbindung  mehrerer  sphärischer  Dreiecke  er- 
forderlich ist,    weil    man  ja  nur    das    eine    sphärische   Dreieck 

A^AfA^  in  Betrachtung  zu  ziehen  hat.  Zu  der  einen  Fundamen- 
tal-Aufgabe,  auf  welche  alle  unsere  obigen  Aufgaben  auf  die  so 
eben  angegebene  Weise  zurückgeführt  werden  können,  wähle  ich 
hier  nun  die  erste  dieser  Aufgaben,  wenn  nämlich  in  dem  sphä- 
rischen Dreiecke  A0A1A2  die  beiden  an  der  gegebenen  Seite  oder 
Basis  a^  liegenden  Winket  Aq  und  A|  gemessen  worden  sipd, 
welche  bekanntlich  besonders  fQr  die  Geodäsie  von  der  grössten 
Wichtigkeit,  ja  eigentlich  die  Aufgabe  ist,  auf  welche  alle  geo- 
dätischen Messungen  und  Rechnungen  zurückkommen. 

Wenn^  wie  in  der  zweiten  Aufgabe,  die  beiden  Seiten  Oq  und 
a^  gegeben  sind,  so  werden  die  beiden  Winkel  Aq  und  A|  mit- 
telst der  bekannten,  ganz  allgemein  gültigen  Fprmeln 

6> 

COS  du — cosflicosa«^  .    .    cosa« — cosoocosa« 

eosAo= ' r ,    cosAi'= ' ^~^ 

"  sinaismcTs  smaoSina^ 

oder  durch  andere,  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  bekannte 
Formeln  bestimmt/  wodurch  dann  die  zweite  Aufgabe  auf  die 
erste  zurückgeführt  ist. 

Wenn,  wie  in  der  dritten  Aufgabe,  die  Stücke  Aq  und  «i  oder 
A|  und  «0  gegeben  sind,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  Win- 
kels Ai  oder  Aq  die  bekannten  Formeln: 

^  ^A   cotoisina2  ~"COs  Aocosöa 

/ 1    •      .      •      «      cot  Af  —  :       T"         " 

'  '  sm  Ao 

oder 

cot  «5  sin  a^  —  cos  A^  cos  «2  . 


7*)    .     .     .     cotAo  = 


sin  A| 


durch'  weiche  die  dritte  Aufgabe  wiederum  auf  die  erste  zurück- 
geführt ist. 
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Wenn,  wie  in  der  vierten  Aufgabe,  die  Stficke  Ao  and  A«  oder 
Ai  und  A2  gegeben  sind,  so  werden  die  Winkel  A^  oder  Ao 
durch  Auflösung  der  Gleichung  , 

'8)     .         cosA2  =  coscr^sin  A^.sin  A| — co8Ao*cosA| 

oder  der  Gleichung  * 

8*)   .     .     co6A2  =  co6a2sinA|'.8in Ao-^cosAi.cosAq 

gefunden  und  dadurch   die  vierte  Aufgabe  auf  die' erste  zmrfick- 
geföhrt. 

Wenn,  wie  in  der  fünften  Aufgabe,  die  Stöcke  Aq  und  Qq 
oder  Ai  und  aj  gegeben  sind,  $0* findet  man  Ai  oder  Aq  durch 
Auflusung  der  Gleichung 

9)      .    .    cotaosina2  =  cot  Ao'SiwAi -fcosOf.cosAi 
oder  der  Gleichung 

9*)    .    .    cotaisina2  =  cotAi.sinAo-f  cosoa.cosAo, 

wo  nun  wieder  die  erste  Aufgabe  unmittelbar  Anwendung  finden  kann. 

Wepn,  wie  in  der  sechsten  Aufgabe,  die  Stucke  Oq  und  A« 
oder  ai  und  A^  gegeben  sind,  so  findet  man  die  zur  Zurückfufa- 
rung  auf  die  erste  Aufgabe  nöthigen  Winkel  Aq  und  A|  mittelst 
der  Gleichungen : 

10) 

.  sincrpSinAa       .  .  xa       •    a    . 

sm  Ao  = : f    sm Qq cot o« = cot Aj. sm A| -hcos n^). cos At 

sin  112 

oder 

10*) 

.     .        sin  Ol  sin  Ao       .  .  x*      .    * 

smAi= ; ,    sinat  cot  0»= cot  A».  sin  Ao4  cos  er«  .008  Aa* 

sm  (^2  mm  «  V   >  t  .    V 

Welche  von  diesen  Aufgaben  völlig  bestimmt  und  welche  tfaell- 
weise  unbestimmt  sind,  ist  aus  der  sphSrischen  Trigonometrie 
bekannt  genug  und  hier  nicht  weiter  zu  erläutern ;  eben  so  wenig 
ist  hier  noch  etwas  zu  sagen  fiber  die  vielfachen  anderen  Hfiifs- 
mittel,  welche  die  sphärische  Trigonometrie  zur  Auflösung  der 
vorstehenden  Aufgaben  an  die  Hand  giebt.  Wir  haben  es  von 
jetzt  an  nur  mit  der  Losung  der  folgenden  Aufgabe  zu  thun; 

Wenn  die  Lage  der  beiden  Punkte  Aq  und  Ai  auf  der 
Kugel  bekannt  ist,  und  in  dem  durch  diese  beiden 
Punkte  und  einen  dritten  Puwki  A^  bestimmten  sphärl* 


r 
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~  sehen  Dreiecke  A^A^A^  die  beiden  Winkel  Z^iJo^i^A«, 
und  ^AoAiA^  =  A,  gemessen  worden  sind:  die  Lage 
des  Punktes  Ai,  auf  der  Kugel  zu  bestiramen. 

Zur  Lusung  dieser  Aufgabe  durch  ganz  allgemeia  gültige, 
eine  völlig  directe  Bestimmung  der  Lage  des  unbekannten  Punk- 
tes aus  den  gegebenen  Elenienlen  gestattende  Formeln  «vollen  wir 
im  Folgenden  nun  übergehen,  indem  wir  der  Meinung  sind,  dass 
diese  durch  ihre  Eleganz  sich  auszeii-hnenden  Formeln  als  eipe 
nicht  unwesentliche  Ergänzung  der  sphärischen  Trigonometrie  be- 
trachtet werden  dürfen  und  für  die  Geodäsie  nicht  ohne  tJedeu- 
tung  sind. 

U. 

Die  Auflösung  der  zweiten  unter  unseren  sechs  Aufgaben,  der 
mir  zuvörderst  unsere  Aufmerksamkeit  znwenden,  ist  offenbar  in 
den  drei  Gleichungen; 

I  f  Goeao=cos«|Cosa2-l'Cos^iCos|)2~f-cos}',coS}'„ 

1)       <  cosa,  =  cosooco8ai  +  co8j3ocosj3g-t-cos)'oco8yt, 

'  COStts'  +  C08^'-|-C08yj'^  I 

enthalten,  mittelst  welcher  die  drei  gesuchten  Grössen  «,,  ß^,  y^ 
bestimmt  werden  müssen.  Cm  diese  Bestimmung  mit  möglichster 
Leichtigkeit  auszuführen,  setzen  wir  der  Kürze  wegen: 


I 


A  = 

(COßO,- 

-COSnoC0808)C08 

o„  +  (oo. 

BBo  — 

cl^aa^t 

:o,ojoo5a, 

(™.ft 

-cosfl  CO 

.o,)coi 

sio  0,' 
i«o  +  (cosfc- 

co.ft. 

B= 

co,o.)co 

so. 

(ca,„. 

-co.y„™ 

80,)  cos 

:oo  +  (co 

«ro- 

■00.).,, 

•»■".)" 

•", 

vra  nxHrlich   A,  B,  C   bekannte  Gross 
bar  nach  1.  3)  und  bekannten  Formeln: 


oo.».(oo.a,- 

-cosaoOoso,} 

co.|So(co.(i,- 

-oosfco. 

,.oJ 

cosj'oCcoaj', - 

-OOSyoCOOfl,) 

C08  0o(COStto- 

-  oos  a,  Ol 

».«,) 

oosfcCoosfc- 

-oooftc, 

MOJ 

+  cos  j-o  (cos  fo  —  coB  ii  cos  da) 


I  sind.     Weil  nun  uffen- 


.8  «4=0. 


■-cos(ij*=Binat' 
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und  ganz  eben  so:      . 

cos  «1  (cos  Oq  —  cos  ffj  cos  a^) 
-f  cosj^i  (cosj^o — cosft  cosa^)  }  =  cos  Oa  — cos  0^=0, 
+  ^8  yi  (co«  Yo  "^  CO«  yi  cos  02) 

cos  a^  (cos  «1  —  cos  a^  cos  a^) 
+  cos/Ji (cos/?i  —  cosjSoCosoa)  }  =  1  —  cosas^=sina9^ 
+  ^8  yi  (cos  yi  —  cos  yo  cos  02) 

ist;   so  hat  man  nach  2)  offenbar  die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

A  cos  cc^f  +  B  cos  ßo  +  Ccosy^  =  cos  a| , 
-4  cos  Ol .+  iScos/^  +  Ccosy]  =2  c«fsiio* 
Ferner  setze  man  jetzt: 

iCOSCKj  =^A-{-X, 
co8ß^  =  B+  Y, 
COS72  =  C  +  Z; 
so  ist  nach  1)  und  3)  offenbar: 


3)     .    .      j 


5)    .    .    .    j 


cosixo*^  +  cos/?o*  F+  cosyo"2^  =  0, 
COS«] . X  +  cosj3i .  F+  cosyi  •  -^  =  0. 


Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  2)  von  A,  B,  C  respectii^e  mit 
X,  F,  Z  und  addirt  die  Producte  zu  einander,  so  erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  Gleiehmig : 

6) AX^ßr+CZ  =  0. 

Wenn  man  nun  die  drei  Gleichungen  4)  quadrirt  und  dann  zu 
einander  addirt,  sa  erhält  man  wegen  Torstehender  Gleicb«iig  anf 
der  Stelle  die  Gleichung: 

7)  .    .    .     (^2  +  Ä2  +  C«)  +  (Jfa+Fa  +  Za)=l, 

und  hat  also  jetzt  iiadb  5)  und  7)  zur  Bestimmung  von  X,   Y,    Z 
die  drei  Gleichungen : 

cos  «0 .  X  +  cos  jSo .  F  +  cos  yo  *  ^ =0, 

8)  .     .    .  ^  cosai.-X+cosjSj .  F+ co8yi.Z  =  0, 

Jf«  +  F*  +  Z«  :^  1  -  (^+  Äa+  C«). 
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Aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  dieses  Systems  erhält  man, 
wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

X=:  G(co8ßoeo8yi''eo8yoC09ßi), 
9)     .     .      ^     F=  G(cosyoCosai  — cosa^cosyi),    . 

r 

Z  =  G(cosaocos^i — cosjSocbsai); 

aUo,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann  zu  einander 
addirt,  nach  einer  bekannten  Transformation  der  Summe  dreier 
Quadrate  von  der  sich  hieraus  ergebenden  Form,  mit  Rücksicht 
auf  I.  3) : 

X^+  Fa  +  Z*=G«siniia«, 
also  wegen  der  dritten  der  Gleichungen  8): 

woraus  sich 

,0)  .  .  .  .  G=+^aH3!±^±^, 

'  —  sin  02 

und  folglich  nach  9): 

^_    (co8/goCosyi~cosyoCosft)Vl— (^H^HC) 
""""  sin  02 

Ijv    /    y_    (co8yoCostt|-cosofoCOsyi)V  1— (^H^+C^) 

^  ~""~  810  02 


u 


(coscfoCosft-cosfecosttQV  l-jA^+ßJ+C^) , 


sin  02 


also  endlich  nach  4): 

12) 


^  .  (cos/JoCosyi— cosyocosft)  Vi— (.4«  +  Ä«  +  C«) 

«f =^± ^wtt: » 


COSu,       ___  ^,„^ 

sma2 


o       D  ■  (cosyocoso,  — cosoocosyi)  Vi  — (i4«+^+C*) 

p%^^± — lüTx: — — » 


^^-         -  sino2 


^  .  (cos  Oq  cos  ft  -  cos  Po  cos  Ol)  V  1  —  (A*  -t-B^+C*) 

cos  1^2  =  C  ± -5—; 

•*         —  ••  sino2 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln^  in  denen,  so  wie  in  allen  un- 
seren Formeln,  sich  natürlich  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander  beziehen,  die  unbekannten  Grössen  «2,  /?2>  y«  zn 
bestimmen  sind. 
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* 

Wir  wollen  nun  die  durch  A,  B,  C  bezeichneten  Grössen  in 
2)  etwas  näher  betrachten. 

Zuerst  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung  aus  2): 
.  •  (cos  01 — cosaoCOSas)(cösao — cosatcoscu)     * 

A  —  cos  0(1  cos  Ol  =-^ ' ; n  ♦ 

«     «^„Ä  «^«^  _ (cos ßi  —  cos ßo cos g,) (cos Op — cos Oi coaa^ 
IS— cos  Pocos  Ol  = g|n  ^i > 

^    ^  (cos  Yi  —  cos  Vq  cos  Of)  (cos  Oo — cos  fl]  cos  o«) 

C  —  cos  Va  cos  Ol  =: * ; s > 

'"         *  sm  Oj* 

so  wie: 

.                            (cos  o^ — cos  01  cos  r/a)  (cos  Oi — cos  Oq  cos  o^) 
.l-cos«,cosao= ^j— 5 . 

z>  o  (cos  /?o — cos  ßi  cos  a^)  (cos  Oi  —  cos  Oq  cos  Ha) 

JO  —  COSpi  cos  Oa  = ; S » 

'^*         "  sin  Oa* 

^                             (cos  Vq — cos  V|  cos  Os)  (cos  fli  —  cos  Oo  cos  Ha) 
C  — COSVi  cosiio= • «  9 

und  hat  also  für  A,  B,  C  auch  die  folgenden  Ausdrücke: 

13) 

.  .  (cos  Ol  —  cos  Oq  cos  IIa)  (cos  Oq  —  cos  Oi  cos  a^ 

^^         *  sin  Ha 

n           /.        ^      •  (^®®  A  —  ^®*  ft  cos  «a)  (cos  ao — cos  Oi  cos  o«) 
jff=cospoCosai  + g|„^  t » 

^                          .  (cos  Vi  —  cos  Va  cos  aJ)  (cos  Oa  — -  cos  a*  cos  o«) 
C  =  co8yocoe«.  +  ^—^ ^°       sina,« ^' 

und 

14) 

.  (COSOA — COS  01  COS  CU)  (cos  a«— cos  Ha  COS  Ob) 

il=cos«iCOsao  +  ^^ — * l);^a     — —* 

„     ^  „A  ^_^    ,  (cos/go~cosftcosaa)(cosg|-cosgocosaa) 
ß=cos/^cos<io-|- Bina^^ * 

^     .  ^„^    .  (cosyo— cosytcosca)  (cosot— cosoocosoa) 

C^=cosyicosao+ ^ ^j— ä • 

Nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  bekanntiicb: 
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.     cos  Oq  —  COB  Ol  cos  fl2 

cos  Aa  —  "i  i  f , 

^'  sinaisinag 

15)    .    .    .     ]  co8A,  =  55£Ä;^£?if!a££?£o, 


.    coso^ — cosogcoscri , 

cos  eim  —  -, -,  — —  5 

^  sin  Oq  Sinai 


also: 


cos  Oq — cos  Ol  cos  a^  =:  sin  Ol  sin  a^  cos  Aq  > 
16)  .  .    {    cos  Ol — cosa2C08ao  =  sinaj|SinaoCosA|, 
cos  02  —  cos  Oo  cos  fli  =  sin  Oq  sin  a|  cos  \^ ; 
und  folglich  nach  13)  und  14): 

17) 

.  sin  a«  ,  .    ^ 

A  —  cos  0^  cos  «1  +  —, —  (cos  «1  —  cos  Oo  cos  o«)  cos  Ao , 

sin  Qi^ 

_  sinch 

B  =  cos  Po  cos  a.  •{■— — -  (cos  ß*  —  cos  ßo  cos  a«)cos  A© , 

sin  O2  rv  Ä/^  V 

C  =  cos  yo  cos  Ol  +  -: — ^  (cos  yi  —  cos  y©  cos  Og)  cos  Ao 

und: 

18) 

sincPo.  .        . 

if  =COSa|  cos  Oq  +  -; (COSOo^^COStfi  cosa2)co8  A|  , 

JB=  cos  ßi  cos  iio  +  "! — ^  (cos  Äo — cos  ßi  cos  Og)  cos  Ai , 

sino^ 

= cos  yi  cos  Oq  +  -; — '  (cos  yo  —  cos  yi  cos  o»)  cos  Ai ; 

welche  Formeln  auch  auf  folgende  Art  geschrieben  werden  können: 

19) 

f 

^  sin  o^  =  (cos  Ol  sin  a% — sin  a|  cos  a^  cos  Ao)  cosa^-f^inoi  cos  Aocosai^ 
iB Sin  Os  ==  (cos  üi  sin  a^ — sin  a^  cos  o^ cos  Ao)  cos  /^o-F^inai  cos  AoCos/?| , 
C  sin  o^ = (cos  Ol  sin  02  —  sin  a^  cos  a^  cos  Ao)  cosyo-|-sin  Oi  cos  Ao  cos  yi 

und : 
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20) 

il  sin  02= (cos  Oo  sin  02 — sinaoGOsa2CosAi)cosa|-f-8inOoCosAiC08ao9 
B  sin  02 = (cos  Oo  sin  02 — sin  Oq  cos  02  cos  A| )  co8/3|  -f  sinoocos  A|  cos/^o' 
Csina2  =  (cosaosin  02 — sinaoCOso2CosAi)cos)^i  -f-sinooCosAi  cosyo- 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  sehr  leicht  die  folgenden 
Relationen : 

21) 

(fi COS  «0  ~~  ^  ^^^  ßo)  ®'i"  ^a  =  ^1"  ^1  c^^  ^0  (cos  ^  ^^^  ßi  ~  c#s^o  cosa^), 
(C  cos  ßo—  ß  cosyo)  sin  02  =  sin  0|  cos  Aq  (cos j3o cos yi  —  cOs/q cos/^), 
(i4  cos  yo  —  C"  cos  «o)  sin  02  =  sin  Oi  cos  A©  (cos  yo  c^s  Oj  —  cos  Oq  cos  yi) 

und : 

22) 

(il  cos  j^i  —  B  cos  0|)  sin  02 = sin  Oq  cos  Ai  (coSjOq  cqs.ßi  —  cos  /3^  cos  cei), 
(B  cos  Yi  —  Ccos  ßi )  sin  02  =  sin  Oq  cos  A|  (cos  ß^  cos  yi  —  cos  yo  cos  ßi), 
(C  costti  — ilco8yi)sin  02  =  sinoocos  A]  (cos  y^ cos  0^ — cosci^cosyi) ; 

welche  Formeln  man  nach  einem  einfachen  Satze  der  sphärischen 
Trigonometrie  aacb  auf  folgende  Art  schreiben  kann: 

21*) 

(ficosoo~~^cosi^o)®'°^2=coS'^si''^i(cos^oCosi^i  —  cos/?ocosa|), 
(Cco8/3o  — -Bcosyo)sin  A2=cos  AoSin  A]i(cos/?o<^o8yi  —coByQCosßi), 
(A  cos  yo  -^  Ccds  Oq)  sin  A2 = cos  Ao  sin  Ai  (cos  y©  cos  «1 — cos  o^  cos  y^) 

und: 

22*) 

(A  cos  ßi^B  cos  «1 )  sin  A2  =  sin  Aq  cos  A|  (cos  <Xq  cos  ßi  —  cos/SfoCosa^), 
(B  cos  Yi  —  Ccos  ßi)  sin  A2 5=  sin  Aq  cos  Ai  (cos  j?o  cos  yi  --  cosyocosj^i), 
(CcosoTi — ilcosyi)sinA2=:sinAoCosAi(co8yoCOSo;i  -^^coBtto^AJi)* 

Multiplicirt  man  die  Ausdrucke  2)  nach  der  Reibe  mit  A,*  B,  C 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  mit  Rücksicht 
auf  3): 

23) il«+Ä«+C« 

(cos  Oq  —  COS  Ol  COS  02)  COS  Op  +  (cos  g^  —  cos  Oq  cos  02)  cos  Ol 

sin  02^  ' 


r 
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also,  wie  man  sogleieh  übersieht: 

24)    .....    .     l  — {242+Ä«+C2) 

]  —  cos  a^  —  cos  flx*  —  cos  a^  +  2  cos  Qq  cos  Qx  cos  a^ 

sin  a^ 

Nun   ist  aber   nach   den   Formeln  der  sphärischen   Trigonometrie 
bekanntlich : 

25) 
sin ai  sma^Bva  Aq  ===  sin  02 sin «o  sin  A^  =  sin Oosin a|  sin  A^ 

=  VI  —  cos  a^  —  c(»s  «1^  —  cos  a^^  +  2  cos  üq  cos  «i  cos  a^ , 
also : 

26)    .....    .    \/^l-{A^  +  ß^+C*) 

•       .          .    A                   .    A        sinnosinoi   , 
=  sin  Ol  sin  Ao  =  sin  OoSin  Ai  2= : sid  A«- 

Weil  nach  der  sphärischen  Trigonometrie 

sin  Qi  ^^  sin  Aj       sin  a^       sin  Aq 
sinaa  ^'  «•"  ^3'     sina2  "~  »•"  A^ 

ist,  80  ist  nach  den  Formeln  17)  und  18): 

cosAosinA«.  .  cosAosinAi 

A  =  (coBa^^cosa^      sinA^      ^^^^^^       sinA^      ^^^^ 

_       .  cosAo*sinAiv       «    .  cos  A©  sin  A»        . 

B  =  (cos fli  —cos  «a ^r^^^ )  cos  /?o  + g|„^    ■       cosft ,       ^ 

^      ^  cosAosinAiv  .  cosAosinAi 

C  =  (cosai  -COS1I2       sinAa      ^^^^y^-*"       sinA^      "^^^^'^ 

und    . 

.     ,  sinAoCosAi  •  .  sinAoCosAi 

^  =  (cosiio-cosaa — sinAg      )^^^"i+ — sinAa    ^^'^'^^ 

«>     /  sinAoCosAi.        ^    .  sinAoCosA«.       ^ 

Ä  =  {c08flo-COSaa— ^j^^^)C08A  +  -—--—» cos  Po, 

• 

^     ,  sinAoCosAi.  .  sinAoCosAi 

C=:(cosao— cosoa — ^7^^^^ — )cosyi+       ^7  ^ — *cosyo- 

Bekanntlich  ist  aber  nach  der  sphärischen  Trigonometrie : 
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cos  Aq  •\-  G08  Ai  G08  A2 
CO8  OA  = ;; — 7 — •; — 7 9 

^  '    smAismAa 

vr\  )«-.--.       cosAi  +  coBAaCosAp 

^1)     •      •      •       <   cos  üt  =: ; — 7 : — .  9 

1  ^  sidAsSidAo 

I 

cos  Aa  *f  cos  Ao  cos  A| 

cos  Ott  = : ; — r s — 7 9 

^"  Sin  Ao  siD  A| 

also 9  wie  sogleich  erhellet: 

cos  Ao  sin  A«       sin  Aa  cos  At 

cos«,  -cos«,— ^5^^—  =  — ^nrs^ ' 

sin  Ao  cos  A«        cos  Ao  sin  Ai 
cosoo  — cosa- ~-T '  = ~-T — -  ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

!.      sinAoCosAi             .  cosAosinAi  • 

^=      sinA. -'^°^'*»+      «InA,-'""" 
p     sinApCogA,.  ,^      cosAptiinA. 
*=      «inA,      "••^0+      sinA,      *""A ' 
^     sinAoCosAi            .  cosAosinAt 
C== r-T COSVoH : — I ^  COS  Vi. 
sinAs           '"          smAa  ''^ 

Für  die  Cosinus  der  Winkel   Oa,  ß^,  y^  erbalten  wir  nun  die 
folgenden  Ausdrucke. 

Nach  12)  und  26)  ist: 

cosaa=ilJ:-5— -  (cospocosfi— GOsyoCOS/?i)sinAo* 

sm  Cf  jn 

29)  <  cos  Pa=  Ä±  ZsTTT  (cos  yo  cos  «i  —  cos  05  cos  yj  sin  Ao, 

J  Olli  C*a 

COS  y%  =  C±  -r- — '  (cos  oio  cos  ft  —  cos  /?o  cos oi) sin  Ao    • 
sin  o^ 

*und: 

.  ,  sm  flo  /       «  /*  V   .    A 

co8a^=il±-5— -  (cospocosyi  —  co8yoCospi)sinA|, 

SID  fcjn 

30)  ^  cos/la=Ä±r5 — (cosyocosffi  — cosaoCosyi)sinA|, 

^-»  _  sin  Qq  .  ^  ^  V  •    A 

cosya=  C/±r= — '  (cosa^cospi  -^cospoCosai)8in  A| ; 
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folglich  nach  diesen  beiden  Systemen  auch : 

-  .  sin'AosioAi  ^       . 
cos  Os  =  il  db  — -^^ (cos  /?o  cos  yi  -  cos  y©  cosft), 

/        'o       o  .  sinAosinA»! , 

31)        <    C08/l8=lj+ -. — T (COSVoCOStti— COSIXoCOSyi), 

i  sin  A^ 

^.  sinAosinAi.  .  . 

COS^=  C+ r— T (cOSOoCOSPi  —  COSPoCOStti). 

sin  »2 

Wendet  man  auf  diese -Formeln  die  Relationen  21*)  und  2ä*) 
an,   SO  erhält  man: 

r 

!coso%=2l4:(Ccos^o — Äcosyo)tangAo, 
cos  (^  =  BAr  {Ä  cos  yo  —  Ccos  ct^)  tang  Aq  , 
cos/s  =  C4:(^cosao — i4  cos /?o)  tang  Aq 
and: 


33) 


cosa^:=zAAr(BcQByi  —  Ccos /?i)  tang  A|, 

cos  /?a= i?  db  (Ccos  «i  —  A  cos  yi)  tang  Ai , 

,  cos y»  =  C  +  (-4  cos  ft  —  B cos «x)  tang  Ai. 

Führt  man  aber  in  die  Formeln  31)  die  Ausdrücke  28)  ein,  so 

erhält  man: 

34) 

sin  A«  cos  o^  ==     sin  Aq  cos  A|  cos  Oq  *f  cos  Aq  sin  A|  cos  a^ 

J:  sin  Ao  sin  A^  (cos  ß^  cos  yi  —  cos  y^  cos  ßi) , 

fiin  A^  o.t%^  ß^  =:     sin  Aq  cos  A|  cos  /?o  -f-  cos  Ao  sin  A|  cos  ßi 

±  si  n  Ao  sin  A|  (cos  y^  cos  Oi  —  cos  Oq  cos  /i  ) , 

1^2=     sinAoCosAiCosyo-|-cosAosinA|COsyi 


also: 


±  81  n  Ao  sm  A|  (cos  y^  cos  Oi  —  cos  Oq  cos  /i  ) , 

sin  A«  cosy^  =     sin  AqCos  A^  cosyo  -|-  cos  Aosin  A|  cosyi 

J:  sin  Ao  sin  A|  (cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  a| ) ; 


sin  A«  cos 
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oder: 

36) 

cos  02==     ~= — T^(co8ÄiCosao  J:8inAiC08/JoCosyi) 

sin  A^ 

+  -; — T^  (cos  Ao  COS  «1  T  8'n  Ao  cos  ßi  cos  yo)  > 
Sin  ^2 

cos/3t=     -5--r^(cosAiCos/Jo±siDA,  cosyocosoi) 

SIO  A2 

+  -; — T^  (cos  Ao  COS  ßi  T  8«n  Ao  cos  Yi  cos  «o)  » 

sin  zV^ 

Alfl  yV 

COS  ya  =     "* — "jr  (cos  A]  cos  y©  ±  »'«  Ai  cos  «o  cos  ft) 

+  -; — -A  (cos  Ao  cos  yx  T  s>n  Ao  cos  «i  cos  /?o)- 
sin  A2 

Mittelst  dieser  eleganten  Formeln  kOnnen  a^^  ß^,  y^  unmittel- 
bar aus  den  gegebenen  Stucken  berechnet  werden.  Allerdings 
kommt  in  diesen  Formeln  auch  der  Winkel  A2  vor^  der  eigentlich 
nicht  als  unmittelbar  gegeben  betrachtet  wurde,  da  wir  ausser 
der  ein  für  alle  Mal  gegebenen  Seite  a^  nur  noch  die  Winkel 
Ao«  Ai  als  gegeben  annahmen.  Man  hat  aber  zur  Berechnung 
des  Winkels  A2  aus  Ao,  A| ,  02  ^^^^  ^^^  sphärischen  Trigono- 
metrie die  ganz  allgemein  gültige  Formel: 

37)  •  .  .  cosA2  =  sinAo6inA|Cosa2  —  cosAoCOsAi, 

und  andere  bekannte  Hfilfsmittel  in  grosser  Anzahl.  Aach  konnte 
man  anfahren^  dass  in  der  Geodäsie  meistens  alle  drei  Winkel 
der  Dreiecke  gemessen  werden,  was  aber,  von  dem  hier  festge- 
haltenen theoretischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  nicht  hierher 
gehurt  und  noch  weiterer  Erläuterung  bedürfen  wörde. 

Dass  man  in  die  obigen  Formeln  statt  der  Winkel 

«0»  ßo>  Toi    «if  ßi>  Yii    «f»  ß^y  y« 
auch  die  Längen  und  Breiten 

mittelst  der  Formeln: 

38) 

C08ao=COsX>oCOSJBo»  C0SO|=C0sZr|lC0Si^,   C0SO2==C0s£^C0SiB2* 

cos|3o  =  sinZ^cosfio>  cosj3i=sinX|C08^i,  cosj^a^sinX^coSiBt, 
cosyo  =  sini?o»  co8yi  =  sini^;  cos/2=8ini?t 
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einfOhren  kann ,   versteht  sich  von  selbst.  -  Dadurch  erhält  man : 

39) 

^    *      sinAoCosAi        -.         ^     cosAosinAi       -.         ^ 

cosXiaCos^2=     ; — T — —  cos  Lq  cos/>o'i = — ä cosX^  cosr^ 

sm^^  '  sin^^ 

J: r^-T — ^eiüLQCoaßoßiDßi—slüLiBinBQCosBi), 

.    ,  »  sioAoCosAi  .    -         j,      cosAosinAi  ,   -         ., 

sinl^  cos  B^  =     : — 7 sin  Lq  coaB^ + r-r aiuLi  cosBi 

sm  A^  sin  ^2 

iF  — ^"^"T — ^(cosXoCosÄosinl?! — cosLisin  BqCosBi), 

_     smApCosAi  cosApSinAi 

^'"^«=  sinA«  .    ^'"^«+       sinA^      ^'"^^ 

_sinAosinAi  .   ,..        -  .        ^         -, 

+  — ^üTx —  ®'°  (A)—  A)  cos  ^0  cos  Bi.  ^ 

sin  aa 


III. 

Das  Vorkommen  doppelter  Zeichen  in  den  vorher  entwickel- 
ten Formeln  liegt .,  wie  man  sogleich  übersieht,  ganz  in  der  Natur 
der  Sache  9  weil  es  offenbar  im  Allgemeinen  immer  zwei  Aofr 
lusungen  der  Aufgabe  geben  wird.  Welche  Zeichen  man '  «h 
nehmen  hat,  muss  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  ermittelt 
werden;  wichtig  ist  es  aber,  hiefür  ein  möglichst  allgemeines 
Kriterium  zu  haben,  zu  dessen  Entwickelung  wir  nun  übergehen 
wollen. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  beiden  bekannten 
Punkte  Aq,  Ai  und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  eine  Ebene  gelegt, 
welche  die  Kugel  in  zwei  Hälften  theilt.  In  deren  einer  der  posi- 
tive Theil,  in  der  anderen  der  negative  Theil  der  Axe  der  z  liegt, 
weshalb  wir  mit  Rücksicht  hierauf  diese  beiden  Hälften  in  der 
Kürze  beziehungsweise  die  positive  und  die  negative  Hälfte,  näm- 
lich in  Bezug  auf  die  in  Rede  stehende  Ebene,  nennen  wollen. 
Bezeichnen  wir  die  Gleichung  unserer  durch  den  Anfang  der 
Coordinateu  gehenden  Ebene  durch 

1)     .     .     .     .     .     .     ilÄ:  +  %+(fz=:0, 

"so  kann,  weil  die  Ebene  auch  durch  die  Punkte  Aq  und  Ai  gebt, 
deren  Coordlnaten  ^p,  y^,  Xq  und  a?|,  yi,  Z|  sind,  offenbar 

6* 
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gesetzt  werden.  Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  A^  oder 
{x^y^z^  eine  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehende  Gerade 
gezogen,  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit  der. durch 
die  Gleichung  1)  charakterisirten  Ebene  durch  (jn^);  so  Ist 


also,    weil   offenbar 


ist: 


woraus  sich 


y  =  ^2.   v=y« 


Ä^2  +  %2  +  tff  =  0, 


6)       ......       f— j| , 

folglich  nach  2) 

ergiebt.    Jenachdem  nun  der  Punkt  A^  in  der  positiven  oder  nega- 
tiven Hälfte  liegt »    ist  offenbar  2^  >  f  oder  ^2  <  ?• 


Es  ist 


= (cos  /3o  cos  71  —  cos  y©  cos  ft)  coso^ + (cos/oCOSO|  — cosoocosvi)  cos/^s, 

und  nach  IL  34)— 36)  erhält  man  leicht: 

\ 

(COS|3oCOS/|— COSyoCOS/?i)cOSCK2  +  (cOSyoCOSai — C08ttoC08y|)c08/^ 

sinAoCosAi  ,  /,  « 

= g|p  A  —  cos  yo  (cos  «0  cos  pi  —  cos  Po  cos  «i ) 

cosAosinAi  /  /,  ^ 

-^1 isinÄ ^^^  ^*  ^^^®  ^  ^^®  '^i  —  ^^®  ^0  ^^'^  ^*  ^ 

sin Aosin Ai  (       (cos/?oCosy,  — cos/ocos ft)« 


»nApsinAi  J       v 
sinAa       /  ^.( 


cos  yo  cos  «1  —  cos  «ö  cos  yi  )• 
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Fügt  man  dqd  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitszeichens  die 
verschwindende  Grosse 

_sinAosinAi^  ,.  .  ^. 

i : — T (cos  Oq  cos  Pi  —  cos  Po  cos  «i)* 

sin  ^2 

,  sin  Ao  sin  Ai  .  ^  ^  . « 

± — Is^l ^^{cosaocospi— cos/JoCOStti)* 

810  ü^ 

bei,   und  überlegt,   dass 

(cosoöcosj^i  — cosjSoCOsai)*  +  (co8l5oCosyi  —  cos^^o^os  j}|)^ 

+  (cos  yo  cos  «1  —  cos  «o  cos  yi  )* 
=  1  —  (cosoocos^x  +  cosjSoCosj?!  +  cosyocos/i)*  =  sina^^ 

* 

ist,  60  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

(cos  /5o  cos  yf — cos  /o  cos  jSi)  cos  03  +  (cos  y©  cos  «i  —  cos  Oq  cos  yi )  cos/^ 

-^^-^(cosAiCosyodbsinAiCOsaoCos/?^) 

=-(cOS«oCOS/^l-COS/?oCOSai)  ' 

f  +-V— j^(cos  Aocos/i+sin  Aocos«!  cos/?o)^ 


sinAosioAi   . 

■    ein  /I-' 

sinAa 


also  nach  IL  36): 

(cos  /Jo  CO»  yi  —  cos  yo  cos  ft )  cos  a^  +  (cos  y©  cos  «i  —  cos  a^  cos  y{)  cos  /?£ 

/  ic?  /?  X  ■  «'PApsinAi.  . 

^ —  (cos  «0  cos  pi  —  cos  Po  cos  «i)  cos  ya  ± ; — r — -  sin  a«*, 

sin  ck^ 

folglich  nach  dem  Obigen  auch: 


p             /,           V            ,  sinAosinAi   , 
=  —  (cos  «0  cos  Pi  —  cos  Po  cos  «i)  cos  ya  + : — i '  s<n  a^' 

•  sm  ^a 


-.o^^-^ri      ^^«ro-''«--i/-«/2i       sinAa       •'•"'^* 
Nach  4)  ist: 


I r* r    '  r^ r 

COSOoCOS^I  —  COS/?oCOSO| 
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also  nach  dem  Vorstehenden: 

I  —sinÄosinAi  siooa* 

T  '^  '       sinAs        cosoocospi— cospocostfi 

woraus  sich  unmittelbar 

1^ j      sinApsinAi    sinoa^ 

r       T  sin  A2      '  cosoo cos  ft  — cos ß^cosaj 

ergiebt.- 

Weil  die  Guusse 

.sinAoSinAi    . 
; — T '  sin  «2* 

SID  A2 

stets  positiv  ist,  so  erglebt  sich  hieraus.  In  Verbindung  mit  dem 
Obigen,   Folgendes: 

Wenn  A^  in  der  positiven  Hälfte  liegt»  also  z^^  1  Ist»  so 
mnss  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
die  Gr5sse 

cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «1 

positiv  oder  negativ  ist ;  wenn  dagegen  A2  in  der  negativen  HäKte 
liegt,  also  22  <|  ist,  so  muss  man  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen nehmen,  jenachdem  die  Grösse 

cos  oq  cos  ßi  —  cos  ß^  cos  Ui 

negativ  oder  positiv  ist. 

Dies  lässjt  sich  in  folgende  allgemeine  Regel  zusammenfassen : 

Man  muss  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  neh- 
men, jenachdem  die  Hälfte,  in  welcher  der  Punkt  A^ 
liegt,  und  die  Grosse 

cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  01 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Bekanntlich  ist  aber 

•  •  

cos  Oq  cos  ßi — cos  ß^  cos  Ol  =  sin  (üi  —  Lq)  cos  Bq  cos  Bi , 

so  dass  also,  weil  das  Product  cos^o^^^-^  stets  positiv  Ist, 
die  Grossen 

cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  Ui  und  sin  (Xj  —  Lq)] 

immer  gleiche  Vorzeichen  haben.  Daher  lässt  sich  die  obige 
Regel  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 


/ 

* 
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Man  mass  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen, 
jenachdem  die  Hälfte«  in  welcher  der  Punkt  A^  liegt, 
and  die  Grösse  sin(L|— £0)  gleiche  oder  ungleiche  Vor- 
zeichen haben. 

Bei  geodätischen  Messungen  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die 
bekannte  Lage  des  sichtbaren  Uimmelspols  immer  leicht  zu  be- 
urtheilen  im  Stande  sein,  ob  der  Punkt  A^  in  der  positiven  oder 
negativen  Hälfte  liegt,,  und  weiter  braucht  man  aus  der  blossen 
Anschauung  nichts' zu  entnehmen,  um  mittelst  des  vorher  ausge- 
sprochenen Kriteriums  entscheiden  zu  können,  welche  Zeichen 
man  in  den  Formeln  36)  oder  39)  zu  nehmen  hat. 


Anhang. 


Aehnliche  allgemeine  Formein,  wie  wir  im  Vorhergehenden 
für  die  Kugel  entwickelt  haben,  wollen  wir  jetzt  in  der  Kürze 
auch  noch  für  die  £bene  entwickeln ,  welche  bei  Rechnungen  der 
Geodäsie  der  Ebene  gleichfalls  treffliche  Dienste  leisten. 

Man  habe,  ein  rechtwinkliges  Coordinaten •  System  der  xy  zu 
Grunde  legend.  In  der  Ebene  der  xy  drei  Punkte  A^y  Ai,  A^, 
welche  das  Dreieck  AqAiA^  bilden.  Die  an  den  Spitzen  Aq,  Ai, 
A2  liegenden  Winkel  dieses  Dreiecks  bezeichnen,  wir  respective 
durch  Ao)  A|,  A2;  und  die  Seiten  AiA^,  A^Aq,  AqAi  mögen  be- 
ziehungsweise durch  «To,  O},  a^  bezeichnet  werden.  Die  Coordi- 
naten der  Punkte  Aq  und  Ai,  welche  wir  durch  Xq,  yo  und  Xi,  yi 
bezeichnen,  werden  als  gegeben  betrachtet;  die  beiden  Winkel 
Ao  und  Ai  sind  gemessen  worden;  die  Coordinaten  or^»  y^  sollen 
berechnet  werden.    Dazu  hat  man  die  beiden  Gleichungen : 

aus  denen  x^,  y^,  zu  bestimmen  sind.    Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

2)  tto=^o— "^a»  t^o=yo"")y«5   x^=^xo — tio,  y^^=^yo — t?o; 

also: 

Xi—x^  =  tio  — (aro— ari),     yi  -ya  =  t?o  -  (^0—^1); 
80  dass  wir  nach  1)  die  folgenden  Gleichungen  haben : 


3)    .    .  j 


Uo— («0— ^i)l*  +  tt>o--(yo— yi)l*=ao*. 


s 
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aus  denen  sich,   weil 

4)    ....     .     (a:o-:ri)2+(:yo-3^i)*  =  a2^ 
ist,  sehr  leicht  die  Gleichung 

{x^  ~  ar,)  Mo  +  CjTo  —  yi)  «o  = 2 

ergiebt.    Nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie  ist  aber : , 

Ol*  +  «2*  —  flo*  =  2aiaa  ?*>»  ^  \ 

also  hat  man  zur  Bestimmung  von  u^,  t^o   die  beiden  folgenden 
Gleichungen : 


5)     .     .      j 


deren  Auflösung  keiner  Schwierigkeit  unterliegt. 

Um  uns  dieselbe  jedoch  möglichst  zu  erleichtern ,  setzen  wir, 
indem  Üq,  T6q  und  Gq  noch  unbestimmte  Grössen  bezeichnen: 

6)  .  .  tio  =  Äo+6'o(aro— a:i),  *t?o  =»o +  Go^o— ^i); 
so  wird  die  zweite  der  Gleichungen  5) : 

und  führt  nach  gehöriger  Entwickelung  sogleich  zu  der  Gleichung: 

ilo''  +  »ü*  +  2Uo(a:o-^i)  +  »o(yo-yi))Go+aa«Go*  =  ai*- 

.Denkt  man  sich   aber  die  bis  jetzt  noch   unbestimmten  Grössen 
^^0  9  ^0   so   bestimmt,  dass 

7)  .    .    .    .     ÜoC^o— ^i)  + »0(3^0 —yi)  =  0 

ist,  so  nimmt  vorstehende  Gleichung  die  einfachere  Form 

8)  ....    .    ilo*+»o*+«2*Go*=«i* 

an.    Die  erste  der  beiden  Gleichungen  5)  wird  nach  6): 

(a:o— iri){Äo+Go(aro-a:i)|  +  (yo--yi)t35o+CoCVo-yi)l=öjfl»cosAo, 
also: 

Äo  (aro— arj)  +»0  iyo-yi)  +  f  (^0-^1)*+  (^o  -yO*  t  <?o  =  OiOaCosAo, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 
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9) Cro  =  -^cosÄo, 

wie  sogleich  erhellet. 

Aus  der  Gleichung  7)  folgt: 

"» ^'=-i^/" 

also  wegen  der  Gleichung  8)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  4) : 

woraus  sich  nach  9)  sogleich  die  Gleichung 

ergiebt.     Hieraus  aber,   in  Verbindung  mit  10),   erhSit  pan  die 
Formeln : 

11)  ilo=±--^7 smAo,    5o=+ sinAo; 

in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 

Führt  man   nun   diese  Ausdrücke  von  Ü^ ,  ^^   und  den  obi- 
gen Ausdruck  von  Gq  in  die  Formeln  6)  ein,  so  erhält  man  leicht: 

'  i  «o  =  ^{(a?o~a;i)cosAö±(yo— yi)s>nAo}, 

12)  .  .  < 

I  Ol  * 

\   »o  =  r-Uyo-yi)cosAo+(aro— :ri)8inAot. 

^  «2 

Weil  bekanntlich 

^ 02       sinA2 

ist,  so  ist  auch: 

14)   < 

AID  /% 

«o=^jJX{(yo— yi)  cos  AöT  (^0—^1)  s>nAo}; 

oder  nach  2): 

15) 

^o  —  ^t  =  l^s^nr  K^o  — ari)cos  Ao  ±  (yo— »i)«^n  Ao), 

olU  ^2 

^0—^2=  5iSl^l(y<>  -yi)cos  Ao  T  (oTo  -arOsinAo}. 
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Weil 

xi  — ara  =  (oTo— ^2)  —  (^0  -^1),   yi  — ^2  =  (lyo  -y«)  -  (yo— yi) 

Ist,   60  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

sin  A2  =  sin(Ao  +  Ai)  *) 
aus  den  vorstehenden  Gleichungen  15)  leicht: 

16) 

01*1  A 

■ 

I31Y1  y% 

yi  —  ^2  =  ^JITÄ^  t  (yi  -  yo)  cos  Ai  ±  (^i  —x^)  sin  Ai } ; 

wobei  wir  ausdrücklich  bemerken ,  dass  in  den  Formeln  15)  und 
16)  sich  überall  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
beziehen. 

Setzen  wir 

17)    .    .    dTo  —  ^i  =  «2  cos  P,    ^0  •"*  yi  =  fl2S>ß  P9 

was  wegen  der  Gleichung  4)  verstattet  ist,  so  nehmen  die  Glei- 
chungen 15)  und  16)  die  folgende  Form  an: 


18) 


und: 


19) 


sinAiCOs(P-t-  Ao) 

a?o—  ^2  —  «2  sinA. 


^2 


sin  Ai  sin  (P  -f-  Ao) 
9o-9»  =  (h ^^ 


_  ain  Aq  cos  (Pd:  ^i) 

sinAasin(P±A,) 

yi -»«=-«« üiTs; 5 


immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einan- 
der.   Die  Grossen  P  und  a^,  letztere  Grösse  natürlich  ali  positiv ' 
vorausgesetzt,  berechnet  man  am  leichtesten  mittelst  der  Formeln  v 


*)  Es  wird  angenommen,  dass  in  dem  Dreieck  AqAiA^  alle  drei 
Winkel  gemessen  und  anf  bekannte  Weise  so  corrigirt  worden  sind ,  dass 
ihre  Summe  genau  \Q0^  beträgt.  Diese  corrigirten  Werthe  der  drei 
Winkel  bezeichnen' dann  Aq,  Ai  ,  A,,  so  dass  also 

Ao  +A,  +Aa  =  180o 
ist. 
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20    .    .  taDgP=f5=5.    „,=^^  =  ?^M 

nnr  muss  man  darauf  achten ^  den  Winkel  P  so  zu  nehmen^  dass 
auch  wirklich  die  Gleichungen  17)  beide  erföllt  werden,  wobei 
man  sich  an  die  folgenden  Regeln  lu  halten  hat: 

Wenn 

positiv  positiv 

negativ  positiv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 

ist»  80  muss  man  beziehungsweise  P  so  nehmen,  dass 

0   <P<   90% 

90«<P<180% 

180^<P<270% 

270«  <  P  <  360*> 
ist. 

Leicht  erhält  man  auch  die  folgenden  Formeln : 

21) 

(a?oCOsAiTyo8ipAi)sinAo  +  (ariCosAo±yisinAo)sinAi 

^»•^  sinAa 

(y^  cos  A^  i:Xn  sin  Ai )  sin  A  p  +  (yi  cos  Ap  T  ^i  S'"  Ap)  sin  Ai 

y»—  sinAa  • 

welche  aber  zur  Berechnung  der  Coordinaten  x^,  y^  bei  Weitem 
nicht  so  bequem  sind,  wie  die  obigen  Formeln. 

Im  Allgemeinen  lässt  unsere  Aufgabe,  wie  dies  auch  ganz 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  zwei  Auflösungen  zu;  bei  prakti- 
schen Anwendungen  bedarf  man  nun  aber  eines  möglichst  ein- 
fachen Kriteriums,  welches  zu  beurtheilen  verstattet,  wie  in  den 
obigen  Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  sind ;  ein  solches  Krite- 
rium kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  Af,  und  Ai  gehende  Gerade, 
deren  Gleichung 
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ist,  theilt  die  £bene  der  xy  in  zwei  Tfaeile.  Denkt  man  sich  nun 
durch  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  als  Anfang  ein  dem 
primitiven  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinaten- System  gelegt, 
so  wird  immer  in  dem  einen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Theile 
der  Ebene  der  xy  der  posit|f^e,  in  dem  anderen  Theile  der  nega- 
tive Theil  der  zweiten  Axe  dieses  neuen  Coordinaten -Systems 
liegen,  insofern  die  durch  A^  und  Ai  gehende  Gerade  nicht  der 
Axe  der  y  parallel  ist,  wie  wir  für  jetzt  annehmen  wollen;  mit 
Rücksicht  hierauf  wollen  wir  daher  diese  beiden  Theile  der  Ebene 
det  xy  beziehungsweise  in  der  Kürze  den  positiven  und  negati- 
ven Theil  dieser  Ebene  nennen.  Legen  wir  jetzt  durch  den  Punkt 
A^  oder  (x^y^  eine  auf  der  Axe  der  x  senkrecht  stehende  Ge- 
rade und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  durch  A^ 
und  A^  gehenden,  Geraden  durch  (jrt^);  so  ist  klar,  dass,  jenach- 
dem  der  Punkt  A^  in  dem  positiven  oder  negativen  Theile  der 
Ebene  der  xy  liegt,  y^'>t^  oder  y^<,^  ist.  Zur  Bestimmung  von 
jT,  1)  hat  man  nach  dem  Obigen  offenbar  die  Gleichungen: 

aus  denen  man  leicht 

X^x^,    y^-x^^  ^-3^^^ —^-^ 

erhält;    nun  ist  aber  nach  15):  ^ 

(yo  —3^1)  (^o  —  ^a)  =  ^x '  (^0— ^i)(yo— yi)cosAo±(yo-3^i)*sinAö), 

fiSITl  A 

(^0  —^1)  (yo— y2)  =  ^|^{(^o— ^i)(yo-yi)co8AoT(^o-ari)«filnÄol; 

also: 

(yo  -Vi)  (a?o— ^2)  —  (a^o— ^1)  ivo—y^) 

,  sin  Aq  sin  Ai , ,  xa  •  /  \2»       ■      ^slnAp  sinA| 

=  ^       sinA,       K^o-^i)V(yo-yi)«)=J:Ci,«      ^.^^       , 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

j_         sinAßSinAj       a^ 
^*""  sinA^       'a?o — Xy* 

woraus  sich,  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden,   unmittel- 
bar Folgendes  ergiebt: 

Wenn  A^  im  positiven  Theile  der  Ebene  der  xy  liegt,   also 
y%yx^  ist,    so  muss  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  neh- 
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men,  jenachdem  x^  —  x^  positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dagegen 
Ä^  im  iiegiiliveD  Theile  der  Ebene  der  xy  liegt,  also  ^^  ^  t)  ist, 
r»o  muss  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenach- 
dem  x„~  x^    negativ  oder  positiv  ist. 

Dies  lädst  sich  kürzer  in  der  l'olgenden  Regel  zusammen fasseo  : 
Man    muss   die    oberen   oder    unteren  Zeichen    neh- 
men,  jenachdem   der   Theil   der   Ebene  der  xy,    in  wel- 
chemder  Punkt  ^4^  liegt,  und  die  Grösse  a-,:-s,  gleiche 


che   Von 


I  habe 


Wäre  die  durch  A,.  und  A^  gehende  Gerade  der  Ase  der  y 
parallel,  so  würde  man  bei  Anwendung  dieser  Kegel  an  die  Stelle 
der  Axe  der  y  die  Axe  der  x  setxen  müssen,  was  natürlich  im 
Wesentlichen  gar  keinen  Unterschied  macht, 

Mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  kann  man  verschiedene 
praktisch  wichtige  Aufgalien  auflüseo,  was  wir  jedoch  hier  nicht 
»eitläiitiger  ausPiIhrcn  wollen,  indem  nir  uns  begnügen.  Folgen- 
des zu  bemerken.  Hat  man,  ho  wie  die  Lage  des  Punktes  A^ 
aus  den  Punkten  Ä^,  J,  durch  Messung  der  Winkel  A„,  A,  be- 
stimmt worden  ist,  aus  denselben  Punkten  A„,  J,  die  Lage  eines 
zweiten  Punktes  A^  durch  Messung  der  Winkel  Ao',  A/  be- 
atimuit,  so  kann  man  nach  der  Entfernung  f  der  beiden  Punkte 
A^  und  A^  von  einander  fragen,  welche  natürlich  immer  leicht 
zu  bestimmen  i^t,  wenn  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  Coor- 
dinaten  x^,  y^  und  x^' ,  y.^'  dieser  Punkte  berechnet  hat.  Man 
kann  aber  auch  einen  allgemeinen  Ausdruck  dieser  Entfernung  un- 
mittelbar durch  die  bekannten  Elemente  a^;  A„,  A, ;  A^',  A,'  auf 
intwiciteln. 


folgende 

Man  setze 


I  wegen ; 


r  C"=- 


isA/slnAi' 
sinA.' 


nAn'siriAi' 
sin  Ag' 


nod  unterscheide  nun  zunächst  die  beiden  folgenden  Fälle. 

1.  Die  Punkte  A^,  A^  liegen  auf  derselben  Seite 
der  durch  die  Punkte  A„,  A^   gehenden  Geraden. 

Wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem der  Theil  der  Ebene  der  xy,  in  welchem  A^  liegt,  und  die 
Grtisse  .r„ — x^  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben;  so  ist 
nach  dem  Obigen : 

y«  —  yi  =  C(yo  — ffi)  T  S(xo  —xi) 
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und 

Vo  —y%  =  C'  (yo  —Vi)  T  S'  (xo  —  Xi) ; 
also: 

folglich,    wie  man  sogleich  übersieht: 

IL  'Die  Punkte  Ä^y  A^  liegen  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  durch  die  Punkte  A^^  A^  gehenden  Ge- 
raden. 

Wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem  der  Theil  der  Ebene  der  xy ,  in  v^^elchem  A^  liegt,  und  die 
Grosse  x^ — Xx  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist 
nach  dem  Obigen: 

^0—^2  =  C(aro— ^i)  ±  Ä(yo— yi), 
yo  — ^2  =  C(yo  -  yi)  T  Ä(a:o -ari) 


und 


^0—^2'  =  C"  (aro  —  a:i)  +  S  (y«  — yi) , 
yo— y2'  =  C"(yo  — yi)  ±  S{x^—xx)% 


also: 


;      ^2'  -^2  =  (C-  C)  (x,-^xx)  ±  (Ä+  so  (yo -yi), 
y2'  -  y2  =  (C-  CO  (yo  -yi)  +  (Ä  +  ÄO  (a?o  -a:i) ; 

folglich,  i^ie  man  sogleich  übersieht: 

£;a  =  aa2{(C-C0*  +  (S+  Ä0«1. 
Also  ist  nach  I.  und  IL: 
23)    .    .    .       £*  =  «a*l(C-CO*+(STS')«), 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Punkte  A^  und  A^  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegeiigesefs- 
ten  Seiten  der  durch  die  Punkte  A^  und  Ax  gehenden  Geraden  liegen. 

Führt  man  die  obigen  Ausdrücke  von  C,  iS  und  C,  S'  in  die 
Formel  23)  ein,  so  erhält  man  mit  derselben  Bestimmung*  wegen 
des  Zeichens  wie  vorher: 

24) 


4/  /sinAi^»~7  /^sinA/\^        sinAisinV        ,* 
^=«^V  VSSV   +VSSV;  -^sinA^sinV^^"^^- 


TAoO 
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und  natürlich  gaoz  eben  so: 

24*) 

Diese  Formeln  sind  allerdings  schon  bekannt,  lassen  sich  aber 
aus  unseren  obigen  Ausdrücken  mit  besonderer  Leichtigkeit  und 
Allgemeinheit  ableiten. 


Till. 


Uebei*  Länge  und  Breite,  reducirte  Länge  und  redu- 
cirte  Breite  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid. 


Von 

dem  Heransgeber. 


§.  1. 

Wenn  es  künftig  nothig  werden  sollte,  die  Erde  nicht  mehr 
als  ein  Rotations -Ellipsoid,  sondern  als  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 
zu  betrachten j  so  würde  sich  daraus  auch  von  selbst  die  Noth- 
wendigkeit  ergeben,  die  bis  jetzt  bloss  för  das  Rotations -Ellip- 
soid geltenden  Begriffe  von  Länge  und  Breite  auf  das  dreiaxige 
Ellipsoid  zu  erweitern,  ferner  zu  zeigen,  was  man  auf  einem  sol- 
chen Ellipsoid  unter  reducirter  Länge  und  reducirter  Breite  zu 
verstehen  hat,  so  wie  möglichst  elegante  Formeln  zu  entwickeln, 
welche  die  zwischen  diesen  verschiedenen  geographischen  Ele- 
menten Statt  findenden  Relationen  ausdrücken,  wobei  wir  rück- 
sichtlich der  reducirten  Länge  und  reducirten  Breite  zu  erinnern 
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nicht  unterlassen  wollen,  dass  die  erste  dieser  beiden  sehr  wich- 
tigen HölfsgrSssen  nur  bei  dem  dreiaxigen  £Hipsoid  vorkommt 
und  demselben  eigenthümlich  ist,  indem  bei  dem  Rotations- Ellip- 
soid  Länge  und  reducirte  Länge  identisch  sind  oder  mit  einander 
zusammenfallen,  weshalb  man  auch  bekanntlich  bei  dem  Rotatioos- 
Ellipsoid  bis  jetzt  >)ur  die  reducirte  Breite  gekannt  und  stets  nur 
von  einer  solchen  gesprochen  hat.  Die  vorliegende  Abhandlung 
ist  bestimmt,  die  erwähnten  neuen  Begriffe  fär  das  dreiaxige 
Ellipsoid  gehörig  festzustellen,  und  die  zwischen  den  durch  die- 
selben bezeichneten  Grössen  Statt  findenden  Beziehungen  im  All- 
gemeinen zu  entwickeln. 


§.  2. 

Wir  beginnen  mit  einigen  allgemeinen  Betrachtungen  über  die 
Normalen  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  dessen  Gleichung,  wenn 
jr,  1),  ;  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen. 


(O"H0'+ft)'  =  ' 


sein  mag. 

Bezeichnet   {xyz)  einen   beliebigen,  aber   bestimmten   Pankt 
dieses  Ellipsoids,   so  dass  also  auch 


^'  ■  •  •  e)'+a)'+Gy=- 


ist,  so  sind  bekanntlich  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie 
die  Gleichungen  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Normale  des 
Ellipsoids :  ^ 

3) ^.=^^1=JI^\IZ1. 

^  1.  ± 

a«  6*  c* 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  'welche 
die  beiden  von  dem  Punkte  {xyz)  ausgehenden  Theile  dieser  Nor- 
male mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  jr,  9,  ;  einsehliefl- 
sen,  im  Allgemeinen  durch  a,  ß,  y;  so  ist  bekanntlich,  wetin  G 
einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

cosa  =  Cr-2»    cosj5=Cr|5>     cosy  =  Cr-ä; 
folglich : 


nnd  reducirle  Breite  auf  dem  dreiaxigen  Ellips&td.  g] 

t 

also : 

1 


v(s)"-^©'+ö)' 


und  daher  nach  den  obigen  Formeln : 

X 

cos  a  =  -I- 


a« 


V(ä)- + {ff + ö)*  ■ 


4)     .    .      <  cosj5  =  4: 


\^ex + (S)  *  (ij ' 


cosy=J: 


c« 


V  er + ©•  -^  &)' 


wo  es  sich  nun  hauptsächlich  um  eine  Bestimmung  handelt,  wie 
io  diesen  Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Offenbar  entsprechen  die  in  den  vorstehenden  Formeln  vor- 
kommenden doppelten  Zeichen,  oder  die  von  denselben  gelieferten 
doppelten  Werthe  von  cosa,  cosj?,  cosy,  den  beiden  Theilen  der 
Normale 9  welche  von  dem  Punkte  (xyz)  aus  nach  dem  äusseren 
und  dem  inneren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehen.  Bezeichnen 
vnr  überhaupt  in  dem  Theile  der  Normale,  welchem  die  Winkel 
a,  ß,  y  entsprechen,  einen  beliebigen  Punkt  durch  (XTZ),  und 
dessen  Entfernung  von  dem  Punkte  (xyi)  durch  E,  so  Ist  offen- 
bar in  völliger  Allgemeinheit: 

X=  X  -i-  Ecosa, 

Y=:y  +  Ecosß, 

Z  =  2  +  Ecosy; 
also: 

X     X  ,  E 

—  = — I-  —  cos«» 
a      a       a 

-^=-+-^cosß, 

Z      2      E 

c      c       c        ' 

Iheil  XXXVI.  6 
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und  daher: 

(f)'  +  (3)'+(f)'='+^*^Ö'°"'+^'°"'+?""'') 

+  ^I(T)Xt^)'+(^)'! 

folglich,  weil  nach  4): 
ist: 


2 


©'+a)^(iy='±»v"(s)^(s)'+(^) 

Liegt  der  Punkt  (XYZ)  in  dem  von  dem  Punkte  (a:yz)  aus  nach 
dem  inneren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Theile  der  Nor- 
male,  so  ist  es  immer  verstattet,  diesen  Punkt  innerhalb  des  Ellip- 
soids  anzunehmen,  und  unter  dieser  Voraussetzung  ist  nach  einem 
bekannten^  grösserer  Deutlichkeit  wegen  in  der  Anmerkung  zu 
diesem  Paragraphen  besonders  bewiesenen  Satze 

jenachdem  der  Punkt  (XYZ)  in  dem  von  dem  Punkte  (xyz)  aus 
nach  dem  äusseren  oder  Inneren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehen- 
den Theile  der  Normale  liegt.  Also  entspricht  in  der  obigen 
Gleichung  offenbar  der  grössere  und  kleinere  der  beiden  in  ^er 
Formel 


1± 


I 

enthaltenen  Werthe  dem  von  dem  Punkte  (xyz)  aus  nach  dem 
äusseren  und  inneren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Theile 
der  Normale,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  man  in  den 
obigen  Formeln  für  den  von  dem  Punkte  (scyz)  aus  nach^  dem  , 
äusseren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Theil  der  Normale 
die  oberen  9  für  den  von  dem  Punkte  (anyz)  aus  nach  dem  inneren 
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Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Theil  der  Normale  die  unte- 
ren Zeichen  nehmen  muss.  Beziehen  sich  also,  wie  von  jetzt  an 
immer  vorausgesetzt  werden  soll,  die  Winkel  «,  ßy  y  stets#auf 
den  von  dem  Punkte  (xyi)  aus  nach  dem  äusseren  Räume  des 
Ellipsoids  hin  gehenden  Theil  der  Normale,  so  müssen  wir  nach  4): 


X 

cos  a  = 


a« 


^{S)'<^'<^)'  , 


5)    .    .    .  <   cos/J= 


V"ö)'+©"+Ö)'' 


c* 


COS}*  = 


SW^W^' 


setzen. 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich : 


^  =  acos«V(S)   +(S)   +W   ' 


—  =:ccosy 

c  ' 


folglich,  wenn  man  quadrirt  und  addirt,  nach  2): 

(a«cosaHÄ«cos/^+c«cosr«)|(§)"  +  (j)   +(;j)'^  =  »' 


also: 


.    V(aV    ^\bV   "'■(cV    ""Va^cosaHft^e 


»+ft»cosj3«+c*co8y* 
daher  nach  5): 


6' 
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a^cosa 


x-=i 


6) 


y  = 


V^d*  cos  a*  +  6*  cos  j5*  +  c^  cos  y* 

6«cos^ 

V  a«cosa«  +  6aco8/3«  +  c^cösY* 

c*cosy 
Va^cosa«  +62cos|3*  +  c^cosy« ' 

^         1/2 

oder ,  wenn  man  bloss  die  Verhältnisse  —  -   x »   ~  >n  Betracht  zieht  : 

a     h     c 


X 


a  cos  CK 


«       V  oleosa«  +  62cosjS*  +  c^cosy^' 


7)    .    . 


y^ 


bcosß 


b       V  a«  cos  «2  +  6«  cos  ^^  +  c«  cos  y« ' 


ccosy 


c       Va^cosa«  +  6«cosj3*  +  c^cosy«  ' 

mittelst  welcher  Formeln   sich   die  Coordinaten  x,  y,  z  oder  die 

Verhältnisse  -•  r*  -  berechnen  lassen,  wenn  die  Winkel  ce,ß,y 

a     0     c  » 

gegeben  sind,  so  dass  also  die  Lage  des  Punktes  (:r^2)  auf  dem 
Ellipsoid  vollkommen  durch  die  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel bestimmt  wird,  welche  der  von  dem  Punkte  (xyz)  nach  dem 
äusseren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehende  Theil  der  Normale 
in  diesem  Punkte  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  X,  t^,  } 
einschliesst. 


Anmerkung. 

Der  oben  angewandte  Satz,   der   nicht  immer  mit  gehuriger 
Strenge  bewiesen  wird,  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 

Sei  wie  oben 


©•■^a)"*(D'= 


I 


die  Gleichung  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  jetzt  aber  {XYZ)  ein 
beliebiger  Punkt  im  Räume  und  R  dessen  Entfernung  von  dem 
Anfange  der  Coordinaten.  Bezeichnen  nun  a,  ß,  y  die  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welche  die  von  dem  Anfange  der  Coor- 
dinaten aus  nach  dem  Punkte  (XYZ)  gezogene  Gerade  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  jr,  t),  ?  einschliesst,  so  ist  olffen- 
bar  in  viilliger  Allgemeinheit: 
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^=/2cosa,     F=:i2cos/5,     Z=/2cosy. 

Ist  jetzt  {xyz)  der  Durcbschnittspunkt  der  in,  Rede  stehenden 
Geraden  oder  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  {XYZ)  hinaus 
mit  der  Fläche  des  Ellipsoids  und  r  die  Entfernung  dieses  Üurch- 
sebnittspunkts  von  dera  Anfange  der  Coordinaten,  so  ist  eben  so: 

ar=:rcoscr,     y=zr  cos  ß,     2  =  rcosy. 

Also  ist : 


und   Folglich 


X         r*      y         r*     z         r 

X  _R   X        Y      R    y       Z      R    z 

a         T     a        0        r     b       c        r    c 


woraus 


aiso>  weil 
ist, 

folgt.     Weil  nun  der  Punkt  (XYZ)  offenbar 

innerhalb,    in  der  Fläche,    ausserhalb 

*  • 

des  Ellipsoids  liegt,  jenachdem 

Ä<r,     Ä  =  r,     R>r 
ist ;    so  liegt  nach  dem  Vorhergehenden  der  Punkt  (X  YZ)  offenbar 

innerhalb,    in  der  Fläche,    ausserhall^ 
des  Ellipsoids 9  jenachdem 

ist,   welcher  Satz  bewiesen  werden  sollte. 
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§.3. 

Eid  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  auf  unserem  Eliipsoid 
sei  A,  und  x ,  y,  %  seien  die  Coordinaten  desselben,  so  dass  also 


e^(o*+ey= 


ist.  Ziehen  wir  nun  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  nach  der 
Projection  iles  Punktes  A  auf  der  Ebene  der  xt^  eine  Gerade,  so 
soll  der  von  dieser  Geraden  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  %  eingeschlossene  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  t^  hin,  also  durch  den  rechten  Winkel  {tXji)  hindurch,  von 
0  bis  360^  zählen,  die  Länge  des  Punktes  A  genannt  und  im 
Folgenden  durch  L  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  ferner 
in  dem  Punkte  »A  die  Normale  des  Ellipsoids  gezogen,  so  soll 
der  90^  nicht  übersteigende  Neigungswinkel  dieser  Normale  gegen 
die  Ebene  der  jrt^,  indem  wir  diesen  Neigungswinkel  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  der  Punkt  A  auf  der  posi- 
tiven oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  ;rt)  liegt,  die  Breite 
des  Punktes  A  genannt,  und  im  Folgenden  durch  B  bezeichnet 
werden. 

Wenn  wir  hier  die  Länge  und  Breite  auf  die  Ebene  der  xtf 
bezogen  haben,  so  liegt  darin  freilich  eine  gewisse  Willkiihrlich- 
keit,  indem  man  naturlich  eben  so  gut  jede  andere  der  drei  Coor- 
dinatenebenen  hatte  zu  Grunde  legen  können.  In  besonderen 
Fällen  wird  man  sich  immer  darüber  einigen  müssen,  welche  der 
drei  Coordinatenebenen  am  zweckmässigsten  als  Ebene  der  jr^, 
auf  welche  die  Länge  und  Breite  nach  den  obigen  Begriffen  dann 
zu  beziehen  sind,  anzunehmen  ist,  worüber  das  Weitere  jetzt 
nicht  hierher  gehört,  indem  wir  uns  in  dieser  Beziehung  mit  der 
Bemerkung  begnügen,  dass  man  bei'm  Rotations  -  Eliipsoid  bekannt- 
lich immer  die  auf  der  Drehungsaxe  im  Mittelpunkte  senkrecht 
stehende  Ebene,  nämlich  die  Ebene  des  sogenannten  Aequators, 
iais  Ebene  der  xt^  annimmt,  und  auf  diese  Ebene  die  Länge  und 
Breite,  wie  wir  dieselben  oben  im  Allgemeinen  definirt  haben, 
bezieht. 

§.  4. 

Zunächst  wollen  wir  jetzt  die  Coordinaten  a:,  y^  z  des  Punk- 
tes A  allgemein  durch  seine  Länge  L  und  seine  Breite  B  auszu- 
drücken suchen. 


I 
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Zu  dem  Ende  ^bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  der  von  dem  Punkte  ^  ausgehende«  ausserhalb 
des  Eliipsoids  liegende  Theil  der  Normale  in  diesem  Punkte  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  jr,  t^,  |  einschliesst,  durch 
^9  ßy  y\   80  ist  nach  5)  bekanntlich: 


cos  a  =  — r-  ^   '      -  > 


V  (5)- +(«■+&)• 


y_ 

cosp  = 


<i^'<ff<i)'' 


cosy  = 


c« 


V1J^®W 


Offenbar  ist  in  völliger  Allgemeinheit  J9=90^— y,  also  sinfi^cos}/, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


8)     .     .     .     sin£=: 


c« 


vww^y 


woraus  sich,    weil   unter  den   gemachten  Voraussetzungen  cosfi 
stets  positiv  ist, 


9)    .    .    .     <QOsB= 


a 


V  (5)'  +  (&)• + &)■ 


also: 


10)     ...     .       tangi?  — 


c« 


V  (5)' + ©* 

ergiebt. 

Femer  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

11)    .    .  a:=cosX.  V^a?*+y*,    y=sinX.V^a:*+y*; 
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12) y=a;tangL, 

und  folglich 

13) •     |  =  ftangL. 

Aus   der   Gleichung  10)   folgt: 

also  nach  12) : 

oder,  weil  nach  11)  die  Grossen  x  und  cosL  immer  gleiche  Vor- 
zeichen  haben : 

i«x  «*^  4r/cosX\«  ,  /sin/vV   ^        _. 

Well  nun  bekanntlich 

(0^(f)'-<O'=' 

ist,  so  erhält  man  nach  13)  und  14)  die  Gleichung: 

oder 

x'^  \  )=co8L*cosB«, 

.     « r/cos  LV  .    /sinJLX^ni   .    .^ 

folglich,  weil  o:  und  cosX/  gleiche  Vorzeichen  haben   und   co%B 
stets  positiv  ist: 

=  cos  h  COS  1?. 

Nimmt  man  hierzu  die  Formeln  12)  und  15),  so  erhält  man  die 
folgenden  merkwürdigen  Ausdrucke  zur  Bestimmung  der,Coordi- 
naten  x,  y,  i  durch  die  Länge  und  Breite  L  und  Bi 
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16) 


COS  L cos  B 


Vl(¥)X¥)V^^^K=!^)'i-'"'' 


sin  L  COS  ^ 


VK'^)'+('T)'i-»'+«'i(^)'+(=^)Vi-»-' 


c« 


Setzt  man  in  diesen  Formeln   a^=^b,    so  erhält  man  för  das 
Rotations  -  Ellipsoid  die  folgenden  bekannten  Formeln: 

/  acosXfCosjff 

,xz=, 


y  cosÄ^+^sinÄ« 


asinliCosjB 


17)    ....     ^  Y  cosi5«  +  ~sinfi« 


4  ■ 


c« 


a-ssinfi 


a« 


y  cosÄ«+~sinÄ* 


oder,    wenn  wir  in  diesem  Falle  unter  der  Voraussetzung,    dass 
c  <  a  ist. 


.2 


18) «'  =  *-^» 


setzen : 


acosXcos^ 


18*) /  y  = 


z 


Vl-e«sinÄ«' 

asinXfCosfi 
Vi  — e^sinS^' 

fl(l~e^)sing 
Vl-e*sini?*' 
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§.6. 


Wegen  der  Gleichung 


©*+(0'^©'= 


können  wir  offenbar 

19)  .  .  j?=aco8£co8S,    ^  =  68in£cosS,    z  =  csinS 

setzen,  wenn  wir  die  Winkel  £,  16  nur  den  folgenden  Bedingun- 
gen unterwerfen. 

Der  Winkel  S  wird  absolut  nicht  grosser  als  90^,  aber  po- 
sitiv oder  negativ  genommen,  jenachdem  z  positiv  oder  negativ 
ist,  also  der  Punkt  Ä  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der 
Ebene  der  jrt)  liegt^  und  hat  folglich  mit  B  immer  gleiches  Vor- 
zeichen, wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  cosS,  eben  so 
wie  cos^,  stets  positiv  ist.  Der  Winkel  £  wird  von  0  bis  360^ 
gezählt,  und  zwischen  0  und  9(M>,  90»  und  180^,  180<»  und  270o, 
270^  und  360^  genommen,  jenachdem  x  positiv  und  y  positiv,  x 
negativ  und  y  positiv,  x  negativ  und  y  negativ,  x  positiv  und  y 
negativ  ist,  so  dass  also  L  und  £  immer  gleichzeitig  zwischen  0 
und  90^,  90«  und  ISO®,  ISO«  und  270o,  270^  und  360<»  liegen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  werden  £  und  S  respective  die 
reducirte  Länge  und  die  reducirte  Breite  des  Punktes  Ä 
genannt,  und  sind  im  Allgemeinen  als  zwei  Hulfswinkel  zu  be- 
trachten, welche  bei  der  Vereinfachung  der  Formeln  und  der  dadurch 
bewirkten  Vereinfachung  der  numerischen  Rechnungen  in  vielen 
Fällen  die  vortrefflichsten  Dienste ^  leisten. 


•  §.*  6. 

Zuerst  wollen  wir  nun  die  Crrossen  X,  B  und  £,  S'mit  ein- 
ander vergleichen. 

Nach  16)  und  19)  hat  man  die  folgenden  Ausdrucke 
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20) 

COS  £  cos  T6 
cobL 


a 


cos  B 


sin  IT  COS  )$ 
sin  L        n 

■      yr  COSjg 

sinS 


aT/cosLV     /sinLV     .    « 


V./cosJLy  .  /siniV?        «..   ^c/cosiV  .  /sinM*,  .  ^ 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

21)    .    .    .    tangir=  rtangL,    tangli= -tang£ 
oder 
22) atangX  =  6tang£. 

Für  das  Rotations -Ellipsoid,  also  für  a  =  b,  ist  folglich  £=:L, 
und  in  diesem  Falle  sind  daher  Länge  und  reducirte  Länge  ein- 
ander gleich. 

Werden  die  beiden  ersten  Gleichungen  in  ^)  quadrirt  und 
dann  zu  einander  addirt^  so  erhält  man,  iveil  cos£^  und  cosS 
beide  stets  positiv  sind,  die  Gleichung: 

23) cos» 


2 


folglich,    wenn  man  diese  Gleichung   mit    der    dritten   der  Glei- 
chungen 20)  verbindet: 
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/co8i\*     /sinLy 
24)    .   .    tang»=c^/      T^^Iy-^^j^ä-tangÄ 


oder ; 


25)  tang»  =  c%/     yprä — /taneJLV  •*»"?*• 
Nach  21)  ist  aber: 

was  nach  25)  zu  der  merkwürdigen  Formel 

26)  .    .    tang»  =  cVC-T^X  +  (^Tt«»g^ 
führt. 

Für  das  Rotations- El lipsoid^  wo  a=6  ist«  wird  diese  Formel 

27)  .  .  .  tangB  = -tangÄ   oder   tang ß  =  - tangJS. 

Auf  dem  allgemeinen  dreiaxigen  Ellipsoid  hat  man  also  nach 
dem  Vorhergehenden  zur  Berechnung  der  reducirten  Länge  und 
Breite  aus  Länge  und  Breite  die  Formeln: 

28) 
tangir  =  |tangL,    tang»=:cY  ("V")  +(^)     t^"?^; 

und  zur   Berechnung  der   Länge  und   Breite  aus   der   reducirten 
Länge  und  Breite  die  Formeln: 

29)    tangi  =  ^tang£,    tangl?:=:  ^^^^ 


yfO^Hi^t 


§.7. 
Aus  den  Gleichungen  16)  ergiebt  sich  leicht: 
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l(^  +(-r^}  ('=•'««'+''•  l(-^;  +(-6^;  1""^ 

also  nach  5)^und  16): 

30) 

— K-cosB  ,«  cosB 

COSdfSS — ^  ,     C08p  = 


cos  y  =  sin  ^ ; 

mittelst  welcher  Formeln  er,  ß,  y  aus  Xi«  ß  gefunden  werden. 
'  Nach  19)  ist  aber  auch : 

und  folglich,    weil  nach  26) 

"^y   +V"~Ä--;  l=ltiü^/ 


c« 


ist : 


(s)%a)Vö;=(^)'(Sfiy+(=^)" 

also,  weil  sin^  und  sinS  immer  gleiche  Vorzeichen  haben: 


f(^)%©%(p)-=i:i|. 


V 


Folglich  ist  nach  5)  und  19): 

cos£cosS    cwxkB                   sinlTcos}}  csiniS 
cosa^ ^* — »  .%♦  y    cosp= 7 • — '* — ^-> 

sin]?   csinB 

cos  y  = •    .   ^" ; 

'^  c       «in  Ä 
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woraus  sich  unmittelbar  die  folgenden  eleganten  und  merkwürdi- 
gen Formeln  ergeben : 

31) 

c  '        c 

cosa=-co8£cotSsiD^9    co8/?=  rsinlTcotSsinS,    C08y=sinß. 

Leicht  erhält  man  hieraus : 

a«cosa«  +  6acos/3«  +  c«cosy«  =  c«(^^|^^  , 
und  folglich,  weil  sin^  und  sin)^  stets  gleiche  Vorzeichen  haben: 

.— — ^— — — — — — — — ^— _____  fiin  J? 

32)  .    .     V  oleosa*  +  6«co8/3«  +  c«cosya  =  c  -^-^. 

Aus  den  Formeln  31)  erhält  man  auch  sogleich  durch  Division: 

cosß       a^        ^ 

^3=  7tang.£, 

cos«       6      ®    ' 

33)  .  .    ■ 

cos«       c       ^    ^^      cos/3       c  .   ^    x^ 

=  -cos£cotj8^,     =  xsin£cot}3; 

cosy       a  cosy       6 

und  aus  den  Winkeln  a,  ß,  y  werden  also  die  Coordinaten  x,  y,  z 
leicht  mittelst  der  folgenden  Formeln  berechnet: 

/  ^       b   cosß  ^      c   cos£cosy      fc  sin£cosy 

'   tanff£  =  -  • -*    tangB  = ^  =  i' — ' — s-^» 

°  a  cos«  "  a       cos«  ö  •     cosp 

34W  a:=:aco8£cos35, 

^=:6sin£cos}$, 

z  =  C8in)$. 

Weil  nach  den  Formeln  30)  stets  cosof  und  cobL,  CBsß  tind 
sinXy  also  nach  den  in  §.  5.  gegebenen  Bestimmungen  auch  cosa 
und  cos£,  cos/3  und  sin£  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  muss 
mittelst  der  ersten  der  vorstehenden  Formeln  £  so  bestimmt  wer- 
den, dass  cos£  mit  cos«,  8in£  mit  cos/?  gleiches  Vorseicben 
hat,  woraus  sich  die  folgenden  Regeln  zur  Bestimmung  von  £ 
mittelst  der  in  Rede  stehenden  Formel  ergeben: 

Wenn 

costt  cos/3 

positiv  positiv 

negativ  positiv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 
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ist^   so  ist  beziehungsweise: 

.   0   <£<    90<», 

900  <  £  <  180O, 

180«  <  £  <  270O, 

2700  <  £  <  3600. 


§.8. 

Zvvei  beliebige  Normaleo  seien  durch  die  Winkel  cxq»  ßo^  fo 
nnd  0|,  ßi9  yi  bestimmt,  und  eo  sei  der  von  den  beiden  ausser- 
halb des  Ellipsoids  liegenden  Theilen  dieser  ^Normalen,  denen  die 
Winkel  Oq^  j^o»  7o  ^^^  ^i»  ßi»  7i  entsprechen,  eingeschlossene, 
1800  nicht  übersteigende  Winkel;  so  ist  bekanntlich: 

-    cos  CD  =  cos  ccq  cos  Ui  -f  cos  /?o  cos  ßi  -f  cosyo  cos  Yi. 

Nach    31)    ist  aber,    in    leicht   durch   sich  selbst    verständlicher 
Bezeichnung: 

(* 

COS  ßo  =  7sin  £o  cot  So  »^oBq, 
cos  7o  =  sin  Bq 


und 


cosO|  =—  cos  £i  cot^i  sin  Bi , 


€7 

COS  1^1  =  T  sin  £i  cot  }$i  sin  ß^ , 
cotyi  =  sin^i ; 
also,   wie  man  leicht  findet: 

35) 

•    D    •    i»  II  ■   9     A%t      A\±  /cos fii, cos £i  ,  sin£||Sin£,\, 
cos  a = sin  Bq  sin  ^|  { l-Hc^cotSio  cotJÖi  ( ^ ^  + rä ^  j } 

oder : 

36) 

cos  (o  =  sin  ßo^ini^  {1-f  ^cotS^oCotSi  (cos£oC08£i-Hpsin£;)Sin£i)| 
=sin£osiD£i  { l+pcqt35oCot)$i  (8in£;)Sin£|  -|— icos£ocos£i)). 
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^  37)    cos<o=sinÄosin^i{l  +  ^cos(jCo-^iri)cotBoCot»i} 
oder,  weil  in  diesem  Falle  £o  =  -^o  und  ^1=^1  >8t: 

38)  cos  CO = sin  ß^  sin  Äi  { 1  +  -^  cos  (Lq—Li  )  cot  38o  cot  38i  |. 

Für  die  Kugel  ist   folglich : 

39)  cos  (a=8\nBQ8inßi  -i-  cos  (Lq — Li) cos ß^ cos ßi , 

wie  schon  aus  der  sphärischen  Trigononüetrie  leicht  zu  schliessen  ist. 

§.  9. 

In  der,    dem  durch  die  Coordinaten 

x=acoa£co8Tiy    ^=6sin£cosS,    2  =  csinB 

bestimmten  Punkte  des  Ellipsoids  entsprechenden  Normale  des- 
selben wollen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  (XYZ)  annehmen,  und 
dessen  Entfernung  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  ^),  indem  wir 
dieselbe  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  der  Punkt 
(XYZ)  von  dem  Punkte  (a:yz)  aus  nach  dem  äusseren  oder  inne- 
ren Räume  des  Ellipsoids  hin  liegt,  durch  h  bezeichnen;  so  ist 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

40)  -X  =  a:  +  Äcosa,     F=y  +  Äcosj3,     Z=z-fAcosy; 

folglich : 

^=:acos£cosS  -H^costt, 
F=  6  sin  £  cos  S -f- A  cos /}, 
Z^csinTi  +  hcoay; 

und  daher  nach  31): 

hc 

X  =  (asinB  +—  sinÄ)cos£cot5J, 

a 

hc 

41)  .  .  .        i  F  =  (6sin» +ysinÄ)sin£eot», 

Z  =:csin38H —  sin5J. 

c 


*)  Hohe  des  Paukte«*  (XJZ)  über  der*  Meeresflächc. 
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Füf  d§L8  Rotations •  Ellipsoid  ist  bekanntlich: 

a  =  b,    t^=iL,    cot38  =  --cotÄ=-cotÄ; 

c  c 

also : 

42) 
^=:  {acosli-{-hcoBB)coBL,     F=  (acos}$  +  ä cos Ä) sin X» , 

«  Z  =:  c  sin  ]$  -f  A  sin  ß. 

Für  die  Kugel  ist  c  =  a  und  Ti=iBj    also: 

43) 
JICs=(a-|-A)cosXeos£^,     F=(a  +  Ä)sinX*co8^,     Z=(a+Ä)sinÄ. 

Die  Gleichung  des  Horizonts  des  Punktes  (XYZ)  bat  im  All- 
gemeinen die  Form 

^(jr-^)  +  Ä(t^-F)  +  C(j-Z)  =  0, 

und  die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (xyz)  sind: 

X  y  z    * 

^  6«  c« 

also  ist,  weil  diese  Normale  auf  dem  Horizont  senkrecht  steht. 
Dach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung  des 
Horizonts : 

44) 5(r-^^+ J(i)-  n  +  ^(j~Z)=0; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

45) 

cos£cos}$.       .,     .  V»  .  ^^  .    »v        ^     A-**»  * 
{r— (asin)J+}— sinÄcosjCcotB 

.  sinlTcosSi  /r  .  -i*  .  ^  •    »x   •    ^f     *\±»  \        n 

+ T {i?  — (6smB  + -T-sin-ö)8inircot}5)  f  =^ 


oder: 


+ {|  — (csin]5+— sinÄ)l 


46) 


{jr— (asm)J  +  — smB)cos£cot)J) 


a  « 


+  ?l£i{t,— (6sin»+^sin^)sinircot»l  ^  =  0. 

+  t?5g»{j«(esin»  +  ^%inB)!. 
c  c 
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Für  das  Rotations -Ellipsoid  ist  die  Gleichang  des  Horizonts 
von  {XYZ): 

47) 

COsXfCOs}^  ,  ««.    .     V  z»\        -  r  I 

ijT— (acosÄ  +  AcosÄ)cosX| 

+ {» — (acos)$ -f  AcosiS)sinIi)  V  =0, 

a 


+  ?iIi^|j_(csin»  +  AsinÄ)} 


also: 


{3^— (<<cos)$-|-Acos^)cosL}cosL 
+  |t^  — (acos]8+Acos^)sinL}sinX  f  «.q 

+  {j  — (csin»  +  AsinB)}.^tang» 

folglich  nach  27): 

48) 

{jr — (acos)$+AcosÄ)cosX}cosL 

+  1^— (acosB  +  ÄcosÄ)sinii}  sioX  ^=0. 

+  t|-(csinS-f  Asinß)}tang£r 

Für  die  Kugel  wird  diese  Gleichung: 

49) 

{jr  *-  (fl  +  A)  cosXcos^}  cosX 

-f{t) — (a-f  A)  sin  Leos  £)  sin  Xr  }  =0. 

+ 1  ?— («4- A)sinjB}tangjB 

§.  10. 

ff 

Da  der  Punkt  (XYZ)  in  der  Normale  des  Punktes  (xyz)  liegt, 
so  hat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  Gleichungen : 

^  P  ^ 

Sollen  nun  aus   den  gegebenen  Goordinaten  JT,  Y,  Z  die  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  gefunden  werden,  so  setze  man: 


ttnd  redudrte  Breite  auf  dem  dreidxiffen  EUipsoid,  99 


' 

X — X 

X     ■" 

F— 

y 

6« 

woraus 

50)     .    . 

X 

= 

X 

y- 

r             z 

folgt,   so  dass  es  also  bloss  darauf  aDkommt^  die  Grosse  G  zu 
finden.    Dazu  hat  man,  weil 

ist,   die  Gleichung: 

also  die  Gleichung 

51) 

©'(»+p)»(H§)H(D\H|)'Kl+,%H(f)«(l+J^«(l+f^« 

welche  vom  sechsten  Grade  ist. 

Für  das  Rotations- Ellipsoid,  wo  a=6  ist,  wird  diese  Gleichung: 

52) 

(|)*<H-i.'+  (f )"(u|)H(f/(l+  f^  =  (.  +  |)M+  §)•. 

welche  Gleichung  vom  vierten  Grade  ist. 

Für  die  Kugel  wird  vorstehende  Gleichung: 

53) ^^-^---  =  <l  +  ä)'> 

woraus  sich 

54)    ...    .     G  =  a(-fl± V-X2+  Y^+2S^) 
^  ergiebt. 

7* 
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Wenn  die  Höhe  h  im  Verhältniss  zu  den  Dimensionen  des 
Ellipsoids  sehr  klein  ist,  so  sind  offenbar  X,  Y,  Z  sehr  wenig 
verschieden  von  respective  x,  y,  %,   und   in  Folge  der  Gleichun- 

c     c     c 

gen  50)  müssen  also    -^f    ji^»    ~2  ^^^  ^"'^  ^^^^  nahe  kommende 

Grössen  sein.  Schreibt  man  nun  die  obige  Gleichung,  aus  wel- 
cher G  bestimmt  werden  muss,  unter  der  Form 

entwickelt  die  Potenzen  mit  dem  Exponenten  — 2,  und  vernach- 
lässigt a41e  Glieder,  welche  von  der  zweiten  Ordnung  und  von 
höheren  Ordnungen  sind ;    so  erhält  man  die  Gleichung : 


D*<'-§)^(i;<-g)+(f;<'-4='. 


/X\^ 


woraus  sich  zur  Bestimmung  von  G  die  Näherungsformel: 


M  ©•+©■+©• 


ergiebt.    Diesen  Näherungswerth  von  G  nach  bekannten  Metho- 
den weiter  zu  corrigiren,   wird  selten  Schwierigkeiten  darbieten. 


*  für  jtilf  betiebiiji  Ebene  i. 


IX. 


.  lErnomonik   für  jede   beliebige  Ebene   im  Räume,   mit 

Rücksicht  auf  die  Anwendung  der  neueren  Geometrie 

zur  Ausführung  gnomonischer  Constructionen. 


dem    Herausseber. 


Der  Zweck  dieser  Aljhaiidlung  ist,  eine  Methode  zu  endvitikelti, 
nach  welcher  für  jede  beliebig  im  Ijaune  gegebene  Ebene  eine 
Sonnenuhr  in  allen  ihren  Theilen  constrairt  werden  kauii,  ohne 
die  Lage  dieser  Ebene  gegen  die  bekannten  astronomischen  Kreise 
etwa  mittelst  des  (Niveaus,  der  »af^netiiadel,  deren  Declination 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  und  die  Lage  des  Stifts  oder 
Stils  mittelst  der  aus  einem  Verzeichnisse  der  geographischen 
Breiten  oder  einer  Karte  zu  entnehmenden  Polhühe  des  Beobach- 
tungsorts vorher  bestimmen  zu  müssen.  Vielmehr  soll  die  Me- 
thode der  Verzeichnunt;  alle  diese  Elemente  aus  den  zu  Grunde 
gelegten  Beobachtungs- Daten  selbst  liefern,  was  wohl  auch  von 
jeder  wahrhaft  wissenschaftlichen  Methode  verlangt  werden  muss, 
indem  die  vorher  genannten,  grOsstentbeils  ganz  mechanischen 
Hülfsmittel  als  sehr  unwissenschaftliche  bezeichnet  werden  müs- 
sen, deren  Anwendung  man  allenfalls  einem  Laien,  der  zu  seinem 
Vergnügen  sich  eine  Sonnenuhr  construirt,  aber  nicht  dem  wis- 
senscbafllichen  Mathematiker  und   Physiker  verzeihen  kann. 

Eine  solche  Methode,  wie  ich  sie  im  Folgenden  entwickeln 
werde,  hat  zwar  schon  Sartus  angegeben'),  und  eine  wesentlich 
verschiedene  mochte  sich  wohl  auch  schwerlich  angehen  lassen, 
wie  Jeder  leicht  einsehen  wird,  der  mit  den  hier  zur  Anwendung 
kommenden  astronomischen  Lehren  gehörig  bekannt  ist.     Sarrus 


■J  M.  . 


lirlmichlUi;!! 


Wc« 


ntiiuheii 
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bat  aber  diese  Metbode  nur  auf  eine  geometrisch e'Constniction 
zürückgefiibrt^  die  zivar  sehr  sinnreich  und  bemerkenswerth  ist, 
bei  der  praktischen  Ausführung  aber  schwerlich  die  erforderliche 
Genauigkeit  gewähren  dürfte.  Ich  werde  daber^  von  denselben 
Beobachtungs  -  Daten  wie  Sarrus  ausgehend ^  in  dieser  Abhand- 
lung Formeln  entwickeln,  mittelst  welcher  sich  alle  zur  Constru- 
ction  der  Uhr  erforderlichen  Stücke  aus  den  durch  die  Beobach- 
tung gegebenen  Elementen  leicht  und  mit  aller  erforderlichen 
Schärfe  berechnen  und  dann  auch  bequem  zur  £ntwerfung  der 
Uhr  durch  Construction  benutzen  lassen.  Zugleich  werde  ich  auch 
den  engen  Zusammenhang  der  entwickelten  analytischen  Formeln 
mit  den  Lehren  der  sogenannten  neueren  Geometrie  in  einer  von 
dem  vorher  genannten  französischen  Mathematiker  abweichenden 
Weise  nachweisen,  so  weit  es,  ohne  mich  von  der  analytischen 
Entwickelung,  die,  wie  gesagt,  hier  mein  eigentlicher  Zweck  ist, 
zu  sehr  zu  entfernen,  geschehen  kann. 


I. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  der  im  Räume  gegebenen 
Uhrebene  denken  wir  uns  einen  auf  dieser  Ebene  senkrecht  ste- 
henden Stift  OS  erri'chtet^  oder  bringen  an  der  Stelle  des  Punk- 
tes S  fm  Räume  ein  in  einer  Metallplatte  befindliches  kleines 
Loch  an,  durch  welcjies  die  Sonnenstrahlen  hindurch  fallen  kön- 
nen, wo  dann  O  die  Projection  dieses  Lochs  auf  der  Uhrebene 
und  OS  dessen  Entfernung  von  der  Uhrebene  ist. 

An  einem  beliebigen  Tage*)  beobachte  man  die  Endpunkte 
dreier  Schattenlängen  des  Stifts  oder  drei  durch  das  Loch  fallende 
Lichtpunkte  auf  der  Uhrebene,  markire  dieselben  auf  irgend  eine 
Weise  und  bezeichne  sie«  oder  die  Endpunkte  der  Schatten  längen 
des  Stifts,  durch  A^  A',  A",  In  diesen  drei  Punkten  hat  man^ 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  alle  zur  vollständigen  Construction 
der  Uhr  erforderlichen,  durch  Beobachtung  zu  bestimmenden  Ele- 
mente,  wobei  die  Lage  der  Uhrebeoe  im  Räume  eine  durchaus 
willkührliche  ist. 

Die  Uhrebene  nehme  man  als  die  Ebene  der  xy  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xyz  an,  dessen  Anfang  der 
Punkt  O  ist.     Die  positiven  Theile   der  Axen  der  x  und  y  kann 


*)  Auf  die  Veränderlichkeit  der  Dedination  der  Sonne  an  einem  and 
demselben  Tage  nehmen  wir  im  Folgenden  überall  keine  RDckticht. 
Zar  Zeit  der  Solstitien  Terändert  sich  übrigens  bekanntlich  die  Deciina- 
tion  der  Sonne  am  wenigsten. 
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~maD  iu  der  Chrebene  willkuhrlich  annehnieti,  der  positive  Tfaeil 
r  Axe  der  i  sei  aber  das  Perpendikel  OS.  Die  Coordiiiateo 
r  Punkte 


in  dem  angenoiumeDen  Systen 
o,  A,c;     a'. 


respective 
i",  ft",  c"; 


1V0  übrigens  die  dritten  Coordinalen  natürlicli  sämmtlicb  rerschninden. 
Den  Punkt  S  betracliten  wir  als  den  IVlittelpankt  der  Sphäre, 
und  bezeichnen  die  drei,  180"  nicht  ilbersteigeiiden  Winkel,  irelche 
der  eine  der  beiden  Theile  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Weltaxe  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Axen  eines  durch 
S  als  Anfang  gelegten,  dem  Systeme  der  xyx  parallelen  Systems 
der  x■^yl^^  einschliesst,  durch  d,  (a,  Ü. 

Ferner  sollen  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  vcelcbe 
die  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen  von  >S  nach  der  Sonne 
gezogenen  Gesichlslinien  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
^i>  ^i>  'i  einschliessea,  durch 

%,  A,  ji;     %' ,  K' ,  fi';     k",  1",  (*" 
bezeichnet  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten   der  Sonne  zu  den  Zei' 
1  der  drei  Beobachtungen  in  dem  Systeme  der  Xiifii^  durch 

1  die  entsprechenden  Entfernungen  der  Soone  von  dem  Ponkle 
I  durch 


^RcosK,        yi=flcosA,         i^^/fcosft; 

^ß'eos»',      y|'=Ä'cosA',       i,'^  Ä'cos(«'; 

\   Xi":=  ti" cos k",    yi"  =  R"cosK",    i,"  =  ß"cosfi"; 

und  sind  nun  die  Coordinaten  der  Sonne  in  dem  Systeme  der 
xyi  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen 

X,  y,  i;    x',y;  i';     x",  y",  i"; 

so  ist  offenbar,  wenn  wir  die  Linie  OS  darcb  ff  hezelchnen, 
also  die  Coordinaten  des  Punktes  S  in  dem  in  Rede  stehenden 
Systeme  0,  0,  H  setzen: 


U 
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2) 

x'  =  Ä'cosx',       y'  =  Ä'cos  i',       2'  =  jy  +  Ä'cosfA'; 
a:"  =  Ä"  cos  X",    y '  =  Ä"  cos  i",     z"  =  Ä  +  Ä"  cos  f*". 

Nach  den  Gesetzen  der  täglichen  Bewegung  der  Sphäre  um 
die  Weitaxe,  wobei  wir  die  Declination  der  Sonne  an  dem  Tage 
der  Beobachtungen  als  unveränderlich  betrachten,  und  nach  einer 
bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  haben  wir  offenbar 
die  folgenden  Gleichungen: 

COSXCOSd-|-COSA.COS0)  -f-COSfACOS^ 

=  cos  %'  COS  Q  -{-  COS  X*  cos  o  -|-  cos  fi'  cds  c3 

=  cos  %**  cos  6  -{-  cos  ^''cos  (0  -|-  cos  fi''  cos  Q 
oder 

(COSX — cos X') cos  d+ (cos  ^— cos  ^') cos  00  +  (COSfA — COSfA^COSCd  =0, 
(cos  X'— cos  X'OCOS  ö+(C0S  il' — COS  il'OcOS  O-f  (cos  f*' — COS  ft")cos  g5  =  0, 

(cos  x" —  cos  «)  cos  6  +  (cos  X" —  cos  k)  cos  a>-|-(co8  ft'' — cos  fi)cosc5  =0 ; 

aus  denen,  wenn  G  einen  gewissen,  mittelst  der  bekannten  Glei- 
chung 

cosö*  +  cos  ©*  +  cos  ö®  =  1 

weiter  zu  bestimmenden   Factor  bezeichnet,    sogleich  die  folgen- 
den Ausdrucke  erhalten  werden: 

COSÖ  =  G\  (COSX— C0SV)(C0Sfi'— COSfi")— (cosft— cosfiO(cosi'— cosiL'Ot 
cos  09  =  Crt  (COSJX— COS|*0(C08X'— C0SX")-(C0SX— C0SX')(C0Sfi'— COSf*")l> 

cos  ö  =  G{  (cosx— cos^')(cos^' — cosV)— (cosA — cosXO(cos»'— cosx'O  I 
oder : 

(cos  A.  cos  ft' —  cos  fi  cos  V) 

cosö  =G^  +(cosA'cosfi" — cosft'cosA")  f  ,  j 

+  (cos  V*  cos  fi  — *  cos  fi"  cos  A) 

(cOSfiCOSX' — COSXCOSfi')       ] 

3)  ^  cos  00  =  G  ^  +  (cos  fi'  cos  x"  —  cos  x'  cos  ft") 

+  (cos  fi"  cos  X  —  cos  x"  cos  ft) 

(cos  X  cos  A' — cos  A  cos  x')      ^ 
cosQ  =s  G  <  +  (cos  x'  cos  A"  —  cos  A' cos  x")  ) . 

I 

\ 

'  *  +(co8x"cosA— cosA"cosx)J 
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Die  Gleichungen  der  Sonnenstrahlen  zu  den  Zeiten  der  drei 
Beobachtungen  im  Systeme  der  xyz  sind  nach  den  Lehren  der 
analytischen  Geometrie,  K^enn  wir  jetzt  die  veränderlichen  oder 
laufenden  Coordinaten  durch  )r,  9,  ;  bezeichnen: 


4) 


X 
cosx 

= 

cosX 

= 

cos  fi  ' 

X 
cosx' 

= 

cosA.' 

= 

f-£f 

COSft'  ' 

X 

^ 

J-^. 

und  es  ist  also: 


5) 


cos  »"     cos  A"      cos  f*" ' 


a  b        ^ H_ 

cos  fi  ' 

_     H 

COSfi'' 

J7 


cosx 

^^^ 

cosX 

a' 

— 

b' 

cosx' 

cosil' 

a" 

b" 

cos  X"         cos  X**  cos  fi'' ' 


woraus  sich 


cos  X  „  ,  cos  X  _- 

o  = /l ,  6  = Ir , 

cos  ^i,  cos  fi 

6)    .   .   .     ^a'  =  -^Ä.  6'  =  _£2?1>. 

^  ^  cos  fi'  COSfi' 


folglich  4  weil 


COSfi"  COSfl" 


ist, 


COS«'+COSA*  +  COSfi*=l,   COSX**+COSiL'*  +  COSfi'*=  1, 

COS  X"*  +  cos  A,"*  +  COS  ft"*  =  1 

'         cos  fi*  cos  ft* 

'  COSfi**  COSfi** 

//«  I  i.ii9,        COSX'**  +  COSA"^       1— cos  fi"«  _^ 

COSfi"*  COSfi"* 
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ergiebty  so  dass  also,  wie  mao  hieraus  leicht  findet « 

cosfi«  =  ^a,  »a.  ^a^     cosfi'«^ 


ist.  Bezeichnen  wir  aber  die  Entfernungen  der  beobachteten 
Punkte  A,  A\  A**  von  dem  Punkte  S  respective  durch  £,  £'^ 
Et**\  so  ist  offenbar: 

7) 
also : 

C0Sfi2=-^,      coSfi'«=  jg;ä,      cos  ft''*  = -^ . 

Die  Natur  der  hier  anzustellenden  Beobachtungen  erfordert  aber^ 
dass  zu  den  Zeiten  der  Beobachtungen  die  Sonne  sich  auf  der 
positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  befindet,  so  dass  also  f* ,  {»,',  \fJ* 
sämmtlich  spitze  Winkel  mit  positiven  Cosinus  sind ;  also  ist 
nach  dein  Vorhergehenden: 

8)    .   .   .    cosfi  =  -^,     cosfi'  =  ^,    cosfi"=^; 


folglich  nach  6): 


a  ö 

cosx  =  —  p>        coaA,=:  —  -p9 


a* 


9)  .   .    .    .     {     cosx'  =  — ^, j     cosA'=— ^,; 

COS»"=  —-£,4»      COSA''=  —  rT^» 

also  nach  8)  und  9): 

nb'-^ba' 
cosxcosX'-— cosiLcosx'=      — ^^g; — i 

a*h"  —  b'a!* 
cos  %*  cos  V*  —  cos  V  6os  %'*  =     — 'R*'E^ —  * 

a%^b*'a 
cos  x'^cos  X  —  cos  V*  cos  %  =     — 'W'E — ' 
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cosAcoafi' — co6ficosA'= pip-, — » 

cos  A'cos  fi'  —  cos  f*'cos  A"  = F'F"     * 

cosiL"cosfi  —  cosfA''cosil  = f^ — ' 

COSflCOSX' — COSXCOSfl'=:       jTpi —  » 

cos  fi' cos  »"  — COS  x' cos  fi"=     — F^F'^      * 

cos  fl"COS  K  —  COS  X"  cos  fi  =       TvTp —  5 

folglich  nach  3): 

10) 

{ (b'-bnE+  (6'' —b)E'  +  (6  — 60£" )  Ä 


cosÖ  =  — G 


cos  (0  =      G 


cos  G>  =       G 


(a'b"  -  &^«^0  £;  +  (a%  —  6^^g)  JE^  +  (ab'  --  ftgQ  £;^^ 

iEiE'f;" 


Die  Gleichangen  der  Weltaxe,  welche   auch  wohl  der  Stil 
oder  Stift  genannt  wird,  im  Systeme  der  x^x  sind: 

X  p  It  —  B 


cosd        coso       coso  ' 
also  nach  10): 

^'^         ■"  I  (6' — b'')E + (6''  ^b)E'+{b^  b')E''  ]  H 


—     { (a' — a")£  +  (o" — g)£;' + (fl — «')£"  I  ^ 

_      fZli? ^ 

""      {a'b"  -  6  V0£  +  (a"b — 6"g)£;'  +  (g6' — ba')E"  * 

Der  Punkt,  in  welchem  die  Weltaxe  die  Uhrebene  schneidet, 
heisst  der  Mittelpunkt  der  Uhr  und  soll  im  Folgenden  durch 
M  bezeichnet  werden.  Sind  nun  X,  Y  dessen  zwei  erste  Coor- 
dinaten  im  Systeme  der  jcyz ,  so  haben  wir,  da  die  dritte  Coordi- 
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nate  verschwindet»  zur  Bestimmung  von  X,  Y  nach  11)  oiFenbar  die 
folgenden  Formeln:  ' 

12) 

{b'  -  b")E  +  jb"-  b)E' + (6  -  b')E" 
^—     (a'b','—b'a")E-i-(a"b  —  b"d)E'  +  (ab'—ba')E""    ' 

_  {af  -  a")E  +  (a"  -  a)E'  +  {a-  a')E"  . 

'  ~     (a'b" — b'a")E  +  (a"b  —  b"a)E'  +  {ab'  -  ba')E"  "    ' 

oder : 

13) 

^  ""  "■  a(6'£;"— 6"JE0  +  a\b"E  -  bE*^  +  a''{bE' — 6'JE)  ^    ' 

*^  ■"     6(g'JE"  -  g"£;')  +  b'{a''E — aE")  +  b'\aE'  -  g'£0        ' 

folglich,  wenn  wir 

14)       . 

P  —     E**—E*    '      ^  ""     E  —  E''    *      P  —    E*-^E    ' 

_  b'E'^  —  b'^E'  ,  _  b*'E  ~  6£;^^         ^^  _  bE'-^b'E 

^—     E**—E'    '      ^  "^    E^E*'    '      ^   ""    £'— £ 

setzen : 

y_         y  (£"  -  £?') + 9'  (£-  E")  +  q"  (E'  -  E)      ,„ 

aq  (E"  -  iE')  +  a'q'  (E  -  E")  +  a"q"  (E'-E)"  ' 
15)  \ 

p(E"-E')  +  p'  (E-E"np''(E'  ~E)     „, 

^~~bp{E''— E') + b'p' {E—  E") + 6 >"(£' -E)"  ' 

oder: 

16) 

r-  (y'  -  y'O  £  -h  (y"-  y)  £'  +  (y-  g')  E" 

^—~{a'q'  —  a"q")E-{-(a"q"—aq)E'-{-iaq—a'q')E''"  ' 

'^  -  ~  (6'p' — 6  V)  £ + (6'y'  -  bp)  E'  +  (6p  -  b'p')  E""  ' 

oder : 

17) 

y_ W  -q")E  +  iq"  -q)E'+(q-  q')  E" 

y__  {p'-p")E-{-{p"~p)E'-^{p-p')E" 
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<    Ist  7  der  Neignngswinkel  des  Stili 
ebene,  so  ist 


oder  Stifts  gegen  die  Uhr- 


IB) 


tangJ=- 


eine  Formel,    welche    man    auf  bekannte  Weise   leicht  zur   loga- 
uthmischen  Rechnung  hequem  einrichten  kann.     Ist  die  Uhrebene 

fbomontal,  eo  ist  J  die  PolhOhe  des  Beobachtungsnrts. 
Die  durch  die  Punkte  O  und  jT7  gezogene  Gerade  ist  die  Pro 
jection  des  Slila  oder  IStiTts  auf  der  Uhrebene  und  wird  die  Sub- 
stilarlinie  genannt.  Wenn  man  von  dem  Punkte  5  ein  Loth 
herabhängen  lässt,  dessen  Durchschnittspnnkt  mit  der  Chrebene 
bestimmt,  und  dann  durch  diesen  Punkt  und  den  Punkt  M  eine 
tierade  zieht;  so  ist  diese  Gerade  offenbar  die  Durcbscbnittslinie 
der  Ebene  des  Meridians  des  lieohachtungsorts  mit  der  Uhrebene 
und  wird  die  Mittagslinie  der  Uhr  genannt.  Alle  diese  Ele- 
mente, deren  Kenntniss  zur  Construction  der  Uhr  nothtvendig  ist, 
lassen  sich  daher  bloss  aus  den  ilrei  durch  Beobachtung  gefun- 
denen Punkten  A,  A' ,  A"  mittelst  der  obigen  Formeln  bestimmen. 

Weil    die  Subslilarlinie   die    Projection   der  Weltaxe   auf  der 
Ebene  der  xg  ist,  so  ist^nach  11}  ihre  Gleichung: 

_  (a'  —  g")  E  +  («"— c)  E'  +  (n — «')  E" 
(&'  — 6")£  +  (A"  — 6)£'-K&— 6')E"''' 


19)    . 


Beschreibt  man  in  der  Uhrebene  aus  den  drei  gegebenen  Punk- 
ten At  A' ,  A"  respective  mit  den  Halbmessern  E,  E' ,  E"  drei 
Kreise,  so  ist  die  Gleichung  der  äusseren  Aebnlichkeitsaxe  die- 
ser drei  Kreise  bekanntlich*): 


bE'~b'E 


b")E  +  (b"~6)  £'  -f  (6  -  />')E" 


t")E  +  (a"-a)E'-\-(a-a')E' 


:7,(j- 


und  nach  19)  ist  folglich  auf  dies 
Subatilarlinie  senkrecht.     Nimmt 


r  äusseren  Aebnlichkeitsaxe  die 
lan   nun  hierzu  noch,  dass  die 


Substllarlinie  durch  den  Punkt  O  geht,  Si 
Construction  derselben :  Aus  den  gegeben 
als  Mittelpunkten  beschreibe  man  respecti' 
E,  £',  £"  in  der  Uhrebeoe  drei  Kreise, 
Methoden  deren  äussere  Aehnlichkeitsast 
gegebenen  Punkt  0  eine  auf  derselben  senkrecht 
rade,  so  ist  diese  Gerade  die  Substilarllnie. 


ergiebt  sich  folgende 
II  Punkten  A,  A' ,  A" 
mit  den  Halbmessern 
suche  nach  bekannten 
und  ziehe  durch  den 
stehende  Ge- 


•)  A.  B.  O,  ThI.  1,  s.  na. 
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Dier  Pankt  {pq)  ist  der  Süssere  Aehnlicbkeitsponkt  der  bei- 
den aus  den  Mittelpunkten  A'  y  A**  mit  den  Halbmessern  £S  £" 
beschriebenen  Kreise;  der  Punkt  {p'q*)  ist  der  äussere  AehDÜch- 
keitspunkt  der  beiden  aus  den  Mittelpunkten  A*\  A  mit  den  Halb- 
messern E*\  E  beschriebenen  Kreise;  der  Punkt  (p''q")  ist  der 
äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  aus  den  Mittelpunkten 
A,  A'  mit  den  Halbmessern  E,  E'  beschriebenen  Kreise;  also 
können  die  Punkte  {pq),  {p'q')^  (p"q'0  mittelst  bekannter  geo- 
metrischer Methoden  leicht  construirt  werden. 

Nimmt  man  jetzt«  was  offenbar  verstattet  ist,  die  Substilar- 
Knie  als  Axe  der  x  an,  und  denkt  sich  das  rechtwinklige  Drei- 
eck SOM  um  die  Substilarlinie  gedreht  und  in  die  Ebene  der  xy 
oder  die  Uhrebene  niedergelegt;  so  ist  nach  11)  die  Gleichung 
der  Weltaxe  offenbar: 

20) 

(a'b''  ~  b'a'')  E  +  (a"ö  —  ö'^a)  E'  +  {ab' — ba')  E'' 
^""^""  {(6'-6")£  +  (Ä"-6)i;'+(6~60iS"!^      '* 

oder: 

a  (b'E**  —  b"E')  ^  a*  (b''E  -^  bE*')  +  a"  {bE'  ■■  b'E) 
^""^-   \'{b'E''—b*'E')'^{b''E'^bE*')-\-{bE*'-b'E)\H  ^' 


oder: 


aq  (E"  —  E^  +  a!q'  {E  -  E'*)  +  a"q**  {E*  -  E) 
^^  •    —    {q(E"'^E')-{-q'(E-E")  +  q"(E'-'E)]H  ^' 

also : 

21) 

Construirt  man  nun,  immer  in  Bezug  auf  das  angenommene  Coor- 
dinatensystem«  dessen  o;- Axe  die  Substiliarlinie  ist,  die  drei  durch 
die,  Coordinaten 

bestimmten  Punkte,  was  nicht  der  mindesten  Schwierigkeit  unterKegt 
und  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht,  und  beschreibt 
aus  diesen  Punkten  als  Mittelpunkten  respective  mit  den  Halb- 
messern £9  E\  E"  Kreise;  so  ist  die  Gleichung  der  äusseren 
Aehnlichkeitsaxe  dieser  Kreise  bekanntlich: 


beliebige  Ebene  i 


/a'g'      a"q"\       fa"q"      aq\        . /"V^^V'Vr,, 
.  \rH—~irr\-H—ü)^  Ah      h)^  ,,    gE-9'£, 

{q-  ~  q")E  +  {q"-q)E-  +  {q-q')E'-  ^'       E'-E   '' 

und  dieser  Aehnlichkeitsaxe  ist  folglich  muh  21)  die  Weltaxe 
parallel.  Da  nun  die  Weltaxe  durch  den  Punkt  S  geht,  so  er- 
balt  man  dieselbe,  »enn  man  durch  den  Punkt  5  mit  der  in  Rede 
«tobenden  Aehnlichkeitsaxe  eine  Parallele  zieht,  deren  Uurch- 
: seil nittep unkt  mit  der  Subslilarlinie  zugleich  den  (Mittelpunkt  St 
dfir  Uhr  bestimmt. 

Solche  geometrische  Beziehungen  wünJen  sich  noch  mehrere 
aafljnden  lassen,  die  man  alier  doch  sclmerlich  in  der  Praxis  an- 
tuenden wird,  »eshalb  ich  mich  mit  den  obigen  lietrachtungen 
liegnüge  und  nochmals  auf  die  Arbeit  von  Narrus  renveise. 

In  der  Praxis  dürfte  es  immer  am  besten  sein,  die  Coordina 
des  Milti'lpunkts  der  Uhr  mittelst  der  Formeln  12)  durch 
Rechnung  zu  bestimmen,  nodurch  dann,  wie  sogleich  in  die  Augen 
'filll,  auch  alles  üelirige  gegeben  ist.  Ich  will  daher  diese  For- 
meln jetzt  zur  Rechnung  noch  etwas  bequemer  einrichten. 

dem  Ende    bezeichne  man   die   Entfernungen  der  Punkte 
A,  A' ,  Ä"  von  dem  Punkte  O  durch  r,  r',  r";    und  setze 


In  bekannter  Weise 
4eR  Formeln  bat: 


COSfl   - 


•  Bestimmung  der  Winkel  ip,  tp' , 
von  0  bis  360«*  gezählt  werden, 


=  — I      tangqi  ^- 


gj",  welche 
die  folgen- 


cosip"^-fi> 


=  -,'     'ang9''=-.i 


?"=Zr.'     tangqp"=— . 


er  bezeichne  man  die  Neigungswinkel  der  Linien    AS,  A'Sf 
A^S  gegen  die  Ubrebene  durch  t,  i",  i",  so  ist: 


112  Grunert:    Gnomonih  für  Jede 

!r  =EcoBi,        H^Eaini,       J7=rtangt; 
r'  =  E'  cos  i' ,      H= E*  sin  i' ,     i?=  r'  tang  i' ; 
r"=£"co8t",    jy=£"sint",    jy=r"tangt"; 

woraus  sich  versehiedeDe  Systeme  von  Formeln  znr  Berechnang 
der  Winkel  i,  i' ,  %'*  ergeben,  von  denen  wir  nur  die  Formeln: 

H  H  H 

25)  .    .    .    tangt=— ,    tangt'  =  ^,    tangt"  =  p 

hervorheben  wollen. 

Zuerst  ist  nun  offenbar: 

ia'b" — 6'a")  E  +  (a"6 — 6"a)  E'  +  {ab'  —  6a')  £" 

-.     ^,V.Jg'°(y'  — y'O  ,  s'n(y''— y)  ,  sin(y— yp/ 
•"     '^'^1         cosi        "*■       c5s?       ■*"      cost"      r 

Ferner  ist: 

t  (a'  —  a")£  +  (o"— a)  £'  +  {a^a')E"]H 
cosg)'  cos  9?'' 


cos 


T  tangi" ^  tang  t' 

t       ®  cosi        ® 


:=1T  T 


in]       cosg)"  .      cosg) 


H w-  tang  t R  tang  i'' 

cosr        °       cost'       ° 

,   cosg)  ^        .,      cosg)' 
smi' — sini" 

COSO) r --;r- 

^  cosr  COS  t" 


=  rr'r"  <  +  cos  g>' 


smi^^  —  sini 
cos  t"  cosi 


,     .  ^^  sin  i  —  sin  i* 

\    +  cos  flp" ; v" 

\  ^        COS  t  COS  l' 

sin  i(t'— t")  COS  4(t'  + 1") 

COS  flP Tg v7 

^  COS  l' COS  l" 

o_.^J  ^  ,sini(i'^-i)cosi(i^^  +  t)  f 

=  2rry'<  -fcoso)' — ^^^ 4^^ — ^^^ ^  >, 

^  ^  cos  t"  cos«  ' 

,^sini(t>-iOcosU«  +  tO 

+  cos  flP" ; r. 

^  COS  «cosr 
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1(6'— 6")£  +  (6"— 6)£'  +  (b—b')E")H 

r  tang  t" r  tang  i' 

cosi       "  cos»       ® 


.    .  sing)"  .     sinq)^ 


.V« 


sing»  .,      sinjp' 


siot' — sint" 


sin  flP  5 ZTT 

^  cos  t' cos  t'' 


—  rrV  1  +  s*"*  9^' 


sin  t''  — sin  i 
cos  t'' cos« 


sini  —  sint' 


+  sin  q>" -; IT 

^     cos  t  cos  t' 

.      sin  l(i'  -  i")  cos  4  (i- + 1") 

sin  q> ij TT, 

^  cos  t' cos  i'' 

a_.  .J    .    .      ,  sini(i"--t)cosi(t"  +  0  ^^ 

=  )BrrYW   -|-sino>'  ^= iz ^ ^    >• 

^  cos  r' cos t  ^ 

j.  .5«  «./-  sini(t— tOcos|(t  +  tO 

+  sin  W' ; -;; 

^  COS  t  COS«' 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

!M  =  2  COS  i  sin  4(i' — t")  cos  i(«'  +  i") , 
M'  =:2cosi'sinS(«"-Ocos4(t"  +  «), 
ilf"  ==  2  cosi"sini(t — i'O  cos  4(«  +  «0 
und 

27)    i\r=: cos i' cos i",    j?V'  =  cost"co8»,    ZV"  =  cos« cos t'; 

«o  ist  nach  12)  offenbar: 

•28) 

jlf  sin  y  +  ^'  sin  y'  +  ilf "  sin  y" 

^""     iVsin  (y'  —  y")  +  j[V'  sin  (y "  -  y)  +  iV"  sin  (y — y')  , 

-^ M  cos  y  +  ^'  cos  y '  +  Jtf"  cos  y'' 

^8in(y'-y")  +  iV'sin(y"~y)  +  iV"8in(y— yO     * 

mittelst  welcher  Formeln  die  Coordinaten   des  Mittelpunkts   der 
Uhr  ohne  besondere  Schwierigkeit  berechnet  werden  können. 

Theil  XXXVI.  8 
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Die  Stundenlinien  der  Uhr  können  nnn  durch  Rechnung  auf 
folgende  Art  bestimmt  werden ,  wobei  wir  uns  grosserer  Deutlich- 
keit und  Bestimmtheit  wegen  auf  die  nördliche  Hälfte  der  Erde 
versetzen  wollen. 

Wir  kennen  den  Mittelpunkt  M  der  Uhr  und  die  Mittagslinie 

derselben,  also  auch  die  Linie,  in  welcher  die  Uhrebene  von  der 

südlichen  Hälfte  der  Ebene  des  Meridians  geschnitten  wird ,  welche 

Linie  wir  durch   MO    bezeichnen    wollen.     Denken    wir  uns  nun 

eine  beliebige,  von  der  Weltaxe  ausgehende  ^bene,   welche  mit 

der  südlichen  Hälfte   des  Meridians  den  von  derselben  an  nach 

360® 
Westen  hin  von  0  bis  360®  gezählten  Winkel  einschliesst, 

und  bezeichnen  die  Linie,  in  welcher  von  dieser  Ebene  die  Uhr- 
ebene geschnitten  wird,  durch  Mn;  so  kommt  jetzt  Alles  darauf 
an,    den  von  den  beiden  Linien  ^0  und  Mn   auf  der  Uhrebene 

360® 
eingeschlossenen,  dem  Winkel  im    Räume    entsprechenden 

Winkel,  welchen  wir  durch  2n  bezeichnen  wollen,  zu  bestimmen, 
weil  sich  dann  offenbar  alle  Stundeniinien  ihrer  Lage  nach  finden 
lassen. 

Der  Winkel  J  behält  seine  aus  L  bekannte  Bedeutung,  und 
wenn  wir  die  Substilarlinie,  als  Projection  von  MS  aufgefasst, 
durch  MSi  bezeichnen,  so  soll  der  von  MSi  mit  ^Q  eingeschlos- 
sene, von  JiO  an  in  demselben  Sinne  wie  der  Winkel  2n  von  0 
bis  360®  gezählte,  natürlich  als  bekannt  zu  betrachtende  Winkel 
durch  Sl  bezeichnet  werden. 

Um  M  als  Mittelpunkt  wollen  wir  uns  mit  der  Längeneinheit 
als  Halbmesser  eine  Kugelfläche  beschrieben  denken,  von  der  die 
Linien  MS,  MO,  Mn  in  den  Punkten  S,  0,  n  geschnitten  wer- 
den mögen.  Die  Uhrebene  nehmen  wir  jetzt  als  die  Ebene  der 
xy  eines  rechtwinkligen  Coordipatensystems  der  xyi  an,  dessen 
Anfang  der  Punkt  M  ist;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei 
MO,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite 
der  Axe  der  x,  nach  welcher  hin  von  MO  an  die  Winkel  2%  ge- 
zählt werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  endlich  liege  auf 
derselben  Seite  der  Uhrebene,  auf  welcher  der  Punkt  5  liegt. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  Coordinaten  des  Punktes 
0  offenbar  1,  0,  0;  die  Coordinaten  des  Punktes  n  sind  oonEnt 
sin  ^n»  0;    und  die  Coordinaten  des  Punktes  iS  sind  cosAeos/, 


4 
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amSlcosJ,  sin«/.    Bezeichnen  wir  nun  die  Gleichung  der  Ebene 
Sm  durch 

so  ist: 

AcosSlcoaJ  +  JSBmSlcoaJ+  Csin«/=rO; 
also: 

A  =  0,    BainSlcoaJ  +  CainJ=zO; 
woraus  sich  ergiebt^  dass  man 

B^sinJy     C=:  — sini^cosJ 
setzen  kann,  und  dass  folglich 

29) yaUiJ — Z8in^cos«/=±0 

die  Gleichung  der  Ebene  SMO  ist. 

Bezeichnen  jetzt  6,  (o,  o  die  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel, welche  die  Linie,  MS  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  X,  y,  %  einsrchliesst,  so  i^rt  offenbar: 

30)    cosd=cosi2cos  J,    cosco=:sini2cos«/,    cos  0= sin  J; 

mittelst  welcher  Formeln   dte  Winkd   ^,  co,  o   leicht  beibtitnnit 
werden  können. 

Den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welchen  die  Ebene 
SMQ  nach  der  Seite  der  positiven  y  und  z  hin  mit  der  Dhrebene 
^insehliesst,  woUeu  wir  durch  i  hezeichnen;  so  ist  die  Gleichung 
der  Ebene  «SilfO  oiFenbar 

zszytang», 

und  da  nun  nach  29)  die  Gleichung  dieser  Ebene  auch 


tangj 

sin 


'=-^^» 


ist,   so  ist  in  völliger  Allgiemeinheit : 

mittelst  welcher  Formel  der  tS(fi  nicht  übersteigende  Winkel  i 
leicht  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann. 

360^ 
Wenn  nun  zuerst    ^*^  <  180^,  also  auch  2n  <  180<>  ist;  so 
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360<> 
ist  iD  dem  sphärischen  Dreiecke  <SOn  offenbar  der    Winkel 

bei  S,    e  die  Seite  SO,    i  der  Winkel  bei  0,   2n  die  Seite  On; 
also  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie : 

360® 
cos  6  cos  i  +  cot sin  i 

cot  £n  = r-T ■ , 

sin^ 

3600 

wo   auch    £n  <  180®  zu  nehmen  ist.     Wenn  ferner  >  180®, 

n 

also  auch  2;'n>  180®  ist,  so  ist  in  dem  sphärischen  Dreiecke  <SOr 

3600 

offenbar  360O— ^^^  der  Wiokel  bei  S,  6  die  Seite  50,  1800— t 

n 

der  Winkel  bei  0,    3600—^,  die  Seite  On;    also: 

3600 
cosÖcos(180o— t)  +  cot(360o— ^^)sin(l800  — 0 

cot(360O-;S„)= g.„^  "" ^ , 

und  daher  offenbar  ganz  wie  vorher: 

cosdcost-|-  cot sm« 

cot  Sn  =  :~~S • 

Sind 

Daher  hat  man  zur  Berechnung  von  2n  die  ganz  allgemeine  Formel : 

3600  . 
cos  öcos  i  +  cot sin  i 

32)  ...    .    cot-S«  = .   ^    ** > 

'  sind 

bei  deren    Anwendung  man   nur  zu  beachten   hat,    dass   immer 
gleichzeitig 

3600 
0<^<180o,    0<;S«<1800 
n 

und 

180»  <  2^  <  360»,    180»<J;,<360o 

sein  muss,  so  dass  also  rücksichtlich  der  Bestimmung  von   £n 
nie  eine  Zweideutigkeit  bleiben  kann. 

Berechnet  man  den  Hülfswinkel  |  mittelst  der  Formel 

3600 

33) tang§  =  cosdtang « 

#• 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


ojx  .        ^       tangösinl 

34)    .....    .  tangign—     >   /.  ,  tx  - 
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Ffir  die  Horizontal- Uhr  ist  i  =  90o,  also  nach  32): 

360O 


cot 


cot  2n  = 


n 


sind 


und  da  nun  in  diesem  Falle  offenbar  6=IS0^—J,  folglich  sin 0= sin«/ 
ist»  80  erhält  man  zur  Berechnung  von  Zu  die  sehr  einfache  Formel : 


cot 


3600 


n 


360O 


35)    .    .  cot£n=^ — ; — T"*    tang^»=sin Jtang — 

sin «/  it 

Hat   mao    mittelst    des    Vorhergeheoden    auf    der    Uhr    die 

\  24 
Zahlen  0,  1,  2,  3,  4, ....  22,  23,  j  »  bestimmt,  und  soll  die  Uhr 

ffir  bfirgerliche  Zeit  eingerichtet  werden ,  so  mass  man  diese  Zah- 
len durch  die  folgenden  mit  römischen  Ziffern  bezeichneten  Stun- 
denzahlen ersetzen; 
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2  . 
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4  . 
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DI. 


Wir  woflen  nun  noch  die  Curve  bestimmen ,  welche  der  End- 
punkt des  Schattens  des  Stils  oder  der  Lichtpankt  an  einem  Ta^e, 
wo  die  DecKnation  der  Sonne  d  ist,  auf  der  Uhrebene  beschreibt. 
Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  Uhrebene  als  Ebene  der  wy  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xyx  an^  dessen  Anfang  M 
ist 4  und  bezeichnen  die  von  der  als  von  M  ausgebend  gedachten 
Geraden  MS  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x^  y,  z 
eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  0,  lo,  id; 
die  Länge  des  Stifts  oder  Stils  MS  aber  durch  L.  Dann  sind 
offenbar 

LtOBdy     I/COSD»,      ÜCOSS 

die  Coordioaten  des  Punktes  <S  in  diesem  Systeme,  Beeeichnen 
nun  Uy  V,  w  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  ein 
beliebiger,  von  S  tiaofa  der  Sonne  gezogener  Strahl  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst;   so  sind 

X — icosö  _  y — Xcosco z— Xcos5 

COSM        "^        cds©  costo 

die  Gleichungen  dieses  Strahls.  Nach  den  Gesetzen  der  täglichen 
Bewegung  der  Sphäre  und  einer  bekannten  Formel  der  analyti- 
schen Geometrie  ist  aber  offenbar 

COS  6  cos u  -f  cos  CO  cos  V  ■\-  eos  3  cos  w = cos  (90^^  j) = J:  sin  d, 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
MS  von  M  aus  nach  dem  Nordpole  oder  nach  dem  Südpole  hin 
gerichtet  ist.    Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

y-^Lcoam                             z  —  Lcoao 
cos  9  =  ^ r ^COSM,     costo=  V ^cos»; 

x—LcosO  X — Zfcosd         * 

also  nach  obiger  Gleichung: 

{(x — £cosd)cosd-h(9— Iioogo>)cosco-|-(!t— I#cosc5)cosc5}costi 

=:±(d:--/Icosö)8inÄ 
oder 

(a:cosö  +  ycos(o  +  2cosö— /i)costi  =  J:(:r — Lcoa6)8ind, 
und  folglich: 


\ 

k 
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(x  '•^  Leo^  6)  sin  d 
co.stc  =  ± -z—, z = r  ' 

(«/— ico8a))siii^ 


—  arcosö  -f  ^cosfo-l-zcofiCD  —  i' 

(Z — /ic06^)siDd 
COStl7  =  4- x-7 ; = f  • 

~"a:co8Ö  +  ycosa)  +  zcoscd  —  L 
Weil  nun  bekanntlich 

cos  M*  +  COSü*  +  cos  10*  =  1 

ist,  so  ist: 

36)  .    .    .    .    (jrcosd  +  ^cosoo -f  zcoso  — £)* 

-=.  sind*{(j:— icosö)*  +  (y  —  icos  w)*  +  (x  —  icos  ö)*|, 
oder: 

37)  ....    (orcosd-f  ^cosro-f  2C0SO  —  L)* 

=  sind*{ar*-(-y*  +  «* — 2Ii(j;cosd-f^co8ii)-f  2COSC3)  +  L*|, 

oder,   wie  mao  leicht  findet: 

.38) (ar«  +  ya  +  2«)8ind« 

=(a:cosö+yco8  CO +2C0S  5)*-2i(d?cosö+ycos  00 +2C08Ö)cosd*+X*cosd' 

die  Gleichung  der  Kegelflfiche,  welche  der  Sonnenstrahl  an  dem 
Tage,  wo  die  Declination  der  Sonne  d  ist,  beschreibt.  Die  Schat- 
tencurve  ist  offenbar  der  Durchschnitt  dieser  Kegelfläche  mit  der 
Uhrebene,  und  ihre  Gleichung  wird  folglich  erhalten,  wenn  man 
in  der  vorstehenden  Gleichung  z  =  0  setzt,  wodurch  sich 

39) (a:«  +  y2)sind« 

=  (a?cosd  +yco»a))* — 2L(a?cosd-f  ^cosoo)cosd*-f  i*cosd* 

'ergiebt. 

Nehmen  wir  die  der  Projection  von  MS  auf  der  Ufarebene 
direct  entgegengesetzte  Gerade  als'  den  positiven  Theil  der  Ate 
der  X  an  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  %  auf  derselben 
Seite  der  Ubrebene,  auf  welcher  die  Linie  MS  liegt,  wobei  die 
Annahme  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y  der  Willkühr  an? 
heim  gestellt  bleibt,  so  ist  offenbar: 

ö=180o  — J,    00  =  900,    5  =  900—7; 
also: 

ce8d  =  —  cosJ,    cosoosO,    cosSssinJ; 
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folglich    Dach  38)   die  Gleichung  der  vou  dem  SoDDeostrahl   be- 
schriebenen Kegelfläche : 

40) (^«  +  .y«  +  2«)  sin  Ä« 

=  (a:cosJ — z8inJ)*  +  2Ii(.rcosJ-— zsin«/)co5d*-|- JL'cosd*, 

und  nach  39)  die  Gleichung  der  Schattencurve : 

41)    (a;*+y*)sind*=a:*cos,/*  +  2ia:cosJcosÄ'+L*cosd* 

oder: 

42) 

y*sind* — a?*(co8j*— sind^) — 2La?cosJcosd^ — i*co8^  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  man  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

^^sind*  — a:*(cos,/* — cosJ*cosd^ — sind^)      , 

=  0, 
—  (a:«cosJ2  +  2iia?cos7  +  i«)cosd«  * 

also  auf  folgende  Art: 

iy^-k-  x^  sin  •/*)  sin  6*  —  (i  +  a:  cos  •/)•  cos  d*  =  0 
oder: 

43)  .     .    .     y«  =  (i  +  a:cosJ)«cotd«— ar'sinJ*. 
Nun  ist  aber: 

(i  +  a?cosJ)*cosd*  —  j:*sin,/*sind* 
= t  L  cos  d-h^Ceos  Jcos  d-)-sin  J  sin  d) )  { XfC08d-f-a-(co6Jco8d— sin/sind)) 
=  {icoiJd  +  a:cos(,/  —  d)}{icosd  + j?cos(J  +  d)|, 
also  die  Gleichung  43)  offenbar: 

.  V|X/cosd-fa:cos(J— d)||X»co8d+a;cos(,/+d)} 

44)  y=:± ^^ 

Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  x,  ffir  welche  y  verschwindet, 
durch  f,  gl  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  dem  Vor- 
hergehenden die  Gleichungen: 

Lcosd  -|-  fcos(J — 6)  =  0,     Xcosd  +  ^cos(«/-)-  d)  =0; 

woraus  sich 

JLcosd  JLcosd 

45)  .    .    .    A-  — c^,s(j__^).    ^-"~cos(J  +  d) 

erglebt.    Dies  sind  also  die  ersten  Coordinaten  der  Punkte«   in 
denen  die  Aze  der  x  von  der  Schattencurve  geschnitten   wird. 
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ubd  die  erste  Coordinate  des  Mittelpunkts  der  Entfernung  dieser 
beiden  Punkte  von  einander  ist  also : 

^  (     X/cosd  X/cosd    j X/cos Jcosd^ 

4(A+^)— -«  lcos(J-T)  "^  cos (•/  +1)  1  "^ "" cos (7+ a)co7(7^ d)* 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  als  den  Anfang. eines  neuen,  dem  pri- 
mitiven Systeme  parallelen  Coordinatensystems  deroTi^i  an^  so  ist: 

__  Leos  t/cos  ^  

^""""^^j  +  d)cos(7— ^ +"^1'  y— yi5 

also : 

r        jj  I  /F     Ax  /f     Ä\      LsinJsindcos^ 

liC0S0  +  ^C0S(«/  —  o)  =  j;iC0S(«/— o) v»  ,    ^v        > 

r        i  .            ii  t  x\                 fTiJi\,  Lsin Jsindcos^ 
l/cos  d  +  orcos  (J  +  o)  =  ÄTi  cos  (/+  o)  + j-g — jr — ; 

COS(«/ — 0) 

oder : 

T        i.  /i      :8\  rw     x\i  IfSinJsin^cosd; 

I.cos(5+a:cos(J-ö)  =  cos(7-(5)U,  -eos(J  +  6)cos(J-d)'- 

r        .j  ■  /Fix\  /riXNi       I       X/sin Jsindcosd     ^ 

Lcosd  +  aicos(J+d)  =  cos  (7+  ^)  |  a^i  +  ^^^  ^^  ^  ^^  ^^^  ^^_g^  | ; 

und   daher    nach  44)    im   Systeme   der   x^yi    die   Gleichung   der 
Schattencurve : 

^     cos(J-f  6)cos(J— 6)       ^      £«sin7g/5inagcosdg 
^1   "■  sind«  *^*        cos(J+d)2cos(/-3)«' 

oder : 

cos(J+a)gcos(J~(?)«  cos(J+d)cos(J-d)     .      _ 

*^^    i«sin7*sin^cosd2 '^'i  /.«slnJ^cosd«     ^i  ~*- 

« 
Setzen  wir 

.    47) 

I 

,     ,         X/sin«/sindcosd  ,  üsin^cos^ 

a  =  val.  abs. / 1  ,  jg\  jr^i — ä^  >    o  = 


cos(J  +  ö)co8(J-d)'  \r±coa(J+8)co8(J'-i) ' 

indem  wir  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
das  Product  cos(t/-|-^)<^os(«/— 6)  positiv  oder  negativ  ist;  so  wird 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Zeichens  die  Gleichung  46) : 

2 


«)        ©"t^^'. 


und  die  Schattencurve  ist  folglich  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse, 

8* 
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jenachdem  cos(«/-f  d)co6(«/ — ä)>0  oder  eo8(7-f d)cos(«/ — ^)<0 
ist.    Bezeichnen  viir  den  Parameter  durch  /?,  so  ist  bekanntlich 

»  =  — y   also  nach  47),  wie  man  leicht  findet: 

49) ;9  =  val.  abs.  21isin«/cotd. 

Die  Substilarlinie  der  Uhr  ist  nach  dem  Obigen  immer  die  Aze 
der  Schattencurve,  und  die  ersten  Coordinaten  ihrer  beiden  Schei- 
tel in   Bezug  auf  das  primitive  System    der  xy  sind  nach   45) : 

X/cosd                Lcoßd        ,,        ^    ^       1.     X    ■     ««..x  I       ix 
— 71 — Fx  9 / 1  .  s\  5   die  erste  toordmate  des  Mittelpankts 

cos  (J  —  0)  cos  (t/  +  o)  '^ 

in  Bezug  auf  dasselbe  System  ist  nach  dem  Obigen : 

icos  Jcosd* 
cos  (J  +  ö)  cos  (J^dj ' 

Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  betrachten,   wenn 

cos(,/  +  d)cos(J-d)  =  0 

ist.    Nun  ist  aber  nach  42)  im  Systeme  der  xy  die  Gleichung  der 
Schattencurve : 

y«sin  «2— a:2(cos  J2  -  sind«)  -  2iarcos  Jcosd*— L2co86«=0, 

oder,  weil 

cos  «/*  —  sin  d^  =  cosJ^cos  ö^  —  sin  J^sin  d^ 
=  (cos  J  cos  ö  —  sin  Jsin  d)  (cos«/cosd-|-6in«/sind)  =  cos  (J+d)  cos  (J—ä) 

ist: 

y«sind«— ar«cos(J+d)cos(J-d)-2La?co8Jco8Ä*-L«Cosd«  =  0, 
also  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

^«sin  S^=iL(L  +  2x  cos  J)  cos  ^, 

und  folglich  unter  der  Voraussetzung^  dass  nicht  sin 4  =  0  ist: 
y^  =  L(L-{-2x cos J) cot d^»  Bezeichnen  wir  den  Werth  veno?,  fär 
welchen  y  verschwindet,  durch  f,  so  haben  wir  zu  dessen  Be- 
stimmung die  Gleichung:    jL -f  2/*cos./=0,   woraus  sich 

ergiebt.  Nehmen  wir  den  Punkt,  in  welchem  die  Axe  der  :g  von 
der  Schattencurve  geschnitten  wird,  als  Anfang  eines  neoeo,  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystems   der  aifft    an; 

so  ist  x= — 2 7+^1»  y=yi  ""^  folglich  L+2xcosJ=iXiCOBJ, 

also  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Schattencurve: 
51) yi*  =  2LxiC08JeotiP, 


die  (tchattencurvi 
'lie  Fr.rmel 

52)     .... 
faeDtimmt  wird.     I 
,i„ie,  und  -.^ 


daher  eine  Parabel,    iluruM   l'.ir 


.   /.  ,lurch 


.      p  —  2LcoBJcotS^ 
\e  Axe  dieser  Parabel  ist  wieder  die  Substilar- 
j  ist  die  erste  primitive  Coordinate  ibres  Schei- 
tels, woraus  man  ferner  auch  leicht  auT  bekannte  Weise  die  Laf^e 
des  Breiinjinnkts  und  der  Directrix  beslimnieii  kann. 

Wenn  aind=:0,  also  d=U  und  cosä=l  ist,  ao  ist  naeh  42) 
die  Gleichung  der  Schattencurve:  x^cobJ^+^LsccobJ  +  IJ*  =  0, 
und  folglich   (jrco8J+ Z,)2=0,    woraus 

L 


53) 


•sJ+L  = 


folgt.  Die  Schattencurve  ist  also  in  diesem  Falle  eine  der  .^xe 
der  y  parallele,  folglich  auf  der  Substilarlinie  senkrecht  stehende 
Gerade,  wag  sich  auch  von  selbst  versteht,  weil  Piir  d=0  die 
Sonne  sieb  in  der  Ebene  des  Aetjuators  bewegt,  die  von  den 
Sannenstrablen  beschriebene  KegelUäcbe  also  in  eine  auf  der 
Weltaxe  senkrecht  stehende  Ebene  überlebt. 


M  i  8  c  e  I  I  e  n. 


Div  THsection  des  Winkels. 


Der  in  drei  gleiche  Theile  zu  theilende  Winkel  sei  JCB 
(T&f.  I.Fig.8.}.  Man  schlage  mit  einer  beliebigen  Zirkel-lffnung  um 
C  den  Bogen  AEB,  ziehe  die  Sehne  AB,  errichte  auf  den  Halb- 
messer CB  den  Halbkreis  CDB  und  ziehe  vom  Mittelpunkte  C 
durch  den  Durchsclinittspunkt  des  Halbkreises  und  der  Sehne  D 
den  Halbmesser  CE.  Darauf  ziehe  man  die  Halbmesser  CE', 
CE",  CE'"  U.S.  w.,  halbire  die  Stöcke  der  Halbmesser,  welche 
zwischen  der  Sehne  und  dem  Bogen  liegen  ,  also  DE,  D'E',  D"E" 
a.  s.  w.  und  verbinde  die  Halbirungspunkte  F,  F\  F",  F'"  u.  s.  w. 
durch  eine  Curve.  Nun  ziehe  man  von  C  durch  O,  den  Durch- 
schnitlspunkt  der  balbirenden  Curve  FF'  und  des  auf  CB  er- 
richteten Halbkreises  CDB,  den  Radius  Ct;  so  hat  dieser  den 
dritten  Theil  des  gegebenepi  Winkels  ACB  abgeschnitten. 


124  '  Misceilen. 

Beweis.    Ziehe  die  Linien  ßO  und  BL. 

KO=LO 
BO=^BO 


\KOB^^LOB 


^BKO=^BLO. 
Da  aber  auch  j^CLB=^CBL,  so  ist  auch  ^LBK=^LCB. 

^LBK  bat  als  Peripherie- Winkel  zum  Maass  den  halben 
Bogen  AL  und  der  Winkel  LCB  als  Centri- Winkel  den  Bogen  Lß, 
folglich  hat  AL  zwei  solcher  Theile  wie  LB  einen  oder  BL  =  lBA, 

Nachschrift   des   Herausgebers. 

Wenn  auch  der  vorstehende  kleine,  mir  für  das  ,, Archiv'' 
übersandte  Aufsatz  für  viele  Mathematiker  wahrscheinlich  nichts 
Neuc;^  enthalten  wird,  so  lasse  ich  ihn  doch  abdrucken,  weil  die 
Form,  in  welcher  hier  die  Trisection  des  Winkels  gegeben  wird, 
vielleicht  bei'm  geometrischen  Elementar  -  Unterrichte  eine  nicht 
ganz  unzweckmässige  Verwendung  finden  könnte.  In  seinem  an 
mich  gerichteten  Briefe  sagt  der  sehr  bescheidene  Herr  Verfasser, 
Lehrer  an  einer  preussischen  Stadtschule,  dass  er  die  Curve, 
mittelst  welcher  er  den  Winkel  trisecirt,  nicht  kenne.  Vielleicht 
ist  es  ihm  nicht  unangenehm,  —  und  dies  ist  auch  ein  Grund, 
welcher  mich  veranlasst,  dem  kurzen  Aufsatze  ein  Plätzchen  zu 
vergönnen,  —  wenn  ich  ihm  sage,  dass  seine  Curve  keine  andere 
ist,  als  eine  gewöhnliche  Conchoide,  welche  schon  der  grie- 
chische Geometer  Nikomedes,  der  im  zweiten  Jahrhundert  vor 
Chr.  Geb.  gelebt  haben  mag,  zur  Trisection  des  Winkels  erdacht 
hat.  Sein  Verfahren,  —  sagt  Klaget  im  mathematischen 
Wörterbuche.  Tbl.  1.  S.  53L  —  kennen  wir  nicht  mehr,  da 
seine  Schrift  über  die  Conchoide  verloren  gegangen  ist. 

Dass  aber  die  Curve  des  Herrn  Verfassers  eine  Conchoide 
ist,  lässt  sich  leicht  auf  folgende  Art  übersehen.  Man  halbire  in 
Taf.  L  Fig.  9.  die  Linie  CD  in  Cr  und  lege  durch  Cr  eine  der  Sehne 
AB  parallele  Gerade  ilfiV,  so  wird  durch  diese  Gerade  auch  CD* 
in  Cr'  halbirt.  Die  Mittelpunkte  von  DE  und  D'E'  sind  nach  der 
Construction  des  Herrn  Verfassers  F  und  F\    Nun  ist 

also  GFznG'Py  woraus  sich  unmittelbar  ersieht,  dass  die  Punkte 
F,  F  und  eben  so  F",  F",  F'^,  F^^,....  Punkte  einer  Conchoide 
sind,  und  zwar  einer  sogenannten  oberen  Conchoide,  da  sich  auf 
der  anderen  Seite  der  Geraden  JfZV,  auf  welcher  der  Punkt  C 
liegt,  bekanntlich  noch  eine  zweite  sogenannte  untere  Conchoide 
beschreiben  lässt. 
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•»  II 


Sar  Ies  formules  pour  la  maltiplicatipa  d^  fonctions 
elliptiques  de  la  premi^re   esp^ce. 


Pai 


Moiisieur  Dr.  G.  F.  VF.  Baehr 

k   CiSroningne. 


I.    (n  un  entier  impair). 

.  t  .  . .        ■ 

Soft ^  le  module^'  ki  8on  compl^ment,  K  ei' K'  Ies  fonctions 

compl^es  correspondantes ,   et 

...  .  ^        ..      -;        .  ..-,... 

"  S\n.amp,(u.U)=:a;,    Suua,mp.(nu,U)=y; 

on  sait,  par  ia  formule  pour  i'äddition  et  le  caicul  de  procbe  en 
proche,  qae  si  n  est  un  entier  inipair,  Ton  a  ' 

cfu.  F  et  q>  sont  des  fonctions  rationnelles  entieres  et  patres  de 
ac  et  k,  qui  g^n^ralement  n'ont'^oint  di«  facteur  commun,  et  qui 
par  rapport  ä  x  sont  du  d^gre  n* — l  =  4j9. 

Si  Ton  remplace  u  par  u-\-iK'  ^  oü  i=  W — 1,  on  a 

S|n.  amp.  (n  +  iK')  =  ^  ^in.MpTu  =1^ ' 
et,  n  ^tant  impair. 

Sin.  amp.  (««  +niK')  =  Sin.  amp.  (««  +  iK')  =  ^^|^^„p,„^,-;^. 

de  ßoftß  que  la  formule  pr^cädente,  ei>  y  ^crivapt  simoltaniiment 

1  1     , 

/—  et  T-  ^  ^^  place  de  x  et  de  y,  donne 


.-^'heilXXXVI, 


9 


126  Baehr:.  Sur  ies  formuies  pour  ia  mulitpUcmäon 


I  — ■  o^       i ^_ 


oü  l*on  a  multipliä  Ies  deux  termes  de  la  fractioD  au  secood  roem- 
bte  par  k^vx^v  afin  de  las  räduire  ä  des  fonetions  enti^res;  l'iden- 
titö  des  deux  formes  de  y  exige  que  i'on  ait 

F(x.k)=^Mq>(^.k\k^vx^Py     ^{x.k)  =  MF(^.k\k^Px^P, 

oü  le  fäcteur  iH  est  ind^peDdant  de  ^,  et  ainsi,  au  liea  de  1a 
formule  (1),  Tod  peut  ecrire 

F{x.k)  ^ 


y:=zx 


MFf^.k\k^Pa!^p, 


si  l'on  fait 


a:=  :^=Sin.ainp.[iP±itÄ'] 


OD  a 


y  =  Sin.  amp.  [nK  i  5  iK']z=zSin.  amp.  [(«- I)^±~^iilC'+(A'±yÄ')], 
^  c'est-ä-dire,  n — 1  ^tant  pair,   ainsi  que  TIid  des  nombres    "  ^    > 

3(==  (-l)Vsin.amp.  [^±  Jtif']  =  (-1)^.  ~j^, 

et^  substituant  ces  valeurs  partieulidres  de  ar  et  de  |y,  dans  la 
fohinile  i)ui  pr^c^de,  on  o(btient 

Äfc=t(--1)  «  J5r-«P, 
'      done,   on  aura  ^ 

(2)         - 

de  Sorte  qa'eo  posant 

F(X .  k)  Ä  Aq  +  A^*  ^„„^AzmX^  +....+ AAp--2mX^P'^+....+AApX^, 

9(ä?w*)=±  Zo+  Zgdr« +....+ Z2wa^^ +....+ Z^-2mir4p-2«*+..i+2^ 
il  s'en  suit 


ä€$  fimeiHMu  eiHpHvHes  de  im  prenüert  esjfSce. 


127 


n-l  «-1 

de  Sorte  que  Ton  peut  auf  si  ^rire 

■  -Ulli 
F(a;.A)==<-l)  «  [Z4y/r-2j»  +  Z4p^2A-C2j»-»)ar»  + 

B-rl 

9>  (;r .  A)  =  (— 1>  ®  [iii^  A:-%»  +  -44p-2 A-^-«)flp«  +  . . . . 

oü  les  coöfficients  A  et  Z  sonrt  des  fonctioDs  de  n  et  de  A:. 
La  valeur  de  y  satisfait  ä  l'^qaation  dlfferenfielte 

dy  ndx 


Vd^y^Ki-^g^)  -  Vd-^x^l^l^a^) 


»    .  .  .  <3)  . 


qoi»  parce  que  y  s'evanouit  avec  x,   dooBe  1  -p-y^n,  maift  1 
a  aassi,  diff^entiaiit  (l)» 

^  ^F(^^       '      Fjx.k) 
dx       q>{x.k)^      ^'q){x.k)' 


Oll 


d'oü^  ^üsaat  ar:=0. 


et  par  ^a^psöquent,    F  et  ^   n'ayant    point  de  faeleur  coniinaD^ 
F6().*)ä»,  ip(O.A)=il,  e'est-ä-dire 


«-1 


^0=«,     il4P  =  (~l)  *  *^, 


»-♦I 


Par  les  relations  connues 

Sin.  amp.  (Ä;t£ .  t)  =  A  Sio.  amp.  (t£  ..A;)  =:ii;r , 

iSiD.  amp.  (n  Au .  v)  =^  A  Sin.  amp.  (Mu .  £)  s=  A;y , 

Ton  obtient,  changeant  dans  (1)  elmultanöment  o?  et  ^  eo   kx^  et 

1  '  ■  - 

ky,  et  A  en   j»  ,  , 


>« 


9< 
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Baekr:    Sur  des  fm^mulei  pour  ia  multipUtaiimi 


1 


ky  =  kau 


,  *  -j  .  . 


les  deux  teriues  de  la  fraction  au  second  tuembre  de  cette  equa- 
tion  devrout  ^tre  identiqueuient  egaux  ä  ceux  de  la' formale  (1) 
i^ultipli^s  par  ud  facteur  qui  ne  coiitieqt  pas  x^  faisant  a;  =  0  on 
trouve  que  ce  facteur  est  l'unit^,  done  on  aura  identiquement 

Fix.k)z=zF(^a:.j),    q>{x.k)^q>{kx.  j^, 

ce  qui  dätermine  coiupleteiuent  la  forme  gän^rale  des  eo^fficient« 

i4  et  Z,  car  od  a^   d^signant  par  A'  ce  que  devien^  A  lorsqu'on 

1        '  ..•••■ 

y  change  ä;  eu  t» 

,  ■  •  '* 

d'ou,  par  la  comparaison  avec  F(x.k), 

A^m=^,A'2mk^"',     ^4P-am=-4'4p-.am.A:¥'r2»; 
seit'  doDC 


2m       2m  2m  am 

Aim  =Ao-fA^k^  + ....  +  A2fi  k^f^ + ....  +  A^q^^fi  *»f-^  +'U+  A^l^, 


9m 


oü  les  GoSffioients  A  sont  des  fonctions  de  n  seul,   on  aora 


2m  2m  <Sm    ' 


2m 


+  ....  +  A^qlk^-^^, 

et  i'^galit^  de  ces  deux  poiynomes  exige  que  l'on  ait  1^  2m — 2^=0 
ou  m  =  ^,  et  2^  ./ 


2]|»  am 

A^ß  =  A^m-'^fjL, 


de  Sorte  que  Ton  a 


2m        ^  am  .2m 

Aftm=Ao(l+k^)  +  A^(\+k^^i)k'^  +  .,..  +  A^(l,+ A««-^)*^' 


•  •  ■  • 


+  ..+ 


am 
Amk^ 

2m 


äe$  f^ctions  eiitpüfuesde  kt  prrnnüre  espeet. 


129 


oü  le  dernier  terme  sera  le  sqpörieur  si  m  est  pi^r,   et  rinff^rieur 
81  m  est  iliipair.  0 

Dans  le  polynofne»9(:r.^)  le  co^fficieot  A%m  6«t  mültipliä  par 
k^—^mJ    ee  produit  contiendra  donc  le  terme 


am 

mais,  q>  alnsi  que  ^  ne  oontenant  que  des  ^uissances  positives 
(et  paires)  de  k^  on  devra  avoir  2;i-f-2ji— 2m=  ou  >  0,  c'est- 
ä-dire  ft=  ou  >m — p,  donc  si  m  </i  on  peut  admettre  ies 
valears  de  ft,  ft  =  0,  ft  =  l,  ft  =  2,  «tp.,  mais  qaaod  m>/?,  la 
plus  petite  valeiir  de  u  sera  fi  =  ??t — p,  et  daos  ce  eas  Tod  aüra 

ouy  ^crivant  2j9  — m  au  Keu  de  m, 

f         4p— 2m  4n~2m 

/  4p-2m 

\     Am    k^  ,  .„^   ^ 

.  i  4p-2m  •' 

OÜ  maintenant  nt  <  p. 

De  ni^roe  on  aura  *  . 

r 

12m 
2m 
Z«_i(l+*«)Ä»-'S    (»t<p) 

♦  .4p— 2m  4p— 2m 

««.-*»  =  [   Zo   (14  ***•)+    Za  (1 +**»-*)  *«+•••]*•'-*"• 

Ön  a  encore,  ecrivant  V(l— y*),  V(l  —  A^*),....  an  Heu  de 
Cos.amp.ntf)  i^arop.nu,.... 

(4) 
^(J-*V)=^ V(l-*«x»)»    V(l  -y.)=^ v(l-x.), 

OÜ  9c  et  n^  soot,  comme  F  et  9,  des  fonctions  rationnelles  en^ 
ti^res  et  paires  de  .r  et  de  A:^  et  par  rapport  ä  o:  du  mdme  dögr^ 
n*— •1=4/1, 

8i  dans  ces  formules  Ton  cbange  ti  en  u  -h  iK' ^  x  devieht 
7-,   et  parce  que  Pon  a  . 


\ 


N 


lao 


Baehr:    Snr  les  ftfrmnles  paur  la  muH^UcäÜm 


/ 


I   / 


et,   n  €itiXit  iiilpair, 

-..      '■  .•  5-*-     ■  / 

Co«.arap.(itM+ntÄ')=(— 1)  *  Co«,aiDp.(w+fiir') 


=  (-  ») 


8 


^f.amp.n« 


't^Sib.amp.nu' 
on  voit,  qu'il  faut  changer  alors: 


V(l-A*^*)  eo 


V(l  -  Ar^) 
ikx 


V(l-a:«)  en  ^      ^^ 


Vd-ÄV)  en  (-1)"^'^^^^^;;^^    V(l^^*)  en  (^If^^CQ^^^ 


iky 


de  Sorte  que  par  lä  elfes  deviennent»  apr^s  r<^duetion, 

n-i    ^(rz*^) 

v(i -»») =(-1)^1  )7   ^  v(i-^,-  • ' 

V(l  -  Ä»^*>  =  (- 1)  ■«  I -4^-^  V(l  -  A«x«) , - 
«ü,  substituant  ä  ^  sa  valeur(l)  et  ayant  ^gard  aax  relatiow«  &)> 


V(l-»«)  = 


''(^•*) 


k^x*f 


r       ■ 


V(l-«»), 


v(i— *»y«) 


q){pe.K) 


ce  qai,   par  la  comparaison   de  eelk>s-ci  avec  Celles  dont  alles 
ont  ^t^  d^duites,  donne 


^■ffff^^^^^^i 


des  ßHClloiis  elilptli/ufs  itela  premiere  espece. 


Si  dana  (4)on  changeu  etilenAu  et   -r,    il  Taut  y  ^cnre  kx  et 
Ajt  k  la  place  de  x  et  ^,  ce  qui  donne 

4/(1-?/«)=^ pVd-JT»),     V(1-AV)  = j-V(l-AV»), 

donc,  parce  que   rp{kx.-A  ■=  <p{x.k) , 

^{kx.\,r==«'{x.k),     ji'{Ax.i)  =  «(:r.A) 
il  s'eii  suit  encore 

I'        PoSKDt 
S<(».A)=Äo+Äi3^»+....+ßi™J:'''"+....+ß4P_am3:*P-»~+....+ß4p3:*i' 
Ott  s,  d4signant   par  fi'   ce  que  devient  B  lorsqu'on  y   change  k 
: 


x(kx.^)^  Bo'  +  ßa'Ä«:r» +  ....  +  B'^k''"x'^  +  .... 
1 


...■t-Bip-^„k'<^i'-^^x^-i:..iB^„k^p-^x^P-^+...+Bf,k^Px*r 


ce  qui,  pour  la  valeur  particuliere  m=p,  donne  ßjp  =  ß'^pA^c ; 
üinsi  le  co^fßcient  du  milieu  dans  les  polynomee  tc  et  tc'  sera  de 
la  in^me  forme  que  les  coerficients  A  et  Z  de  F  et  tp.  •'' 

La  forme  generale  des  polynome«  te  et  n'  est  dooc 
Mx.A-)  =  B^,  \-B^x^-i-....  +  ßi„.x^"'+....-t-  B„x^  +  .... 

....  +  ßam'  kl-  x*P-<^  +  ....+ Bo'k'»P  x*p, 

Tt-lx.ki^^Ba' ■i-Bt'k'^x^ +....+ Rtm'k^x^-'  +  ....i^  B^x^-i-... . 

....  +  ß,«fc*P-»"a;«p-»'"  +  .!..  +  ßoA»p.T*p, 


i 


132, 


Bat  Ar:    Stirjea  formuUs  pourja  muMpUcaUan 


d'oü  il  6uit  encore  que  B^m  sera  par  rapport  ä  k  tout-au-plns 
du  dägr^  2m 9  pärce  qu'actrement  B'ftmk^^y  et  par  cons^quent  7i' 
contiendrait  des  puissaocqs  n^^tives  de  k ;    posaut  >    ' 

'  2m         2m  2m 

J5am  =  Äo  +  ÄaA;* +  ....+ i52mA:^, 


OD  aura 


2m        •    2fii  2m 


2m 


oü  les  coefficients  B  sont  des  fonetions  de  n  seul.  Remarquaot 
que  ar=0  donne  y=0,  et  que  9(0.Ä)  =  1,  on  voit  que  ^(O.ä) 
=  «'(O.Ä)=rl,  et  par  consdquent  Äo='ißo'  =  ^v  ' 


Substituant  daps  l'äquation  diff^reifitielie  (3)  kao  eiy  Ifes  valeurs 


eile  se  räduit  ä 


dri 


ou  A;|.'=:l  —  A:^;   donc  on  aura,  en  substituant  les  meines  valeurs 
dans  les  integrales  (1)  et  (4) : 

VCl - 1?*) "^  V(l-^)  <p(l' . V) '      V(l— ij«)      vd'.A)    V(l^|»)  ' 


V(l 


,-^«)— 9,(|'.A)  V(L- 


V(l-|») 


d'oü  Ion  idäduit 


■I ' 


Mais  (5)  etant  de  la  meme  forme  que  (3)>  ob  a.  auissi 


'"'-1')'=^^«-« 


•         ■  •  -  t  ■  » 

de  Sorte  que  par  la  compäratsoti  de  ces  deux  c^roupes,  apres  qu'on 
ait  r^duit   les   polynomes  fractionnaires    en  §'  ä  des  polynomes 


■  / 


r 


^^ü»fi^^^ 


des  foncUnns  etlipliguet  de  la  preiiiiire  espece. 


«Atiers,  par  I 
valeur  en  |, 

1. 


multiplivatioD  par  (1  — ^)"^i',  et  ecrivant  pour  |' 
in  obtient 

F(t.i,)  =  F(^^^,-')(l-?)'',   •    -    .    (li) 


«.(«.4,)=«'(^ 


t)a- 


oü  Ton  pent  ^chan^ir  A  et  A^   entre-eiiz. 

Par  ces  formules  et  )e^  relations  trouv^es  pr^cedemnient ,  l'oi 
peut  deduire  les  fonctions  F,  q>,  .ji  et  Tt*  de  l'ane  quelcoii<|ut 
d'entre-elles      F{x  A)  etant  coiioue  on  a 


]k^Pa^, 


(e'> 


et  par  consequent 


donc,   par  la'troisieme  (6),    ^cliangeaiit  k  et  ki, 
d'oü,  parce  qne  ■!i' (  ,— . kj  k'^P s^  ^  n:(s . U) , 
itehan^eant  dans  celle-ci  b  et  k, ,  eile  donne 


inaie  la  preniiere  (ti)  donne 


/■lÄ'Pi5:,-*P, 


.(i'<-p!..,)=.(vfl^...)„,-.„_ 


i  il  euit.   que  lea  Heux  dernieres   expressions  de 


1 


1S4 


Baekr:   ßur  ie$  ftM^rmUef  pew  As  muM^^UesMm 


\' 


0ont  identiqaeintfiit  4ga\es  s\  Pon  mtiltipHe  la  «eeonde  par  (1 — x^)^, 
et  ce  qui  fait  voir,  que  la  quatri^me  des.äqoations  (6)  '%at  mam 
cons^quence  des  deux  prenii^es»  et  ,des  relations  trouv^es  pr^ 
cödemment.  * 

La  troisi^me  des  formules '  (6)  doqne^  si'  Tod  y  cbange  k  en 
ki^  et  designant  par  V  ce  que  deviei^t  alors  le  eoäfBcient  Z  de 

....(-!)"  Z'j5n»^*'"(l-a?«)«P--«..4--^l)'»Z'4p-^a:4i»-««(I--ar«)"«.... 

donc,  notant  les  cf^^fßcients  d'une  puissance  q  da  binome  de  la 
mani^re  suivante^  savoir: 

^-C1\     1-Cl"\     yC»-^)      Cl\ 

X     l,%,,„tn  \mj       \q  —  inj' 

on  .aura ,  pour  les  cofifBcients  B  de  net  n"  exprim^s  par  ceux'de  q>, 

ß',«.A*"     • (7) 

=<-')-[©^»+C^')^-+-+C»'')^»+-+^'— ]= 

r^ciproquemept  on  tronrera,  par  ta  divwxiime  «]<9«  («rmalcfpi  (6)y,. 

(8) 

+ ....  +  Ä'a«**"]' 


V...  » 


4P— fm 


=(-«-[(*)»-«+C*:>^+ Cr)«--**- 


■■  \  -  .f 


*  .  a  ■  k  1 


Si  Ton  met  en  ^vidence  le  multiplicateur  n,  en  ^riyant 
Sin. amp.  (nu . A;)  =  ^n »  et  de  tn^me  Sin.  aoip.  2u  =  ^2,  la  formüle 
peur  Taddition  donne 
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jiar  les  forniules  (inur  la  duplication  Van  a 


S»  =  ^;K1-«')(1-4'»'),    1/(1 -«W)  = 


v(i-s.«)  = 


<2) 
»(2>' 


remarquant  que  n4:2  est  iinpaii 
ä  la  Dotation  indiqutfe, 


V(2)  =  l— A»a*,    !tC2)  =  l— 2A«a:»+Aa^. 
«■('2)  =  l-2»a  +  i';r«; 

OD  poarra  ecrire,  conrormemeiit 


•>(n±2)' 


v(t-kV)='!^va-t'^. 


salMtituaDt  alors  les  Tornies  gäii^rales  de  yn,  ^^±2.  etc.  dans  les 
deux  formulfls  pour  Taddition,  oti  obtient,  apr^s  r^duction. 


f(«db2) 
9(71 +  -2)  " 


;ca)  (I  — Ä'ar*)  Fa(2)  F«(i.;(  ^  ^, 


'(2)  F«(b)  -  (1  ~  :r')  (1  -  A%')  F\%  9\u) 


-.  (1  -«:»)"( I  -Ä^ar«)  F(2M2)  %(»)  ^(n)" 


Dans  ces  identit^s  les  deux  termes  de  la  fraction  au  Hecoäd 
niembre  sont  par  rappott  k  x  du  d^grtf  2(n*  — I)  +8=z2h'  +  6. 
et  ceux  de  la  fraction  au  premier  membre  seulement  du  d^gr^ 
{n±2)* — l^n*J:4«+3;  il  faul  donc  que  les  premiers  aient  un 
diyiseur  coniniun  du  A6gT6  R'+4n  +  3,  c'eat-i-dire  du  dögrri  de 
F(»T2)  ou  qj(7i^'2).  Remarquant  ceci  il  (ievient  proliatile,  que 
l'unique  d^nominateur  an  second  membre  de  la  premi^re  et  l'uni- 
que  num^rateur  dans  celui  de  la  seconde  soient  respectivement 
^gaux  aux  pröduits  (p(,n—i)<p(n+'2)  et  F(n— 2)  F(k+2).  et  que 
le  numerateur  an  second  niembre  de  la  prenii^re  soit  alors 
^(nf  2)»(n4:2).  On  peut  s'en  assurer,  si  l'ou  ^crit,  au  Neu  des 
deux  TornitileB  en  question,  les  quatres  auivantes,  qui  y  eontcon- 
tenues,  savoir: 


i 


1 
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F(n  +  2)  _  B^     F(n  —  2)  _  B 

oü  il  est  facile  de  voir  ce  que  d^signent  A,  B,  A*  ^i  B*,  on  en 
däduit 

F(«  +  2)y(n— 2)_^       F(w  +  2)  F(w^2)    :Jg" 
9»(^  +  2)iF1[n~2)~2i''     9(n  +  2)g)(n— 2)  ""  J5  '  , 

oü  tous  les  termes  des  fractions  sont  du  nieme  dögrö  2n^-f-6; 
donc,  s\  a  ei  ß  sont  deux  facteurs  ind^pendants  de  Xy  on  devra 
avoir 

f^«+2)^(»— 2)=:^«il,    F(n+2)F(»v-2)  =  ßÄ';  V 
g)(«  +  2)  :7r(«— ^>=r  a^S    g>(»  +  2)^(n— 2)  =  ßB, 

faisant  lians  celJe»*ci  arttsO,  ce  "q«v  donne.  F(«  i  2)  i=  n +  2, 
g>(«±^)  =  l5  F(n)  =  n,  <p(w)==I,  7r'(72)^7r(w)ss:Jy  tatidi^qne  ron 
trouve  ^  =  w  +  2,  ^'  =  n  — 2,  iB=  l^^'zzw^  — 4,  on  obtient 
<r=:|3=:  1«  de  Sorte  qu'en  ^crivant  pour  A  etc.  leurs  valeurs  od  aura 


I  >' 


,(9) 


;(.  :" 


t  •  I     '  f 


g)(n-2)  g)(«+2)«A^2)\9>*(»i)  >-j!:*a:*(l  -a:«)(i-i*««^)F«(2)  Ji^(»).. 
g)(«+2)i^nyt^y=^3t(2f)7r'(2)  -   .     ^      ^ 

+  (l:~,T2)(l~Ä:2a:«)  F(2) 9(2) ^n) ^(it). 
On  a  encöfiö,  paf 'fc  th^or^iiie  poiir  Tadditfob^  •     ^ 

et  aussi 

•  ■   •        ■  ■  •  •     •   >  ■ 

^(1^%  V»)<!^;„  V(l  -y.«)  (1  -  *  V)  T  J,  V^i  -y.*)  (1  -'Ji'^i«)^ 
i\o^  V^Xi  d^itit,.  de  la  m^me  mani^re.  —      .:.;,    . 

"■■;■;  ■   ■  ■■       (10) 

gin^Mn±2)  ~  <>.(2)  «(2)  <p(n)  «(«)+*«««(  1  njc»)  /'(2)«'(2)iF(«K(«), 
F(>iT2)  nini^)  =  g)(2)  w'(2)  F(n)  «(«)T  (1  —  ar«)  F(2),jr(2)  9)(«)  n'(n), 
tandis  que  les  formnles  ^    -  \ 


/  • 


Me»  fuHittou»  eüiptifues-  4»  ta  pr*mfih  eaiUee. 


1«7 


V(l  — .yn±a«) 


V(lr»-»..*>  V(l  -y^)  ^  J^n^ä M»-* V^  (»  -  *^i5 ' 


donnent  encore : 


,u 


»■  . .' 


j-  • 


:(.- 


(H) 


9>(n+2)  Jr'(ndb2) = g?(2)  7r'(2) ^(n>2r'(«)  Ta:\\ - it«^«) F(2)  jc® jp(n)«(i?), , 

F{nl^^)n'{^±%)^i^{i)ni^F{n)7t*{n).±^ -**4t«)  3r(2) ;7r'(2) g<«) 7r(w). 

.  «     '                     F(—n)        F(n) 
ParcequeSin.arap.(— nw)  — —  «Sin.amp.t/,  on  aura  -7 r= 7-{* 

donc:  F( — w)  =  —  ciF(n),  q>  (— n)  =z  aq)  (n) ,  a  etant  uii  facteor 
independant  de  x,  pour-lequel  on  troiiire^  ffiUaiit  ^==0,  af=  l, 
ainsi  ' 

.  F(— -«)  =  —  F(w),    cp(—  w)  =  <p(n), 

r'K'  ■-, 

et  de  la  meme  mani^re  Ton  obtiendra 


1  v<  ,■  » 


.).« 


^:7r(— n)  ^  7t{n),  ^  :7r'(— «)  ==  jü(w), 

par  consequent  les  coSfficients  ^  de  F  changeront  de  signe^^Mp 
meme  temp8  que  le  multiplieateur  n,  mais  ceux  de  9,^  tt  et  9s'  ne 
le  feront  päs.    Si  n=l  on  a,  quetque  soit  0:/^==^,  ce  qui  con- 


•  [JH 


^-.f- 


«\  - 


^duira  ä  „.  :    : 

-    F<+1)=±1,     <3P(±I)  =  J,     tnp(±l)  =  l,     t7r'(±l)  =  l; 

ayant  ögard^^  ces.  r^marq^^  la  premi^re  dea  ^quation^^^ft)  don?, 
neri,'  par  e^emple^  /  , 

=  — (1  ^it^a:4)2  +  4(l-.a:«)(l— ;fc%2). 


•A. 


\     ■   n;.-:.'^ 


■> 


1  :'    »    ■       •!•«»•»  T'V.'r,» 


A  r^#.:de9;  far^ivlea  ptr^e^deaUea^n  peittXfaoU^ne^  Mter- 
miner  les  fonctions  F,  tp  etc.  pour  les  valeurs  particulii§res  de 
k,  k=Q  ei  kzizh    Si  Ton  fait  k^üy   r<^quatioD  diff^rentielle  {S) 

devient       .^ ^t2)  ==  v(i  — ^  w'^) '  ^*  ^0»»®*  y  s'^vanö.uifesantavec  op^ 


»\  •.  «*• 


ou 


-  Are  [Sin  ==y}  =^  n  Are  [SId  ^k\ , ' 

4  .  . ,  , 


•.•;-  \ 


y  =  Sin[« ArcSin  =x],     V(i— y*)  =  Cos[fiArc.Siii ±±0:]; '  '' 


'  ^ 
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Mfiant  «««gf  ^£=0  daiM  les  formes  g^tiöral«»  de  y^  VO'^y*) 
et  V(l— Ä;y),  on  a 

doDc,   n(äp.O)=^  ip(x,0),   et 

F(a?.Q) Sin[nArc.Sin=ar]      yg'(x.O)      Cos  [n  Are.  Sin  =  a?] , 

la  deuxi^me  des  fornrales  (9)  donne,  si  Foo  y  fait  k^O, 

(p(n  +  2)9(«-2)  =  (p«(«)  .     ^ 

ä'oü  successivement 

*  9?(«)  V(n  —  4)  =  ^(n  — 1i) , 

t  > 

9.(3)9,(-l)    =9.«(1), 
doDt  le  prodait  donne 

d'«ü 

g)(n)  =  9(n— 2)  =  9(«  —  4)  =  ....  =  g>(l)  =  1 ; 
ainsi  l'on  auitt,  d'aprds  des  fonnules  coonaes, 

fXar.O) '  ^    (12) 

-"~     2.-«    "^^      2.3.4.5^    ^^  2.3.4.B.».T        *  "Iv-» 

- ,       1.2  ^  +      1^2. ».4     "^  1.2.3.4.5.6  ^     ^+    •' 

tandisque  Tod  a  q>{x.0)=z7c(x.t})=:h 

8i  Tw  (ait  Asl,  VftpMäim  dlff^renlMle  (3)  devt^Ü  ' 

dy  ndx 

•■      y — '^  — - — —  , 


et  donne 


■* 


fi 


doncp  on  doU  a?oir    ' 


de$  /fmNi^m  ^iipäfUH  ^4m  prtm^A  €^^9. 


IS» 


«-1 

^Xa:.l)""(l+ar)«  +  (l  — a:)«*     g)(ar.l)  "~(l  +  ar)«  +  (l— ar)«' 
et  pa»  consöquent  on  peut  paser  « 

/'(^•1)  =  — '     .  ^ ^ X(n),    g)(arJ)as j-^ ^X(«), 

öH  X  Mfiiigrte  uD  polynoMie  en  ;r  et  n»    qne  Fön  d^termtnera  en 
fai8aDt  aussi  A;  =  l  dans  la  premii^Te  i^qtiattoti  (d),  e6  qo)  dotine' 

ou^  apr^s  la  Substitution  des  valeors  suppos^ss  4e  Feiitp^  «t 
r^duisapt, 

X(n-"2)  X(n +  2)  =  (l-.ar«)*X«(n), 
d'on  f «n  tf^duit  isiro^^iyement 

X(n-  ^  X<ii)et  <1 — *•)*  2D*(«— 2), 


x<- 1)  x(3)  =*  a-^»xni)- 

fl— 1 

Le  produit  de  ces      ^      ^quatisns  doone 

X{—  1)  X(i>)  =  (1  -  ara)«(»-i)  X(n  -2)  X(l) , 
mais  Ton  tronve 

X(l):el,    X(->1)=(1-*«). 
donc,  on  aura  successivement 

'    „  x(«)=a-jB«)«— »x(i^— 2)i 

X(i»— «)  =<l-'a!^"^»-X(«-4), 


\   N 


.Xi(3)Ä(l--a:^»X(l) 

.«—1^.  -^ 

etil»  proddü  de  ces      q      <^qoa6oTis  dofine 

it(n-l)       . 

.  de  Sorte  que  Ton  a 

F(a?.l)= «r- — (1— ar«)    •    , 


2ki; 


>i ,  • 


,. » .   >■ , 


w 


fl*-l 
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et        '  »        ' 

.     •      =  f     .  •  •  ■'    s    : 


»    »      ,'*!>• 


■  On  peut  aussi  obtenir  Ies  valeurs  generales  de  F,  9,  9c  et  ^c' 

,  » •  1      •  1 

poiir  Ies  valeurs  particnli^res  de  a*,  a:  =  l,   ^=t  'et  3?  =  ■  j;^  , » 

La  premi^re  des  ^quations  (6)  donne,  si  l'oo  y  cfaaoge  A;  en 
iii^  A'  d^signant  ce  que  devient  alors  A9 

d^oü  aossiy  changeant  x  eu  kx  et  k  en  t,  ^'^  d^aignaht  ee  qne 
devient  alors   A\ 

F{kx}^  =  F(ar,Ä:)  =  /4o''(l  — >t2;ra)2p  -  ^'^A2a:a(l-^A«a?«)^-i 

+  ....  + ^41,"  Ä«i»a:^, 
doDC,  on  aura  ' 


F{\.k):=A^\    FQ^.k^-A^", 


maiä  la  valeur  tronvöe  pour  A^  tfoniie 


^p'=  (_  1)  «   Äi«P  :i=  (-  1)  «   (1-  **)~^, 

n—1  I   n'— 1 

A^p"  =  (-1)  «  (l  -  Ti)   ♦   . 


A' 


I ' 


on  obtiendra,  ainsi  Ies  premi^res  formules  des  deux  premiÄres 
colonnes  (14)  ci-dessotks^  dont  Ies  aiitres  se  deduisent  d'une  ma- 
ni^re  .analogue  des;  öqujfttlons  (6).  et;  des  relatjoBs  tronvees  dans 
ce  qui  präcede. 

On  peut  auj^si  däduij».ces  r^altats  des  äquations  (9)  etc., 

comme  il  suit  ici  pour  Ies  valeurs  pf^rticull^res  i^:;=:--mjs.  ^  Afprs 
on  a  9)(2)=:0,  de  sorte  que  la  prämiere  (9)  dövieat 

'F{n  -  2)  F(w + 2) = ^  ^/^^  y^W  > 


I  ■  •  •  •  I 


•  I  f  1  * 


mais.  ja  relatioo  ^eneralp  <3ntre  !F  et  (p  dqpne  d^ns  jc^  cäs  .parti- 
cufier  g)*(»)  =  F*(^),   donc,  posant 


f  •  -  ►.    ' 


•    2(1+ A) 
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on  aura 

d'oü  Tod  döduit«   diminuant  n  successivement  de  deux  unit^s,  et 

«  +  1 
moltipliant  les       q      öquations  ainsi  ohtenues, 

F(— 1)  F(«  +  2)  =  «»+1  F(ii)  F(l) 

F(n  +  2)=— ««+iF(n), 
F(«)       =— a*-iJXii— 2), 


•    F(3).       =  — «ajFXl)  =— «a 

n — 1 

et,  multipliant  les  — jr-   derni^res  ^quations, 

F(n)=^(-1)  a  «  4  , 
d'oü 

g,(«)  =  (-l)  a  F(n>=«  *   , 

ce  qui  donne   les  deux  premi^res  formtiles  de   la  troisi^me   co- 
lonne  (14). 

Faisant  dans  la  premi^re  (11)  j^  =  4/  -r-^.,   eile  donne 

9(n— 2)  w'(n  +  2)  =  —  9(ii  +  2)  7i/(ii  -2), 

ou,  diminuant  n  de  deux  unit^s,  et  substituant  alors  pour  q>{p)  et 
9>(n — 4)  leur^  valeurs^  donn^s  pi|r  les  formules  ci-dessus, 

,    7t! {n)  =  -  a«"-^7r'(w— 4), 

oü  il  y  a  deux  cas  ä  observer ;    1^  si  n  est  de  la  forme  im  -{■  1, 

I  n  —  1 

on  obtient;    diminuant  n  successivemeni  de  quatre  unitös,   — r— 

^uations,  dont  la  derniere  est 

7i/(5)  =  —  ««'(1)  =  ~a«, 

le  produit  de  ces  ^uations  donne 

^(«)  =  (-.l)   4    «    4     V 

r  ,  , 

2^  81  n  est  de  la  forme  4m -f  3,  on  en  obtient^   de  la  m^me  ma« 

'  7t  *4- 1 
niöre,   — j—   ^uations^  dont  la  derniere  est 

Theil  XXXVI.  10 
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51/(3)  =  — aMl)=—«'» 
leur  produit  donne  alors 

«»  =  (-1)4    «  *    ; 

tandisque  Tod  a/pour  cette  valeut  particuli^re  de  x,  9K(ft)=;x'(ft). 
Par  ce  qai  pr^c^de  on  obtient  ies  fornfules,  suiyantes: 

(14)  , 

F(l.*)=(-1) ■*"(!-*«)  *  ,    F(^j.*J=(-I)  •  (1-45)   *  ' 

■     "*~*         /I     \  1  "*"* 

«'(i.A)=s(-l)^n(l-**)  4    .    «'(;i.Aj=  a-jp)  *   . 

«izi  /l     \  2=1  1  !l=i 

V 


{     Ä      auivant  qne  n  est  de  la  forme  4m±lJ< 


La  premi^re.  des  6qoations  (6)  donne  entre  Ies  coßfBcients 
A,  dont  on  connait  dejä  la  forme,  11  ne  relation,  au  moyeii  de  im 
quelle  on  peut  determiiier  enti^rement  quelques -uns  de  ees  co#fB- 
cients,  mais  eile  ne  sufßt  pas  pour  Ies  d^terminer  tous.  Remar- 
quant  premj^rement  que»  pour  A:  =  0,  le  co^fficient  2I2»  se  r^duit 

k,AQ  seul,  la  valeur  de  F(:r.O)  (12)  fait  voir  que  Ton  mra  g^o^ 
imlement 


I 


^!^l 


des  fonctions  elUpligites  de  la  premlere  espece. 

n{u■'-^)(»■^-^)....^,fl-^■lm-^)*) 


«t  Aa 


=  0,    lorsque  n  =  'Jfj 


l.3.4.5....2;n(2m  +  l) 
_1  ou  ^_"  +  '- 


ä  partir  de 


Aq,  tous  les  Premiers  coärficients    A^   e'eTanDuiseent,    et  comme 

on  a,  par  A^p-^m,  A^^^=  A^  (I  +Ä')A^f— *,  taiiilii«  que  4p  — 2 
^«^ — 3  est  toiijoura  plus  gratid  que  n  +  I  (jiiaiiil  n  :^  om  >  3, 
il  s'eii  suit  que  l'on  aura  pour  loules  leu  valeurs  (irapaires)  de  n 

-^4P-*  =  0  el  aussi   Z,  =  0. 

Ell  vertu  Je  la  premi^re  (fi)  le  polynome 

A^•'\^A^^x'^■....^^A•■lmX^•"^....-\-A^„-^„3:*v^■^'«-^.....^A■^pa*^. 

aii  A'  desipiie  encore  ce  que  ilevienl  A  lorsqu'on  y  change  k  en  A,, 
doit  ^tre  itleiitiqiienient  rgal  ä 

^«(l-iE")"?— ^i:i«(l-^')'P-i+,...(-I)»A»;ia-(l— x»)»P— 
+  ....(-l)™-'i4,-^™a;*P-«'"(l— ar»)'"+....  +  J„a:*P, 

ce  qui  donne,  en  ^oalisant  les  coi^fficients  de  a*"  et  ceui  de  x*p-^^ 
dans  les  dcux  polytiomcs,  et  iiotarit  les  coJ<rJicieiits  du  dävelop- 
pemenl  du  binonie  comiue  11  a  HA  indiqu^  pTecedemment, 

(15) 

dont  la  seconde  ae  deduit  de  la  premiere  eo  ecrivant  dane  celle- 
ci  2p— m  k  la  place  de  m,   et  remarquant  que  Ion  a 

H  \ip-m-tiJ-\     m     }■ 

P         Si  dans  (13)  an  Tait  ni:=0,  eile  donne  Aa=:Aa',  ce  qui  lais- 
serait  A  indätermiD^,    niais  Tod  sail  d'ailleurs  que  ron  a  A„=n. 
FaiBant  m  ^  I ,   on  a 


144  Büehr:    htr  ie$  /brmufes  paur  la  i^tnHtpücai^mi 

mais 

a  jA 1 

^2=^o(>+**)  et  2p=— 2— . 

dpiic 

n«  — 1  2  a 

— 2-^.n  +  4>(l+*^==-^o(2-**), 


ce  qui  se  r^duit  ä 


'  I 


X 


I 

et  ce  quj  donnera  pour  A^  la  valeur  ei-apres  (17),  qui  s'accorc^e 

'  '     ^      an»  ,     ' 

avec  Celle  donnöe  par  Aq, 

•• 

Faisant  m=2,  on  a  /, 

l  2  J  ^  "^  V     i      j  '^a  "^  -^4 ^^  ^4'» 
mais 

,4  4     ■  '  .  , 

^4'  =  J„(2-2*«  +  A*)  +  Ja(l-Ä«), 
donc  X 

le  premier  membre  de  celle-ct  doit  avoir  le  facteur  1  —21^^ 
apr^s  qu'on  y  aura  portales  valeurs  de  Jq»  -^a  ^t  p,  ce  qui  en 
effet  donne 

w(wg— l)(wg— 3)  _  t    .  j  ^       ' 

2.3.4  —Ao  +  A^, 

qui  serait  insufüsante  pour  däterminet    ies    deux    inconnues,   si 

2m 

Aq  ne  donnait  pas 

w(n«— l)(ng~9)  _  j 
2.3.4,5        "-^' 

de  Sorte  que  Ton  tronve  ' 

^»-2.3.4.5  5«0f»  -3), 
et  la  valeur  de  A^  (17)  s'en  suit 


/ 
I 


des.  fimcäoits  eüipti^fies  de  la  ^remiere  especeu         '    143 
Faisant  m=3,  od  a 

mais  '  • 


et 


d'oü 


A,  =  ia+*«)+i*(i+*«)A» 


4,'  =  io(2-3Ä»+3*4— A«)  +  ^a(2— 3Ä:>  +  ifc*), 


■~{At'  +  At)=-a-k*  +  A-*)  (Sio+aia). 


\ 


ce  qui  fait  voir  que  1e  premier  membre  de  l'öquation  pr^cödente 
doit  aussi  avoir  le  factear  1 — k^'\-k^;  en  eflfet  od  ofoticlot  aiosi  la 
seule  eqaation 

6           6  _     «(na~l)(?,g^9)(«'-5) 
öAo  +  ZAft ■  2.3.4.Ö.2 

qui  ne  suflSrait  pas  pout*  dätermiiier  ies  d^ux  ioconnues,  si  Ao  ne 
doanait 

6  _     ^n (n*- !)(«'— 9) (it«-2S) 
i^o  — <*  ü. 3.4.5.6.7  ' 

de  Sorte  que  l'on  trouve 

et  la  valeur  de  A^  (17)  s'eD  suit. 

Faisaot  m  =  4>  oü  a  # 

et 

Q  ft  8 

aiDSi  le  premier  membre  de  r^qfiätiou  pr^c^deD'te  sera  divisible 
par  1 — 2k^,    et  eosaite  od  aura,    pour  d^termmer  Ies  A,   trois 

8*8  8 

^qoatioDs»  doDt  ies  premiers  membree  serpDt  A^  +  iAf^^A^^...,, 


I 
I 


I     «' 
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8  8  8  8 

—  2Aq  —  A^:=z,...  et  2i4o  "f  ^a  =  ••••»  V^^»  comme  rön  voit, 
ti'^quivaleront  qu'ä  deux  distinctes,  qae  Ton  obtiendr^  «ttitei^  ,en 
egalisaot  les  co^fficients  de  A^  et  l^  dans  las  deux  aembres  de 
la  pr^cödente  öquation«  ce  qui  donne 


8 


6^  +  3i,  =  (^-^)A+f'',-')i' 

la  '»econde  devient,  apres  la  röduction« 

^^0  +  3i4as= 2«. 3.5.7  C»*-7), 


et  Aq  donnaoC 


on  tr^uve 


^^<^""  2«.  3». 5.7 


8       n(n^-^l)(n«-9)(n^^25) 
^2=  "^^ 2r.ä4.5.7 4(4ii>-T); 


la  prertii^re  devient,  Itpr^s  la  Substitution, 

8  8        8        «fw«  — lU?i*--7^ 

^0  +  2^2  +  ^4  =     V.ffl.5.7       (3»*-l72n«  +  465) ; 

.\ 

Ton  trouvera 

X,  ^  2J.="'"-'Hi;-y-^(„„.-3»). 

d*oü»   par  !a  subtraction»  ^ 

/ 

et  la  valeur  totale  de  Ag  (17)  s'en  suit. 
Faisant  m  =  5,   on  a 


( J',0  +  Aö) 


et 


<0 


-  (4',o  +  vlio)  «^  4o(3— SA»  +  10iS:«-10*«  +  S*^ 

iO  10 


^"WPP 
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10 

ainsi  I'oii  aurait  enire  les  trois  A  cioq  equatioos,  doot  les  Pre- 
miers membres  eeraient: 

lü^  + 6^4  +  5^1  = 
lO^o  +  4  J,  = 
5  Jo  +  2^a  = 

mais  il  est  facile  de  voir  qu'ellea  n'^qiiivaleront  qu'ä  deux  distinc- 
lea,  car  i'eliniirialian  de  A^  eiilre  deux  des  (rois  premi^res  don- 
nera  uit  resultat  identiquc  ä  l'une  des  Ueuz  deruieres,  qui  seront 
elles  mänies  idenliquciuerit  lea  meines.     Ellcs  ne  sufGraient  donc 

2«  10 

paa  pour   deterniiatr  les  trois  inconnucs,    mais  A^   doDDant  A^t 

10  10 

OD  en  deduira  ttiiccessUerneiit  A^  et  A^,  A  cet  efliet  Ton  a,  <ga- 
lisant  les  coüfücieiits  de  k^  et  ceux  de  £*,  dans  les  deux  mem- 
brea  de  Ia  präc^dente  ^quation : 

doDt  Ia  preiuiere  devienl 

10  10 

R5iJo  +  2^j=- 
im 
Audis  que  Aq  donne 

10 

5^0= 
donc 

^j=: ^ 

Ia  denxi^me  dcTtent 

la        (0        10 

e(  l'on  troave 

10  10 


»(»'- 

-!)■ 

..(»•-49)(n>- 

-81) 

2- 

3*.5a.7.11 

(»'- 

1)... 

(»'-«).,.._; 

-9)i 

2». 3*. 5«. 7. 11  1    •'^•"* 

»(»»- 

-l)(»"-9) 

ii(«'-ll(n'-9)....(n»-49)„ 


8 


]4t^^  Baeht':   sur  ies  farmule$  pmrla  nmUipMeaHisk 

donc 

y      n(n«— 1)  (n^— 9)  (494n*+650n^--27514n«-f  47^280) 
'^—  2«.3*.ö«.7.11 

et  la  valeur  totale  de  4io  (X^)  s'en  auit  ' 

Faisant  m=6,  on  a 

et  Ton-  troove 

=&  (l  -3A"+3**)  +  ^a(2-ÄH*?) +2^4 + X]  (•  -2A«)(2-Ä»+A») ; 

•ftiDsi  le  premier  membre  de   requation  präc^dente  sera  dtvisible 
par  (1— 2A:*}  (2— Ä^  +  A:*),  et  ensuite  Tod  n'anra  quiB  deux  ^qua- 

10 

tiöns  entre  les  quatres  inconnues  ^V  ponr'les  quelles  on  p^ut 
ausis;i  prendre  Celles  que  Ton  obtient  en  egälisant  les  co^fBcients 
de  fi^^^  et  k^  d^ns  les  deux  membres  de  T^quatioD  pröeädente,  ce 


qui  donnera 


12         12  /2ü  — 5x40   • 

64o  +  242=-(  '^I     )4). 


12         12        12        12         /2«— 3n  6      /2»— 4\  8     /2«— 5\  10 
20^o+10/l2+444+246=-(^3    )^o-(  ^j    )^«-(    1     )^4, 

2m       12  ,  12  ^ 

et  connaissant,  par  A^,  A^  on  pourra  eneore  en  d^dnire  A^^  mais 
12         12 
A^  et  ^0   restent  ind^terminös.     Par  (13)  on  connait  encore  la 

valenr  de  Ai^  lorsque  k:=\,   ce  qui  donne  une  ^quation  dont  le 

Premier  wenibre  est 

12        12         12       12 

12*  12 

mais  Ton  ,voit  qu'apr^s  I'^limination  de  Aq  et  A^  eile  deviendra  la 
meme  que  la  seconde  des  ddux  präc^dentes,  dont  lapiremi^re,  ou 

AJ    .  ^j  -?!r-y   n(n»-l)....(n^-8l) 
0^0  +  ^2^«-— 5—  •       28.3*.5«.7.1l 

conduira  ä  " 


k    - 
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n(n«-l)....(n«-8f) 

2>o.3».6«.7:"ii7ir  •  6  (^'  -  ")• 


^        \ 


.6  (6)  ne  fait  connaitre  les  co^fBcients^^l  que 

2m 

^%  .vement,  mais  eile  a  donn^  la  loi  de  Ä^  ,  Soit»- 

.rer  la  gön^ralite, 

^  2m  —  ^2m=  VI/  ■^2»»-«  +  1  2  7      •"""^ 

+....f''7+'*)^^,,+...+fj:)^o 

Vöqaation  (15)  öcrite   dans  ud  ordre  inverse;   pour  A^  on  peut 
#crire 

2m  2m  2m  9m  2m 

4m= ^2«^*™  +  ^2»l-2  A:*"»-*  +  ....  +2l2m-2^A:*«-*A«+....+2i2*H^0 


oü 


2m  2m  2m 

A*lm-2fi,  =  ^2m-(2m-2^)  =  A.a ;       •      •      •      •      (©) 

par  eons^qnent  l'on  aura 

2m  2m 

2m  2m  2m 

+  ....(.-.  l)A«  ^i^^2^(Ä:«  -  1)"»-M. ...- J^(A:2— 1)  +  Jö , 

d'oü  l'on  trouvera  facilement,   designant  par  Cr  et  i7  le  (^r^mier 
et  le  second  niembre  de  requation  j^r^o^dente : 

*''=2<-'>^[C)^"'-+C-i)"'— + '  - 

. . . .  +  [1  -  (-  1)M]  Aim-iß\  k*«'-*M, 


....  +  [^7+^"^-^]*-^; 


egalisaiit  les  coSfficieiits  de  A:^»-^  dans  les  deux  polynomes  G 
et  H,  donnant  ä  (i  snccessivement  les  valeurs  1,  2,  3,  ....  m;  et 
ayant  ^gard  ä  T^galit^  (e),  on  obtidbdra  m  ^quations  entre  les  m 

2m 

inconnaes    A  de  A^my  mais  qui  ne  seront  pas  toutes  ind^pendan- 


donc 


BatHiti   sur  ies  farmulet  peur-  la  nnOUpHeaUan 


y      n(n«— 1)  (n^— 9)(494n*+650n^--27514n«-fr47250> 
^'^  2«.3*.ö«.7.11 

et  la  valeur  totale  de  4io  (^^)  s'en  miit  '         ' 

Faisant  m=6,  on  a 


et) 


^  *  Crh*Cr>.*C^)  ■*. +cn 


'8 


+  {  l  )  ^10  =  -^1«'  ~  4«  9 


et  l'on-  troove 


ij 


IB 


>12 


•ftiDsi  le  premier  membre  de   requation  präcedente  sera  divisiMe 
par  (1— 2A:*}  (2— Ä*  +  A:*),  et  ensuite  Tod  n'aara  que  deux  equa- 

10 

tions  entre  les  quatres  inconnues  4,  pour'les  quelles  on  p^ut 
ausis;i  prendre  Celles  que  Tod  obtient  en  egalisant  les  coäfBcients 
de  Z;^^  et  A:^  d^ns  les  deuxroembres  de  requation  pröeädente,  ce 
qui  donnera 

12  ,      12  /2j,  — 5x40  • 

12  12  12  12  /2«— 3N   6       /2»— 4\   8       /2w-.5\  10 

20^+10/l2+444+246=-(^3    )^o-(^2    )^*-(    1     )^*' 

201       12  ,12 

et  connaissant,  par  Aq,  Aq  on  pourra  eneore  en  d^dnire  A^y  mals 
12         12 
A^  et  Aq  restent  ind^terminös.     Par  (13)  on  connait  eneore  la 

valenr  de  Ai^  lorsque  ü;=l,   ce  qui  donne  une  ^quation  dont  le 

premier  membre  est 

12        12         12       12 
2^10  -f-  2^2  T  ^214  -f-  Aq  ^  ...•      \ 

12*  12 

mais  Von  yoii  qu'apr^  r^limination  de  ^  et  ^  eile  deviendra  la 
meme  que  la  seconde  des  deux  präc^dentes»  dont  lapremi^re,  ou 

'j        ']  _n^-n   n(n»-l)...,(n^-8l) 
OAo  +  IA^-.—j-  .        2«.34  5«.7.1l 


conduira  ä 


mi 


fies  foncUons  elllßlii/ues  de  la  pretnifre  espece. 


»(n«-l).-(H'-8!) 


Aiiisi  I»   1"  l'orniule  (6)  ne  fall  connnitre  les  coüHicients  A  que 

jiis<|ira  Alf,  inclusivement,  muis  eile  a  dnntiä  la  loi  de  A^.     Soit, 
ponr  en  demontrer  la  gi^neralite, 

(-i)-^-,.-^.„=(-''Y+')^„-.+f'-^"+^)^«.-. 


I 

i 

I 


i  un  ordre 


;   pot 


I  peut 


Ain-2^  =  j42ib-(2ib-2;.)  =  ^2.1 :     -    ■    .    .  ^  (e) 
par  consequent  l'oo  aura  ■>  ,-  - 


■+....(- l)''^to.-ap(A^-l)™-' 


-Ja(/''-l)+A. 


d'ou  Ton  (rouvera  fatilemont,  de.si^nant  par  G  et  //  le  premier 
et  le  second  niembre  de  l'equation  fjr^o^dentc  : 

t=T(-i).|;(;)£.+(';:;)Ji,_.+....  ..^ 

«galiijaiit  le^  coSfÜL-ieiits  de  k^^~*>'  duns  les  deux  potynomes  G 
et  //,  donaant  ä  ft  successivement  tes  valeurs  ] ,  2,  3,  .. ..  rn^  et 
aysnt  ^gard  ä  l'^gallte  (e),  oii  ohtiebdra  m  ^quations  entre  les  m 


inconnoeti    A  ie  A^^^ 


t  qu)  nc  seront  pas  toutes  ind^pendan- 


löO 


B0.0kr:  ßur  U9  fomM^  pwr  ia  nmUbßUmügm 


t^s  entre-elles,  comme  od  IS  vn  pour  ]n=6^  Ainsi  Cr  donne  poar 
le  co^dQcient  de  k^  dans  le  d^veloppement  de  ^'i^-^ili^/faisaiit 
m=:6  et  fi=5«  ^ 

-CC)VC)^-+®^-+G)^+fi)'^+^]- 

oQy  äyant  ^gard  i  rägalit^  (e)»  / 

12  12  12  12  12  12 


ce  qui  se  r^duit  ä 


12  12  12  12 

-- (6^0 +  7^. +  02*4  +  3^6)- 


Faisfint  maiDtenant  fi=l  dans  Cr  et  J^»  Ton  aur^ 

-[(T)X»+(i+i)X^]=C''T+*)""l... 


ou 


mais  Ao  donne 

2in— 


-^0  — (— *;  2.3....(2m--2)C>iii-.l) 

l2ni        2m— 9 

de  Sorte  qae^  par  la  substitation   de^  Faleurs  de  ilo  ^  ^*    ^ 
derni^re  equation  donne 

V 

2m  • 

t 

«(««-!),... (n'-(2m-3)»)  («'-2m+l     ^  n>-(j«-l)«       .    | 

ce  qui  ise  r^dait  ä 

5"     /     IX    w(7ia-l)-...(na— (2m— 3)«)  iit[wn«— (2»— 1)] 
^a^r-l)««     2".3;...(2/n-2)(iiii-l)^"     2iii{2m  +  l)    ^ 

2         4         6         8 

et  ce  qai  s'accorde  avec  les  valeurs  trouv^es  pour  A^t  A^^  A%y  A^ 
ei  A%9  tanidis  que  Ton  peu^  aussi  ^erire 

«»         inn*— (2fit— l)*»r^ 

'    49=  - — oÄnrxT\ —  4o  . 


2(2m+l) 


>t  '.. 


«  • « , 


r 


I 
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La  quatrieme  des  formules  (6)  ^eut  etre  trait^e  d«  la  mäme 
maniäre;  cetle  formule  donnera,  B"  d^^ignant  ce  que  deviennent 
les  coelÜcienlä  £  de  n'  lorstju'oii  y  cliange  Je  en  ki, 

(*)B.+(*-')il.+....+f''-'"+')ß„-,+B..=(-l)"OV 

et  dans  fi  et  ^  il  Taudra  ^eiilement  remplaccr  les  co^rGcients  A 
de  A-im  par  les  coüllicients  B  da  ß^m,  tanilis  que  r^£;alit^  (e) 
an  pas  lieu  iei.  Remarquant  que  n(j-.O)  =  1  —  B^,  on  voit,  fai- 
sant  &:^0  dans  la  rornie  geiiiirale  de  Bno,,  que  Ton  aura  giai- 
ralenient 

am  0 

^0=0.    excepfe  ßo=l. 
de  plns,    n'(a'.O)  fait  voir  que  Ton  aura 

Jn^-l)(n^-Q)..,.(n'~(^m-l)') 


Ba™=(-I)" 


1. ■2.3.4... C2"i—1)'2™ 


«I  par  consequent 
enenite  G  et  ff  donneiit 


^-~l)(n^~-9)...,(n^-(2m-3)^) . 
I.2.3.4....(-2m-'3)l2Mi  — ^' 


-G')««»-'^« 


i'oij  l'oD  trouvera 


1  „  '■■('i'-i)-("'-S°'-  sn 

"         1.2....(-2ni      "    - 


-1 


-3)(2,»-2)      -2(2™-!)' 

aiira  lea  cot-rricients  B^  et  B^  ci-apres  (18).  Si 
n  fait  m— 3,  et  «uccessiiement  fi^l,  2,  3,  on 
'  (lelermiuer  les   coeflicients  £  de  B^,   les   troia 


-(3ß,  +  -2ßJ  =  .... 
3«, +2B,  =.... 

qtii,    comme  l'on  voit  n'^quivalent  qu'ä  deux  distinctes,    mala  lea 

0  B  e 

Bo  ^tant  E^ro,  exceptä   iBo^l.  et  csnnsissaot  £«  et  B^  par  le« 


152  Bai  kr:    Suf  U$  formuUn  pour  ik  muii^ßiieaihn 

\ 

fprmules  JS^m  ex  B^m-^  on  aura,    pour  a^terminer  B^,    If^^^'^J^' 
nidre»  ou 

Aj.rj.r-     («'-»)(«'- 3)  (n«-S). 
Ä«  +  Ä4  +  ßa--  1.2.3.2» ' 

I 

d'oü  l'oo,  frouvera  .         , 

•  n«(n«-l)(ii«-4) 

'      £»«  =  — 


•^  2.3*.5 


•>.«• 


et  Bq  (18)  s'en  suit. 

Faisant  dans  G  et  H  m=^i  et  aacceasisement  tt=l>  2,  3,  4, 
on  obtiendra,  pour  d^t^rminer  les  B  de  B^,  les  quatres  ^quations 

8  6  8  6  '  8  8  '  8      .       8 

4Ä8  +  2i?6  =  ....,  6i?8  +  3Be  =  ....,  4i?8+3Äe +2^4+2^2=...., 

8-8  8  8         /2»\  0  . 

Ä8+Ä5+^4+i?2=(  A  jBo9   qui  ne  donneront   entr^  les  deux 

8  8  8  8 

ioconnues  B^  et  B^,  que  la  seule  öquation  B^  -\-  JS^s:.^.*.;  par 
cons^quent  on  ne  pourra  plus  par  cette  m^thode  determiner  B^ 
ni  Bi^t  Bi2»  etq. ;  Bß  et  Biq  (18)  ont  ^t^  döterBiin^  d'une 
autre  niani^re. 

Si  dans  6  et  H  on  fait  |x  =  fi},  on  obtient 

im  2m  2m  /2pV 

'^2»n  +  B2m-2  +  ....+  Ä2  =  ( — '^)^l  ^/* 

ee  qui  s'accorde  avec  la  valeur  trouv^e  pour  7c'(xA). 


Les  co^fBcients  B^m  ftae  Ton  a  d^termin^s  icii  en  fönt  eon* 
naifre  autaot-ile  q>{x.k),  ou  des  derniers  cofifficients  i44p-2M  ^® 
f(x.k),   au  moyen  de  la  formule  (8),   qui  donne«   faisant  iii=l. 


1 


•    1     . 

B'  etant  ce  que  d^yient,  B  lorsqu'on  y  chaoge  k  en  t,    on  a 

I 

ce  qui  donne  Z^^O,  et  par  consöqu^nt  aussi  Z=:0  et  A^^-^^^O, 
comme  od  Ta  d^ja  trouv^  pr^cödemment;  faisant  dans  (8)  succes- 
8li^mei^t;fii±=2.«t  iir=3  od  trouTera  les  valeurs  4e  ZJ  ei  Z^' 


■■pniP" 


des  foncClotis  ellipliQuex  de  ia  premicre  espece.  15 

Hont  se  deduiscot,  par  le  chang«ment  de  k,  en  k,  les  valeurs  c 
Z,  ot  Z,  ci-apreB  (18). 


Les  ^quatinns  (6)  n«  suflisaot  pas  pour  d^terniiner  toute  Ia 
snite  <tes  coel'ficienU  Aimt  on  a  easayä  uoe  autre  melhode,  fai- 
sant  emploi  des  formules  (9),  dont  seulement  Ia  preitiiere  et  Ia 
troiei^me,  si  dans  celle-ci  Ton  prend  un  des  deux  signes,  don- 
neront  des  relations  diflferentea  eotre  les  caefScieDls  A^m  de 
F(,«,A).     Car,    Ia   deuxieme  se    deduit    de   Ia  preiiiiere  en   chan- 

gsant  dans  celle-ci  x  eif  t-,  et  ensuite  multlpliant  lesdeux  mem- 
htea  par  i"'+3.r*t'''+'l,    ayant  e{;ard  k  Ia  relation 


f(K-*)* 


I 


land'ts  qne  les  deux  qui  sont  contenues  dans  Ia  troisieitie  se  dädui- 
sent  t'urie  de  l'autre  par  le  changetiient  de  »  en  — »,  ce  qui 
cfaange  F(  ■(-  n)  en  —  F(n)  et  J^m  en  —  Ja™. 

Remarquons  aoparavant  qne  l'equatlDn  differentielle  (3)  doiine 
^  _  „  V(I-*V)('-g')      ^,<n)^'('') 

donc,  diff^rentiant  par  rapport  ä  a;  Ia  valeur  generale  de  y«  (1), 
et.  posant 

oh  F*  et  y  sont  les  ddrivees  par  rapport  k  x  Ae  F  et  ip,  on 
anra  dans  les  equatioas  (D)  ' 


«(«)«»  =  -, 


valeurs, 


de  eorte  que  si  l'on  y  substitue  aussi  h  F(2)  et  g7(2)  leui 
elles  deviendroat 

f(n-2)fX«+2)=(l-Ä»a;*)''F'(n)-4{l-3:')(l-A''a:»)gia(n),  (a) 

9(n— 2)F(«4-2)  =  (1— 9a:a  +  Ä»a^)(l— 2A-«jr«-|-i«3;4)F(„)^(n) 

+  2(1— ;e«)C1  — Ä%a)(l— 4%*)-.     .     .     .       (a') 

Pat  rapport  ä  fr   les  fonctiaos   iF(n  +  2)  et  F(n— 2)   sont   des 
dögres  (n+^«-l=49,  fB-2)«-l=4r,  d'on  4v+4r=2Cn«+3)=8p+8, 
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qai  serft  le  d^gr^  de  lenr  produit,  «t  il  cn  est  de  mdme  po«r 

q>(n  +  2)  et  9(n— 2);  si  a^^m  et  021»,  s^m  et  i^m  d^gnent  ce  que 
deviennent  212m  et  Z^m  lorsqu'on  y  augroente  et  diminue  n  de 
deux  uoit^s,  on  a 

FCn  +  2)  ==  cTo + 1»2««+ ...•+ «4,0?*« 

'     »+1 

Fl[n— 2)  ==«0  +  «2^*  + ....  +  a^rar*' 
et  - 

t 

ce  qui  donnera,  pour  le  coöfficient  de  a:**,  et  celui  de  ^+ö— •» 
=:^+4r-2«i^  dans  le  premier  niembre  de  (a), 

•  « 

ot  pour  ces  co^riicients  dans  le  premier  membre  de  (a'). 

So  A2>n  "f"  ba  ^2">  —  a  ~l~  •  •  •  •  4*  bsm  Aq  y 

posant 

15:«(n)  =  Fo  +  Faa;« +  ....+ Fgpjf^,. 

9«(n)  =i=  9o  +  92^^  +  ••••  +  9>8P  ^^» 

le  coöfBcient  de  x^"*,  et  celui  de  aßp-^-^^,  daos  le  second  mem- 
bre de  (a)  sera 

F,»i-2A«Fj„_4+**^i»-,-4(9)^-(l+A«)%«-,+  A*?!»»^ 
et 

I 

**^«P-2»n — 2A*F8p-.2iii-|^  +  F8p-2iii+8 

mais  larelation  9(0:.*)  =  (—1)  «  Ff  j^.*U«i»a:^  doont 


[,>»„  — 2*2  g^„ 


det  foncUom  elllptlguet  de  la  premiere  e 
que  le  dernicT  ca^nicient  devient 


-  (1  +Ä*)/■,„_e  +  A'r^„_8)]i■«I-*-^■*; 


r{n)=  r„+  F,xH  ■■+  rapj^'p 


=  P,nA*P-' 


=  Fa»Ä«P-' 


et  le  cocröcicnt  ile  x'™,  ou  celui  de  A*i'+*— 2"a;*P+*~i'",  daDs 
le  second  nicnibre  de  (n')  ^era  le  sccond  memlire  de  la  (roisieme 
äquatioii  (ii)  ci-dessniis,  g,\  pour  le  preniier  oii  y  prend  le  signe 
-f-   et  pour  le  second  le  slgne  — . 

Egniisaril  les  co^rßcictils  des  minies  puisEances  de  x  dans 
les  deux  nicmbrea  üe»  equalions  (a)  et  (a'),  remarquanl  qna 
2j42r — 2(/i=;4/)+4— i«,  on  oLlietidru 

o'o''2"  +  ''a''2™-a  +  —  +  Kjmiio  (b) 

=  F^  -  2A«Fs„-4  +  A<Fa-^-B  -  4  [<Pam  -  ( 1  +  A^)  7)tm-a  +  A' ?^-*], 

Pa™-2{H/r«)P;j™_,+6A2Pä„_4-2*«)(HÄ»)Pa„-^+i*P^L, 

et,  des  Taleurs  gänrirales  dePet  qj  on  troavera  facilement,  ayant 
4gard  ii  ce  qu'oD  a  pose, 


=s 


F^  =2^0  ^am  +  iA^A^« 


.+....+ 


Q„  =2Z„Zj»  +  1Z^Z'„^  +  ....  + 


Z»», 


I  2Z„-iZ.ti. 
P„  =  (2in+l)-lOTZ„  +  (3m-3)^-,Z,+....  +  (-2»i  +  l)^„Z„ 
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tandisque,  Z^  ^tant  nul,  tant  que  m^p,  ou  a, 

'  «m  • 

(  Zm-x(l  +  Ä«)it"-»; 

dans  ces  expressions  A  et  Z.sont  des  fonctiops  de  n  seul,  et  il 
faut  y  prendre  ^our  le  dernier  terme  le  supörieur  od  Tinförieur 
suivant  quo  tn  est  pair  ou  impair^  encore  il^est  k  remarquer  qua 
F^fi»  Qa^t*««*  sont  nuls  lorsque  Findice  2/i  ei^t  n^^atif  ou  >8p. 

Par  rinspectioo  des  öqnations  (b)  Tod  voit  que>  sries  m  pre- 

iniers  cp^fücients  '46 >  -^sf*«»  '^am-a  ®^  ^o»  ^av'**>  ^^k"*~~9  ^^P^ 
conuus»  Fon  ppurra  d^terminer  ie  m-\-l^  co^fficient  Z^m  ä  («aide 
de.la  deaxiöme  (b).  Car  daos  ceile-ci  tous  Jes  termes  sont  alors.' 
d^s  fonctions  connues  de  n,  exceptös  to^m»  fam^o  et  iZ^Z^n,  qui 
au  second  membre  est  contenu  dans  Q^m»  Transposant  ce  terme 
au  premier  membre  et  tous  ceüx  qui  sont  connd&(  au  second»  ce 
dernier  sera  une  fonction  connue  de'n;  designant  cette  fonction 
par  X^(n)y  on  aura 

£o  ^»»  —  ^Zq  Z^m  +  faam'o  •--  ^a»».(^) » 

oUy  parce  que  £^=Zo=:zo=]9  et  äiettant  en  ävidence  quef  £^ 
Z^m,  z*tm  sont  trois  valeurs  cons^cutives  d'une  mdme  fbnctioD  de 
n,   les  däsigoant  ä  cet  effet  par  Z^n-^^),  Z^^min)  et  Z2in(n+2), 

^m(w  +  2)  — 2Z2m(n)  +  Zam(n— 2)  =  Xam(w),  .  .    (c) 

qui  est  une  ^quation  aux  diffärences  finies,  du  premier/  d^gr^  et 
du  second  ordre  ä  co^ffici^nts  constants,  la  diffärence  de  la  va- 
riable  etant  2.  Son  integrale  generale« ,  qui  doit  contenir  deux 
Constanzes  arbitraires»  est 

Z^(n-2)  =  2^X^m(n),     .    .    .    .    •    (d) 

1  ■  ',    ■  .   ■ 

comme  il  est  facile  k  v^rifier,  car  il  s'en  suit  succe^sivement 

2tfi(n)  =  2»X^in+^)  =  2:»[Xam(«)+.rfXa«(«)] 

=  ^Xa„(n)  +  .SXa„(»i),  , 

Zam(n  +  2):=  -S«Xam(»  +  2)  -^  I!X^(n  +2) 

et  ces  valeurs  satisfont  identiquement  ä  i'äquation  (c);  les  deux 
constantes  arbitraires  seront  d^termini^es  par  la  cotadition  qa'ä 
parür  de  iHssl  Zsm(n'— 2)s0,  pour  ft=;l  et  ns:3. 


lies  fiinciions  ellipliques  de  In  premiere.  espece. 
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Connaissant  ain^i  Z^m  et  par  consequent  anssi  ^m  et  s^m,  la 
premiere  de»  ^quations  (b)  ne  contiendra  d'aiitres  tcrnies  incon- 
nus  que  a^a-im,  a^mo^  et  'iAgA^m,  qui,  au  secnnd  niembre,  est 
contenu  dans  F^m:  transposant  ce  terme  au  preniier  meinbre  et 
tous  ceux  qui  sonf  connue  au  secand,  on  aura  une  äquation  de 
la  Tarrne 

Of,  a^m  —  2^0  Asm  +  ff^iB  "o  =  X'(7)) , 

K^,  Kuhstitnanf  ä  «(,,  Ag  ^^  "o  'eure  valeurs  n — 2,  n  nt  n -f  2,  et 
F mcttant  en  evidence  que  a,  A  et  a  sont  frois  valeurs  conB^cuti- 
ves  dune  nieme  funclion  de  n, 

(B-2)/l(»+'2)-2,M(»)  +  (n  +  2)^(n-2)  =  X'(„); 
cette  ^quation  aux  diff^teiices  fiiiiee,  dont  les  co^lOcienls  8ont 
variables,  donnerait  par  soii  integrale  A(n),  c'est-ä-dire  A^m,  mais 
on  peut  aus»!,  et  par  un  caicul  plus  simple,  determiner  cette 
fonction  au  moyen  dea  deux  dernieres  (b),  qui  ee  deduisent  Tune 
de  l'autie  par  le  elianf:cment  de  n  eu  — n.  La  troisi^nie  ne  con- 
tient  d'aulreü  ternies  iiiconnus  que  ^o"^'"  ^^  Aj^Zq,  qui  au  second 
est  contenu  dans  Pqm  et  f^mi  traiisposant  ce  ternie  au  premier 
membre  et  tou»  ceux  qui  snnt  connus  au  second,  ce  dernier  sera 
uiie  Fonctinn  connue  de  n;    d^signant  cette    fonction  par    Ttm(n), 


So  "2™  —  A^m  ^u  ■ 


2(2« 


H) 


/(s™Zo=Fs„(h), 


mbstituant  ponr  ^  et  x^,  leurs  valeurs,  et  reduitiant. 


de  plus,  on  voit  facilement  que   T^m  sera  de  la  m^me  fornie  que 
Afim  et  ZjBi,    c'est-ä-dire  que  sa  forme  generale  sera 

im  im  \    Fmft". 

de  Sorte  que  de  l'äquation  prec^dente  il  suit  aussi 


Si  dans  cette  equation  Ion  ecrit  — n  ä  la  plat 
y  diminue  n  de  deux  nnites,    l'on  nbtient 


I  XXXVL 
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qui  donneot 

(e) 

2m  «  ftm  «m  ^ 

^<»>=~  sJ^i^iHT)  '^"■'■'*'"^  •"^~"^~^"~  ^  *"^"~'''^'' 


Faisant  dafis  la  deoxidme  (b)  m  =  l,  ön  trouve  X2(n)=0, 
donc  (d)  donnera  ZsCn)  rrconstant,  et  comme  Z2(l)^0,  H  s'en 
sait  gön^ralement  Z2(n)=:0;  ensuite  on  trouvera,  par  la  troi- 
siöme  (b), 

ce  qui  donnera  (e)  la  valeur  A^  ci-apr^s  (17). 

Faisant  m  =  2,'  on,  troave  - 

X4(n)=— 2Ä*(2na+l), 

qui  par  la  double  Integration  (d),  donne  Z^  ci-aprös  (18) ,  et  en' 
suite  on  trouve 

qui  donne  2^4  ci-aprds  (17). 
Faisant  ms3>  on  trouve 

XeW  = 3~^7  (1  +  *^)  • 

qui  donne  Z«  ci-apr^s  (18).  et  ensnite  i'on  trouve 

I 

qui  donne  A^  ci-aprös  (17^. 

Faisant  m^=A^  Ton  ^trouve 

,        4n«(n?-^l)(2n*+7)                ,     n^34nH  175n«+61) ,. 
A8(n)=: ^-g j(i  +  A;*)Ä»— 2.3». 6 '    *" 

qui  donne  Z^  ci-apr^  (18) ,  et  ensuite  Ton  trouve 

(n«-l)(n«-9)(n+6)(16n«+ll«- 14),. ^ „.  ,. 
+ 3.4.5.6.7 : ('  +*•)  ** 

2(n+l)(3HH4n»+185»*+516w»-53«a-339«+316),^ 
~  3.4.6.6.7  *^' 

qui  ^lonne  4$  ci-aprte  (17). 


des  foiiclfons  elllpfiqves  de  la  premiere  espece. 
Faisant  eticore  m=5,  on  trouve 


=  ^^^;7^[4(««-4)(nH5)(l+A«)A»+(15MHI27«H92){>+i')A*] 

qui  doone  Z^  ci-apr^s  (IS),  et  ensuite  I'od  trouve,    catculant  de 
Yiain)  seulement  le  coi-rScieot   de  {\-\-k^)l<^,    c'est-a-dire  celui 


|^y^^^-^[247ne + 780n'*+2431n*+48127i»— i76Ai«-!2244w+66 1 5] 


dont  an  ddduira  pour  A^  la  valeur  ci-apr^s  (17). 

Connaissant  le»  valeurs  de  Zg  et  Z|q  on,  peut  encoTe  calculer 
B^  ef  B,o,  au  moyen  de  (7),  ce  qui  donne  lee  valeurs  ci-aprea  (19). 

Par  les  equations  (a)  et  (a')  on  peut  donc  d^lerminer  autant 
de  coeflicieDts  auccessirs  Z  et  A  qu'on  le  voudra,  niais  le  caicul 
devient  de  plus  en  plus  laborieux,  sana  qu'il  paraiase  qu'une  lol 
g^nörale  ee  manifeste,  Se  bornant  douc  au  caicul  de  A^ff  et  Z|o, 
un  laiase  suivre  ici  les  valeurs  des  co€fficienta  tronvtf  par  ce 
qui  precdde: 


^=(-l)Vz^_^A-'«i-*)=^^[(tta-9)(l+Ä^)+2(2n«-3)n 


«(««-l)(«'-9) 
-~   2.3.4.5.6.7 


[(n'-25)(T+A<')+3(3«a-5)(I+i*)A«], 


Ja=(-1)  «   Z„-9i!-l^-») 
\ \ (««^9)  (r.a-  25)  [(,(2-^9) (1+A8)  +  4(4n»-7) {I +A») Ä«] 
-ß(»'>+8S«*-671n*  +  94S)ft«|, 
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+5(5n«-9)  (1  +il<)*«]-2(247««+325«*-13767n«+23625)  (1  +A«)Ä:« ). 


n— 1 


Zo  =  (-l)  «    il4pA-2P  =  l,      Z,=  ^4p-«  =  0, (18) 

Z4  =  (-l)  »    ^4p-4Ä-(2P-«)  = ^3— A". 

Z« = (- 1)  «  ^41—  *-<«'-•>  =  2.3«.^  ^*  +  *'^ *"' 

n-I      ■ 

Zg =(-!)«, ^«,-8  Ä-(ap-*) 

=-^'^^'»li!  s"7~^^8(««-9)  (1  +*•)  +  (I7n«--69)A«}Ä«. 


Äo=l.    J?3=-~^Ä«,    Ä4=^=^[2««-K«*-9)A«]Ä«,    (19) 
^«=~  Ä^  [8»«(«»-4) +6n»(««-9)  *»+(«!-  9)  (»a-25)Ä*]i«, 

^  =  y"  3~5^  7  P2n*(n»-4)  (««-9)  +  4M«(«a-4)  (15na-l07)  *« 

+  12n«  (««—9)  (n«^25)  ** + («»-9)  (n*-26)  (n*-49)  *•]  A«. 

B,o= -  ^-^^^^^[r28n«(n»-4)(n«-16)+32!.«(n*-4)(14««-89)Ä« 

+  12n»(n*— 4)  (29n»-329)Ä:<+20«»(n«— 25)(n«-49)Ä« 

+  (n«-25)  (n*-49)  (n«-8l)  *8]  A«. 


On  pourra  verifier  ces  formale«! ,  ainsi  que  (es  valeurs  parti- 
cnliires  et  les  relations  troavtfes  dans  ce  qni  pr^c^de,  anx  v^ieurs 
de  /*  et  »  qui  saivent,  et  d'ou  celles  de  9  et  ir"  se  dödnisent 
saas  ai^cuD  calcol. .  F(5)  et  #^7)  ont  ^t^  calcul^es  au  moyen  de 


'% 


wmm 
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la  ]■  ^uatioD  (9)  y  faisa^t  succeeBivemeut  n=3   et  n  =  5;    puis 
TG*  s,  6t6  deduite  de  F  au  nioyen  des  formales  (6). 

f\x  .k)  =  3~-i(l  +  k')x^  +  ä&'x*—ii*x«i 

,1  =  5,    p  =  6. 

-IÜ5Ä-*a:8  +  360(l+i*)>t*:i:i<'— [240(1+/,-*) +780*2]  Jt*:c'a 
+[(U(l+i«)+5ö0(l+Ä2)Äi']A*3r'*-[160(l+Ä*)+-145A'']A6^'« 
+  140(1 +  A')i!r»a:i8—50Ä'O3r»«+Ä»*j;»'; 
ji (ä, Ä)  ^  !  —  12A«^s  +  (50  +  16Ä») Ä^:«*— (140  +  WIÄ»)*«^;« 
+  ( 1 60  +  335A2)  A%s — (64 + iUk^  +  L'64>t*)  A^j:"» 
+  [208(1+A*)  +  508A2]  4%»"— (-264  +  46i/i^  +  64k^)k^x^* 
+  (335  +  I60Ä*)  äsj:« — (80  + 140*2)  A'^^« 
+  (16+50Ä«)Aöa;2O— l-aAw^esa  +  Ä";!:»*. 


«  =  7.     p  =  12. 
f (a.  Ä)  =     7—06(1  +  k^)a:'  +  [112(1  +  **)  +  5S2k^]a* 

— [64(1+A«)  +  lI36(l+/:*)A*]a:»+[672(l+Ä*)-1610Ä^A«a:« 
+  19656(1  +  k^)h*a:^"  -  [47040(1  +  A«)  +  113Ö32ÄS]Ä*:c'» 
+-  [60928(1  +  A»)  +  271040(1  +A*)A*JA*a;>* 
—[48384(1  +  A8)  +  37-2736(1  +  A*)A»  +  6839354* j  A-*^:" 
+  [21504(1+AW)+311808(1+ä«)AH1003200(1+A«)A*]A*j:W 

>.        —[4096(1  +  A»a)  +  J44896(l  +  A8jÄa4.89072Ü(l  +  A*)A* 
+  158'i]04Ä6JA*^"> 
-  +  [28672(1 +  A'")+434560(l+A«)AHlJW)2?2(l+A2)A-*jA6a:*» 

J.'  ~  [89600(1  +  A«)  +  765632(1  +  A*)A«+  1463980A*]  A^a:»* 

+  f  16'1864(1  +  A")  +  739536  (1  +  A»)  A"]  A"':»»^ 
-[111552(1+ A*)  +  265272A2]A"'a:a8 

—  [35840(1  +  A«)  + 108864(1  +A*)A*]A'%^ 

+  [8960  (1  +  *»)  +  1 16480  (1  +  A*)  A"  +  2307I3A*]  k^'x" 

—  [1024(1  +A'")  +30208(1+Ae)  i^  +  1 45240(1 +A«)A»]A'*a;»* 
+  [3584(1  +  A8)  +  39536(1  +A*)Ä-«  +  86660  A*]  A".t« 

—  [4928(1 +  *«)  + 25200(1 +A''')Ä2]Äi«a:" 
+  [3360(1  +  A*)  +8022A»]  k^^x*» 

— 1176  (1  +  A*)  A'o^^  +  196A'»!«-  k^x*^ ; 
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nix.k)  =     1  -  24)5:«a:«+  [196+80Ä«]Ä«a:*— [1176+784ÄH64**]Ä*:r« 
+  [3360  +  6594Ä«  +  672Ä*lÄ«a;8 
— [4928  +  22288Ä:«  + 15288**]  k^x^o 
+  [3684  +  36176*«  +  65716**  +  29120*«]  **a? » 
-[1024  +  28160*«  +  120120**+153^^80*«+43520*«]**arM 
+  [8448  + 100608*« +334831**  +252416*«+39168*»]**Är" 

-  [31744 + 380608*« + 630448** + 245248*« + 19456*8]  *«ar" 
+  [270272 + 883336*« + 674016**  + 129536*« + 4096*»]  *«ar«o 

-  [164864+850864*«+ 1069152**+'382592*«+28672*^a?«« 
+  [89600  (1  +  **)  +660800(1  +  **)*«  + 1203356**]  *8a:«* 

-  [28672+382592*«+1069152**  +  850864*«+ 104864*8]*»^:«« 

+  [4096  + 129536*« + 674016** + 883336*« + 270272*«]  *«a?«« 
— [19456+245248*«  +  630448**+380608*«+31744*8]**Oa:8o 

+  [39168+  252416*«  +  334831**+  100608*«+8448*8]*i«a?»« 

-  [43520 + 153280*«  +  120120**+ 28160*«+  1024*8]*i*ar»* 
+  [29120  +  65716*«  +  36176**  +  3584*«]  *"ar»«  ' 
— [15288  +  22288*«  +  4928**]  *  w^w 

+  [672+6594*«+3360**]*"a:*o~[64+784*«+1176**]*"ar*« 
+  [80+  196*«]*«Oa^— 24*«aa:*«+*«*a:*«. 


1 

11.     (n  un   entier   pair.) 
Si  n  est  un  entier  pair  la  forme  gän^raie-  de  y  est 

oü  par  rapport  k  x  F  est  du  d^gr^  n« — 4,  et  (p  du  d^gre  n«, 
tandis  qne  ces  fonetions  enti^res  et  rationnelles  ne  eontiennent  que 
des  puissanees  paires  de  x  et  de  *;   dans  ce  cas  Ton  a 

Sin.  (imp.  (nu  +  niK')  =  Sin.  amp.  nu , 

I 

donc  si  Ton  change  u  en  u-i-iK',  ce  qui  change  x  ^n  l~»  y  »e 

ehange  pas>  et  le  radical  devient 

-^,V(l-a:»)(l-*»a:«), 
de  isorte  que  Ton  obtient 


des  fancHom  elliptigues  de  la  pr emier e  >spece,  IQ^ 

y  =  -l»x  -  >*p     ^    V(l  -a:»)  (1  -»«x«) , 

donc,  on  devra  avoir  identiquement 

M  ^tant   an   facteur  qui   n«  contient  pas  x.    Mettaot  daos  qes 
identites  v-  ä  la  place  de  :i?,  on  a 

d'oü  par  la  multiplication  par  les  pr^e^dentes 


pour  determiner  le  signe  de  üf ,   on  remarqoe  qu'en  prenant 

X = TTT  =  Sin.  amp.  [JE + 4iJE'] , 

il  s'en  süit 

n 
y  =  81n.  amp.  \nK  4  „  iK'^ , 

c'est-ä-dire 

81  5  est  impair»  ^==0  et  par  copsäquent  -'^(;j7i-^)  =  0. 


Q    „    pair,     yz=z(x,^    „  „  <)or^.Ä^=:0; 


donc  on  anra 


f(ar.*)  =  (-l)ä  ^FQ^.k\k  «    .t»*-«,    .    .    (2') 

Posant 
et 

(fix.k)  —  Zq-^  ^a:* +....  4-  Z2ma:«« +....+  24,-a«a:*9-*"+....  +  Z4^, 
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on  trouvera,  de  la  m^me  mani^re  que  dans  le  cas  oü  n  est  iqipair, 

et,  ayant  egard'a  la  relation  (2'), 

n  '  u 

\ 

/ 

donq 

F(x  ,fc)z=:Ao(l±  k^P  a:*P)  +  A^(l±  k^-^x^P-^)  x^ 

+  ....  +  A^jn{\  +A?*P-*"»a:*P~^)ar^  +  ....  +  A^o^, 

7t 

OÜ  il  faudra  prendre  le  signe  sup^rieur  si  ^  est  impair,  et  le  signe 

n  ■ 

ioferieur  si  ;?  estpair;  faisant  dans  F(:7;.A;)  m=p,  et  dans  q>(as,k) 

7n  =  qy   Ton  voit  que   dans   le  premier  cas    Ton   aura   Z2q=0  et 
dans  le  second  2^2p=0. 

On  trouvera  aussi,   comme  dans  le  cas  oü  n  est  impair, 

1  1  ' 

F(fcx.-r)=:F(x.k)y     (p(kx.p=::(p(x.k), 

d*oü  il  suit  que  la  forme 'generale,  des  coöfficients  A  et  Z  sera  la 
m^me  que  dans  ce  cas. 

On  a  encore 

I 

oü  7t  et  7c'  sout  du  degre  n^;   n  etant  pair^   Ton  a 


n 


Cos.anip.|(7itt  +  niK*)  =  (—  l)^Cos.amp.»ti, 


n 


A  amp.  (nu  +  niK*)  =  ( —  1  )*  A  amp.  nu , 
donc,  si  i'on  change  u  en  u+iK' ,  ou  o:  en  ^j 


^(is*)  •  ^(iO 


ou 


( 
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V(l- 
doDc 


tandisque  l'ori  obtieot  encore  de  la  m^me  mani^re  que  daos  le  cas 
oü  n  est  impair,  \ 

■ 

Ä(ar.Ä)=:7t'(to.j),     tc'  (x.k)=zn(ka;  .-jr), 
et  par  consequent 

(l\n*  1  /1\!?!  1 

^  .k\  k^  a:«*  ^  TT'  (*a?.  j) ,     tt'  f  ^  1  A;a  ar«*  =:%(kx.^. 

Ainsi  Ton  obtient,  pour  la  forme  generale  des  foiictions  n  et  Tcfy 

l 

oü  i?'  est  ce  que  devient  B  lor^qu'on  y  change  k  en  v^  de  sorte 

que  £2fn  sera  par  rapport  a  k  tout  a^  plus  du  degrä  2m,  tandis- 
que Ton  a  aussi  Bq^^Bq  z=z\. 


De  la  meme  maniöre  que  poür  n  impair  Top  trouve 
1.    ä  la  place  des  ^quations  (6): 

/ 

''(|.*i)  =  ^(:i|^E|^-*)(l-l")"-^.   .   .   (6') 

(jv— 1     \  "* 

(*v_i     \     ■     »» 

(JV^l       \  »* 

V(i_§a)-*;('-|')^- 
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Ici  il  ne  parait  pas  que  Ton  puisse  d^duire  de  la  fonctioD  Fies 
trois  autres  ^,  %  et  n' ,  mais  de  l'une  de  ces  jd^roi^res  Ton  peot 
d^duire  les  deux  autres,  et  tandisque  la  deuxi^me  et  la  troisi^me 
des  ^quations.  prdc^dentes  ne  different  pas  entre-elles/la  qua- 
tri^mö  en  est  une  cons^quence.  £n  effet  la  deuxi^me  donne,  si 
fon    äcbaoge   k   et  ky    entre-eux,    et   en    vertu    de    la  relation 

'.      •      1 

n'{x,ki)^=re{kix.-r-), 

et  celle-ei,  remarquant  que  <p(i^£.T)=9>(|.i()»  et  que  par  la  sub- 

1  1  Äi* 

stitution    de  x  a  Id  place  Ae  k,  *i*  devient  1""I2=""^» 

donc 

ce'  qui,   en  poqant 
devient 

1  1  Ä* 

qui,   ebangeant  li  en  s: ,    ou  ü:*  en  1  —  t-5=—  r-s,  et  par  eonsö- 

k 
quent  ^  V — 1  en  k,  est  la  möme  qüela  quatrl^me  des  ^aatipns  (60* 

Ecrivant  dans  Jes  formules  (7)  et  (8X9  ä  la  place  de -p^  on 
aura  les  coäfficients  de  n  et  n*,  exprimä^  en  cenx  de  <p^  et  r^i- 
proquement.  , 

2.    k  la  place  des  «quaiiöns  (9),  (IQ);  et  (11)^ 

F(«— 2)F(n+2)  =  g)«(2yF«(«)  — F2(2)g)2(«), (9') 

<p  (n —2)  g>  (n + 2)  =  g)«(2)  9^»^) — Hflx*  (l-äJ^)«  (l-ifc«a:«)«  F«(2)  F»(«), 
<^  («  +  2)  F(w  db  2)  =  «(2)  jr'(2)F(w)  g>(u)  ±  F(2)  g)(2)  7c(n)  n'(n). 


ä$$  fimeHons  ellipiiques  de  ia  prenUere  etpeee. 
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<)p(nT2)«(n±2) (W) 

9>(2)  »(2)  fp{n)  n{n)  T  **ar«(l — a:^)  (1  -k^x^  /^(2)«'(2)  F(n)  »'(n) .  x 

*XnT2)  Jr(»  dt  2)  =  9(2)  ä(2)  F(n)  n(n)  +  F(2)  jr(2)  ^(n) «'(«). 


g)(n+2)^(n±2) (U')' 

= <p(2)  jr'(2)  g)(n)  jr'(fi)  T  ^*(1  -  ^*)  G  -  A;*a:«)  F(2)  n;(2)  F{n)  «(«) , 

fXn  T  2)  ^{n  ±  2) = g)(2)  ;t(2)  F(n)  jtf(n)  T  F(2)  »'(2)g)(n)  Mn) ; 

3.    pour  la  valear  particuliere  de  k,  kz=zQ, 

Sin  \n  Are.  Sin  =  jr] 


g<ar.0)=;»(jj.0)  =  l,    FCa:.0)=^ 


arV(l— ar>) 


done» 


jr*  (jj .  0)  =  Cos  [h  Are.  Cos =a:] , 


•        •        • 


•    (120 


n(n«— 4)(n«— 16)_^    ji(n*  -4)  (n*— 16)  (n«— 36) 
+       1.2.S:4.5      ^  1.2.3.#.5.6.7  a:  +...., 

/     rt      1      ^   .  .  n«(n*-4)_^     ««(n*-^)(n«— 16) 
■«f(xM)  —  l—^^x  +  i  2.3.4  ^—     1,2.3.4.5.6     * +— 5 

4.    poar  la  valeur  particqli^re  de  k,  i(=l. 


,       (1 +ar)"— (1— ^)»„        „(— g)(H^) 
^■1)  =  ^  ^  9^ Hl-x^ i ,.  .  (IS') 


F( 


(p(xA)z=i 


Ix 

(l+ar)"  +  (l— o?)« 


i^-X^T^ 


\ 


«(a:.l)  =  jr'(a:.l)=:(l— :r»)«; 
5.    popr  ies  valeurs  partieuü^res  de  o;»  xss  1 ,  ^^^i  ^^  ar=  ^,,  >, 

(14')  T 


F(l  .*)  =  (—  1)»"^  n(l  -il^"* 


9<1.*)  =  (1 -*•)«, 


«'(l.*)-(-l)»(l -*«)«. 


«(l.*)=(l-i^«; 


/l     \  --\  1  --1 

f(j.*J=(-1)»    n(l-i)4    ». 

/l     \  1  - 

^(i.*)  =  (l>|^*. 

«'ß.*)=(l-j^'^. 

(1     \  ?         1  ?! 

j.»J=(-l)«(l-^«; 
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nz=4m  ou   .  n=4m-f2 


«•—4 


<^.')=«-         ..=<-..- 1^«]* . 


n« 


'(vb*)='-«'[^]*-=». 


na^  n» 


Les  valeurs  des  deux  derni^res  coloones  ont  ^t^  trouv^es  de  la 

mani^re  suivante;    si  Ton  fait  j!r=:  1/  y-z    les  ^quatioos  (9')   de- 
vienneot: 

F(«-2)f(»«+2)=-4(pa(n) («) 

9)(«-2)  g>(n+2)=-4^^F«(«), 
g)(« — 2)  F(«  +  2)  =  <p(n  +  2)  F(m — 2) , " 

dont  la  derriiere,    en  y  diminuant  n  de   deux  unit^s,   doniie  suc- 
cessivement  .         ^ 

F(n)      F(n  ~  4)  _  F(n — 8>_       _  F(n --4yi) 
g)(w)       g)(«  —  4)      <p(n' — 8)      *'"      g)(«— 4m)' 

doucy  si  n  est  de  la  forme  inty 

F(n)  :F(0)_Q 
g>(n)  -  9(0)  -  1  -"' 

et   g>(n)  tie  pouvant   devenir   infiniment   grande    pour   une    valeur 
finie  de  a:, 

F(n)  =  F{im)  =  0, 

mais»  si  n  est  de  la  forme  4m -i- 2,  q)(2)  etant  nul  pour  la  valeur 
1 

F(n)__F(2)_ 

9(«)~9>(2)""'^' 
done 
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g)(w)  =  g)(4m  +  2)  =  Ö 

ce  qoi  s'accorde  avec  les  relatioos  (2').    Ainsi  Ton  a  par  les  deox 
premi^res  (a)  -  ,  * 

F(4m— 2)F(4m+2)  =  — 4gj2(4m),    .    .    .    .    .    /  (/?) 
g>(4m)g)(4m  +  4)  =  -45^^-^F«(4m  +  2), 


qui  en  posant 


a 


2(1+*) 


Vk 


par  la  multiplication  conduisent  ä 


q>{im  +  4) ^     9)(4m) 

F(4m  +  2)~'"  F(4iii— 2)' 


d'oü  successivement 


g>(4m)     _^g)(4m-4) 


F(4m— 2)""  F(4iii— 6)' 


•         • 


F(2)  — ^F(-2)' 
le  produit  de  ces  m  dernieres  donne 

9?(4wi)  .     g)(0) 


— .a^m 


F(4m-2) —     F(-2) 
qui  par  la  combinaison  aTec  {ß),  oü 


=  — i«*™. 


y^(4m) F(4m  +  2) 

F2(4m— 2) ""      ""^  F(4m  -. 2) ' 

conduit  ä 

F(4m  +  2)  =  —  «8^  F(4m — 2)     * 

d'oü  successivement 

F(4m — 2)  =  -  «8^8  F(4m— 6) , 


(y) 


F(2)  =  -F(«2), 
de  Sorte  que  le  profduit  'des  in  -f  1  ^quations  donne 

F(4m+2)  =(— l)"H-ia4«(«+i)F(— 2)  =  (— l)m2a*«('»+i) 
d'oü ,  par  (y) ,  ^ 
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g^4m)=:(— 1)»«*»* 

c^  qui  9  ^crivant  pour  m  sa  valear      ^      ou*  2[ ,    donnera  les  pre- 

mi^res  formuFes  des  deux  derni^res  colonoes  (li"),  doot  les  autres 
se  d^duisent  dune  maniere  aoalogue  des  ^quations  (KV)  et  (110- 


2m 

Comme  dans  le  eas  de  n  impair,    Ton  aura  ^^==0  qaänd 

2911=  ou  >i{y  ainsi  que  Zo=0  quelque  soit  m,  except^  m=0, 
et  Z2  =  0  quelque  soit  n^  tandisque  la  premi^re  des  ^quations  (6') 
conduit  ä  une  relation  entre  les  co^fScients  A  qui  est  la  m^me 
que  (15) ;  ainsi  Ton  obtiendra  de  mdme  les  deux  polynomes  G  et 
H,  et  Tod  aura' generalement 

m*3»        2m  ^  2p— m  +  1  *»»-« 
—  'tAq—ZA^ —  1  Aq  , 

ou 

««-4 

<  • 

tandisque  F(x.O)  fait  Toir  que  l'on  a^ 

a™_       ,  ,„«  (n«-4)  (n«-16) ....  (««  -^  (a»)«) 
^o-(-i;         1.2.3.4.5.,..2m(2m  +  l)       ' 

d'oü,    diminnant  m  d'nne  unitö, 

*»r«_.     , ,  n (n*-4)  (n«— 16) ....  (w«-(2m--2)«) 

^o  — (-1;  1.2.3.4.6....(2TO-2)(2»r-l) 

et  l'on  obtiendra 

f. 

^_  n  (n»^-4) ....  (n* — (2bi— 2)«)   m(mH«— (3m+l)) 

'*»-^~*''"   1.2.3....(2m-2)(2»ii— 1)    '      2m (2^+1)      ' 

ainsi  Ton  connaitra  les  eoäfficients  A^m  jusau'ä  A^  inclusivement. 

8  .  B  8 

Pour  däterminer  A^,  connaissant  par  ce  qui  pr^cöde  Aq  et  A^ 
Ton  substitue  ces  valeurs  dans  T^quation  qui  ä  servie  dans  le 
cas  de  n  impair,  ce  qui  donnera,  apr^s  la  r^duction, 

8       ^8  •     8       n(n^)(f^«-10)(3n^~310ng41392) 
Aq  +  2A^  +  44  —  2^.  3*.  5. 7  '     ' 

puis  Ton  trouvera 

8  8  _n(n«-4)(n«-16)  (n«— 36) (1  In«— 66) , 

Aq+IA^—  2^.38.5.7  "' 


i^^p^p 


des  ftmclinm  elliptiQues  ile  la  prtmifre  espece. 


par    substraction    l'on    trouvera    A^,    et   Ton    connaitra    U    valeiir 
totale  Aa  ci-aprös  (17'}. 

Pour  d^terminer  A^,  connaiosant  par  ce  qni  präcede  A„  et  A^. 
on  a  preniiferemeiit  (voyez  le  cas  de  n  impair) 

10         10         w      w(n»— 4)(b»— ]2)(7HH118n*— 3182na+17a32) 
10  Aa  +  6^4  +  S.-l,  = ^TSVSTT ' 


io         10  «(«'-4)  («''-16)  (w'-36)  («'-64)  (4»a-37) 

lo,^<,  +  e^^= —  2».3'*.'5T7.ii     "  — — ' 


ayant  driterniinä  par  eubstractinn  A^,  on  connaitra  la  valeur  totale 
de  AiQ  ci-apres  (17')  qui  est  le  dernier  des  cnfißicients  Aga,  que 
l'on  puIsKO  d^terminer  au  luuyen  des  ^quatioDS  (6). 


Posant,    daas  n  et  n', 

ßi- =  ßo +  ?**+.-.  + ßam**"- . 

on    anra,    en    vertu   de   jt(a;.0)  =  ),    ^„=0    eiceptö   Bf,=  l,    et 
paice  que 

an  aura,    ayant  egard  ä  la  valeur  de  3i'(x.(l), 

K      _,      ,.-"'(»'-l)--("'-«»l-ä)') 


1.2.3.4....(2m-I)2m 


et  par  consäqueot 


•""'"'     "  1.2.3.4....(2in-3)(2m-2)    ' 


et  l'on  treuvera 


•J        ,  «'(.■■~i)(n'-l6)....l»»-(2ii.-4)'|  (in-l)(n»-l) 

"""'"'     "        1.2.3.4.5.6....(2m— 3)(2ii.-2)     '     2(2m— 1)    " 
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/     et  ainsi  Tod   connaitra  les  co€fficient8  Bzm  jusqu'a  B^  inclusive 
ment.    Pour  däterminer  1^^,  Ton  a^  comme  dans  le  cas  de  n  impair, 


ou 


6  6  6.      /2ö\  0 

B,+B^  +  B^=i^(^^)Bo, 
/^e  +  /^4+^2— -  1.2.3.2» 


puis,   par  les  formules  präc^dentes^ 

^    .  »  --     n»(n«-^4)(7n^— 22) 

^6  +  ^4 2:3X5:6  ' 

d'ou 

g  w«(ng-^l)(ng  — 4) 

^■~  2.3^.5      *      ' 

de  Sorte  que  Ton  aura  B^  ci-apres  (W),  tandis  que  les  B2m 
suivants  ne  peuvent  plus  etre  determinös  de  cette  maniere. 

Ecrivant  dans  ta^  formule  (8)  9  a  la  place  de  p^   od  a       ^ 

zw  =  (- 1)»  [(^)  Bo' +  (^*Zl)  ^2'*«  +   ••  +  BW*«-] 
et,  substituant  dans  cette  formule 

\ 

^•-1.2.3.4  18.6    +      5     *+       3.5     *J*     ' 

on  trouvera,  faisant  successivement  111=09  mzsl,  m^=2,  m  =  3, 
Zo'  =  l,    Za'=0  (ce  qu'on  savait  d^jä), 

qui,  en  y  changeant  k  en  Ar^  ou  is^  en  1 — k^,  donnerest  pour 
Z4  et  Z5  les  m^mes  expressions  alg^briques  que  Celles  que  Ton 
a  trouvöes  dans  le  'cas  de  n  impair ;  il  en  sera  de  m^me  des  Z2m 
suivants,  qui  au  moyen  de  la  formule  (7)^  y  Ecrivant  q  ä  la  place 
de  Pf  donneront  encore  B^  et  Bf^,  de  sorte  que  Ton  aura  les 
formules  suivantes :  /    ,   .      . 


• 


des  foncttom  etltylii/ues  de  la  Premiere  eepeee. 


-(l+t"). 


-(>■•— ') 


XJr5[<"'-'l''("+*')  +  2(2'''-')*']. 


f,Fn* 4Un' 16) 

''"  =  -    i:iX4T5Xr[<"'-*''(l+i«)  +  3(3««-10)(l+f)*^, 

'*>=SXt3»'''''-''''<»'-^)K"'-"'<'+*")+^'''"'-")<'+*')*'] 
— 6(««  +  196h*— 2114»"  +  4752)i*i, 
n(>.«-4)  ■ 


2.3....  10. 11" 


I 


3l(n«-l6)(«*-36)(«'-64)[(n«-100){l +*><•) 
-2(247n8— 882h8— 72102n«+6eiI12n'L_i368000)(l+t»)t*|. 


Les  cotiHGcients  Z^n  ont   les  m^mes  espressions  alg^briques 
que  les  Z^m  dans  le  cas  de  n  impair. 


I 


Ä=l,    fi,= 


B,  =  5r3[2(««-l)  +  (n'-4)t«]*'],    (IS') 


«.  =  -''^r^[8(»»-l)+6(o'-l)f  +  (»»-16)fl*'. 

+  I2hi"-l)(n"— 16)i<  +  (n«— 16)(ii'— 36)»"]*', 

«n=-^^^(128(«'-l)(»"-»H»'-16) 

+  64(»"— l)(7i"-9)(7n>-22)*;+12(»s-l)(n'— 9)(29b"— 104)*' 
+20(71«- l)(?i»-I6)(n«— .36)*«+ (H*—l6){w»-36)(B«-e4)*«]*'. 


Si  l'on  pose  f^^neralcnient,  que  »  soit  impair 


■riicii  \xxvi. 


( 

I 
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les  öquations  (9)  et  (9'),  qui  d^terminent  entierement  les  fonc- 
tioDs  F  et  g>9  deviennent  identiquenient  les  niemes,  ce  qui  prouve 
la  remarque,  que  Texpressioii  alg^brique  des  coefßcients  de  cp 
sera  la  m^me  que  n  seit  pair  ou  inipair;  tandis  que  Von  voit 
encore,  rexpression  alg^brique  de  /*  ^tant  unique^  que  Pexpres- 
sion  algäbrique  de  F{x,k)  si  n  est  impair  sera  la  meme  que  celle 
de  #Xa?.Ä)V(l— ar^)U— **Ä?*)  si  n  est  pair.  De  la  no^me  ma- 
ni^re  on  verra  que  Fexpressiori  algöbrique  des  fonctions  n  ei  je' 
pour  des  valeurs  paires  den  sera  la  m^nie  que  celle'' de  3rV(l — *^a:*) 
et  9r'V(l— ^^^)  pour  des  valeurs  iropaires  de  n,  Si  nous  distin- 
guons  les  fonctions  F^  %  et  7c\  pour  des  valeurs  paires  de  ^  de 
celll^s  pour  des  valeurs  impäires  de  n,  par  un  trait,  en  öcrivant 

pour  les  premi^res  F,  %  et  tc' ,  oii  aura  que  Tezpression  algebri- 
qoe  de        , 

FVCl-ar^Xl— *«ar*)  est  ideiitique  avec  F, 

9>         W  99  99  ^9  * 

•  \    

-  ^ 

On  pourria  encore  verifier  cette  remarque  .aux  valeurs  de  ces 
fonctions  pour  la  valeur  particuliere  /:==l^  donti^es  par  les  for- 
mules  (13)  et  (130*  Multipliant  la  premi^re  des  formules  (130  V^^ 
(l  — ar*)  on  obtient  la  premiere  (13);  la  deuxieme  (130  et  (13) 
sont  identi^uement  les  ni^meci,  et  multipliant  la  troisieme  (13)  par 
(1  — ar*)i  on  obtient  la  troisieme  (130^  Cette  remarque  s'applique 
aussi  aux  fonctions  goniom^triquesque  Ton  obtient  en  faisant  h-=z^^ 

Remafquons  encore  que  Ton  peut  aussi  d^terminer  les  co^f- 
ficients  A  ei  Z  par  rint^gratmn  d'une  ^quation  aux  differences 
finies/de  la  mdme  tn^nUre  que  dans  le  cas  oü'  n* est  impair. 


1. 


i 

Paf  la  formale  pour  Taddition,  Ton  obtient  encore ,  raison- 
nant  comme  Ton  a  bit  pour  obtenir  le«  ^qilations  (9)  etc.,  et 
distinguant  les  fonctions  oü  le  multiplicateur  est  pair  par  un  trait 
de  Celles  oü  il  est4mpair,.  - 

1.    si  n  est  Impair, 

_  _  F*(n) 9>*(«) 

F(n- 1)  F(n  +  1)  =  ^j3^^j— ^^ä^j , 

qR«  —  1)  5(n  + 1)  ==:  9«(») -*  Ä«a?*  F«(«) , 
^      9(n  iF  1)  F(n  ±  1)  ==  F(^)  g)(n)  ±  7t(n)  7t\n) ; 


'(        _ 


des  flmeUmts  eiifptt^Hei  de  In  ptewtlerie  espStn.  175 

,  .  •*.■•._•       ■    •         ■  .  ■-,    . 


1^ 


q>(n±\)  7t\n  db  J )  =  ( l  —  a?«)  (p(n)  ^'(  w)  T  ^*(1  -  Ä*««)  F(n)  7c(n) , 

F(nTl)^(n±l)=  F(n)7t'(n)^g>(n)n(n). 

2.    sf  n  est  pair  * 

>(n— l)  9>(«+l)=^*(ii)— Ä«ar*  (1— a;«)(l;r-Ä«a:«)F«(»), 
q>(nT^)F(n±l)^  (1— ar«)  (1  -Ätir«)  F(h)  ^(n)  ±  ^(n)  «'(n) ; 


g?(n+  i)  7t(n±l)  =  (p(»)  3i<n)  T Ä*ar2.(l  -a:«)  F(n)  <»i) , 


F(nTl)^(n±l)?=:(l  -  äV)  F(n)  flf'(«)  T <p(«)  ^«). 
La  formnle  pour  la  dupHcatioo  j^  oq 

*  / 

donne,   1.  s\  n  est  impair,  * 

.      •*     _  ■•■"■"':  ■•    ^      ^     ' 

F(2n)=:2F(n)q>(n)7c(n)nf(n), 

2.    Si'n  est  pnirj-  ;•;::-., 

^(2n)  =  ^H«)  -  ^-^^^  (1  ^  ^V  (^  —  *«>)«  F^h). ' 

Si  n  e»t  pair  F(2n);«era  divisible  par  l-r-k^a^,\m^9  si  n  est 
impair  (p(2n)  aura  ce  facteur;  il  s'eii  suit,  par  les  retations  con- 
tenues  dans  les  formules  (&),  que  dahd  ce  deriiler  cäs  7t(2n)  et 
7r'(2w)  auront  le  facteur   1— 2Ai««»+.Ä«a:4  et  1  —  2a:«  +  A;*:c*. 

12* 
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On  pourra  verifier  les,  formules  et  les  relationB  trouv^es  dans 
ce  qui  pr^c^de  aux  valeurs  saivantes  de  F,  g>  et  n  pour  les  valeurs 
de  71,  n=:2,  n='^  et  n=^6. 

n=2,    p=0,    9^  =  1. 


n==4,    p=3,     q=:i.       , 

F(a:.*)=4(  J  -.Ä«arW)— 8[1 + Af«](l  -  Ä4jt«)a:«+20*«(l-*«a:4)ar« , 

q, (x.h)z=.(l  +  Ä«arW)  -  20ä«(1  +  Ä*a?»)a;*  +  32[1  +  A«J  ä«(1  +  ä%4)  -j.« 

—  [32+24ä«J  ifc^(l  +Ä«a:4)a:«  +  [16+54ä»Jä2.t8 


11=69    19  =  89    19^=9. 

F(ar.*)=6(l+*Wa:»*)-32[l+Ä«](1  +hi^x^x*  , 

+[32(l+Ä4)+208Ä«](J+ÄWa^)ar4-224[i+Ä«]Ä«(|+Ario^^^^^ 
— [728A;*(l+/f»ar")a:«  +  2912[l+Ä«]Ä4(l+Ä»a:W)arW 

—[3360(1  +Ä4)  +  929ö**jÄ4(H.Ä4a:«)a:W 

+  [2»48(l+*.«>+ 11680(1 +Ä2)A«]Ap4(l+Ä«^*)a?M 

—[512(1+*«)  +  7680(1 +ä4)ä«  +  16220A:*]***", 

g)(a: .  *)  =(!—*•  Wa^»«)—105Ä«(1— Ar»  V*®)arH448[l +ä«]  Ä«f(l^Ä  w««*)^« 
'      — [864(l+Ä4)+2172Äa]Ä»(l-^*iOa:«o)ar« 

+[768(1+Af«)  ^i  4608(l+Af«)*«^]4f«(l-*«a:W);r»<^ 

—[256  (1 +Ä«)  +  43(84(1  +  Ap*)  Ar«  + 10740*0]  A«  (l-.Af«a:M)a:» 
+[1636(1 +Ä«)  +  10944(1 +Äa)Ä«jÄ*(l^Ä4ar«)jrW 
—[4032(1  +Ä4)  Ap«  +  9964Ä4]  Ar'*(l-Af«;r*)ar", 

«(a:.*)=(l  +Ä»«arW)^18Ä«(i  +Ari«a:W)ar«+  [I05+4^]Ä2(1+Äi*a;««)ar* 

— [448  +  336Af«  +  ai2Ä**]  Ä»  ( I  +  Ä^a?»  *)  ar« 
+ [864  +  1956Ä«  +  240Ar*]  Ä«  (1 + Äio-jjEO)  aj8 

—[768  +  4416A;«  +  3384AP*]  Af«(l +Ar«jri«)  ;rw 
+[256 +  432pÄ*+9620Är* +4368*«]  A«(l+Ä«ar»)arw 
—[1536  + 10560**+  154Ö8Ä*  +4320*«]**  (1+Ä*ar»)a?'  * 
+ [4032  +  20574*«  + 16848**  +  2304*«]  *«  (1+Ä«T*)  jfi« 
-[12160  +  26220*«  +  9728**  +  512*«]  *«a:i« 


w   ■ 


w 


sc/i  ii/ze:-  Ueitr.  utr  äerecA».  d.  ii 
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'  1Noch  ein  Beitrag  zur  Berechnung  des  mittleren  Zah- 
lungstermines bei  Ratenzahlungen. 


Herrn  Dr.  L.  Jt.  Schulze, 
Gjmtiatiallehrer   in  Suhw«rin  i.  M. 


In  ThI.  XXXIV  Hrt.  3.  dieses  Archivs  pag. -291— 2!)5  belindet 
sich  ein  AuTsatz  des  Herrn  Dr>  Schlechter,  in  welchem  die 
bisher  angewendete  Furniel  für  Berechnung  des  mittleren  Zah- 
Inngtitermiiies  hei  Ratenzahlungen  als  nicht  rationell  dargestellt 
und  eine  andere  an  ihre  Stelle  gesetzt  nird.  Wenn  man  sich 
auch  vollkommen  mit  der  Widerlegung  der  älteren  Formel  einver- 
standen erklären  kann,  so  muss  icb  doch  gestehen,  dass  es  mir 
scheint,  als  genüge  die  vnn  Herrn  Dr.  Schlechter  gegebene 
Gleichung  ebenfalle  nicht  vollstSndig  der  Aufgabe,  und  es  sei  mir 
gestattet,  meine  Bedenken  im  Folgenden  offen  auszusprechen. 

Die  gestellte  Aufgabe  war  folgende:  Eine  Anzahl  von  Kapi- 
talien Cj ,  r^,  cj,....Cr  sind  resp.  nach  den  Zeitabschnitten  ti,  ^, 

ta t„  unverzinslich   zu    beitahlen.     Wann  ist   der  Zeitpunkt,   in 

welchem  alle  diese  Zahlungen  auf  einmal  geleistet  werden  dürfen, 
ohne  dass  eine  der  beiden  Parteien  etwa»  verliert;  einfache  Zin- 
sen zu  p  %  gerechnet.  Es  wurde  die  Lijsung  vorgeschlagen: 
man  diacontire  jedes  einzelne  Kapital  auf  den  jetzigen  Zeitpunkt 
'nnd  sehe  zu,  nach  welcher  Zeit  die  Summe  der  discontirten  Kapi- 
tale mit  einfachen  Zinsen  so  weit  angewachsen  ist,  dass  sie  der 
Summe  der  Ratenzahlungen  gleicht.  Die  auszuführende  Rechnung 
gestaltet  sich  daher  folge nderm aas een  :  man  bestimme  den  gesuch- 
ten Zeitabschnitt  T,  nach  dessen  Ablauf  die  Zahlung  zu  leisten 
ist,   aus  der  Gleichung 
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S€put%«:    AiMik  eHum  Betirof  %ur  BereeluuMg 

lr=n        «.  Ir=ii 

k  =  \    1+2**         4  =  1 


(I) 


N        \ 


in  welcher,    wie  (iberbaüpt  im  Folgenden,   1^=2  gesetzt  ist.  Auf- 
gelost giebt  die  Gleichung:! 


r= 


Cktk 

l+ztk 
et 

!  +  «?» 


(») 


Sehen  wir  zu,  wie  die  gegebene  L5sung  mit  der  Berechnung 
äbuRcber  Aufgaben  fitievelnstimmt,*  die .  hn  Lebeb  alltäglich  vor- 
kommen. Ist  ein  Kapital  c  nach  t  Jahren  föliig,  man  will  es  aber 
mit  ßerdcksicbtigung  von  p  %  jährlichen  einfachen  Zinsen  nach 
r  Jahren  abtragen,  so  wird  die  dann  zu  zahlende  Summe  C  nie- 
mals dadurch  berechnet',  dass  man  das  Kapital  auf  irgeild  einen 
dritten  Zeitpunkt,  2.  B.  den  jetzigen,  zorttckdiscontirt  und  dann 
diese  Summe  von  da  ab  bis  zur  wirklichen  Zahlung  verzinst.  Man 
rechnet  also  nicht 


sondern  man  unterscheidet  in  der  Prasp^.zivei  Fälle: 


(A) 


1)~  Ist  T  >  <,   st>   verzinst  mäh  c  von  der  Zeit  f  an  bis  zur 
Zeit  r,  setzt  also : 


C=c[l+«(r  — 0]- 


(ß) 


2)  Ist  aber  r<f,  so  discontirt  man  das  Kapital  c  von  der 
Zeit  t  auf '  r-  zurfick   riach  der  F^orrael 


C=. 


l+zit-t)' 


(C) 


*  Warum  man  bei  der  Berechnung  des  mittleren  Zablungster- 
minesr  von  diesem  Usus- ab«v eichen  tfnd  die' eln^lneh  Poeten  auf 
den  jetzigen  Zeitpunkt  zortiekdiscontiren  und  von  da  au  bid  zum 
Termin  der  wirklichen  Zahlung  verzi6sert  .soll  nach  Analogie  der 
Formel  (A),  dafür  weiss  ich  keinen  Gmnd  anzugeben.  Deshalb 
geht  mein  Vorschlag  dahin,  dass  man  den  gesuchten  Zeitpunkt 
so  bestimme,  dass  alle  frfiher  fSIligen  Zahlungen  nach  Formel  (B) 
bis  dahin  Verkitist  plus  allen  später  fälligen  Zahlungen  nach  (C) 
darauf  zurfiekdiscondirt  gleich  der  Summe  der  iingeänderten 
Raten  ist. 


^^mm^^m 


den  iiifuleren  Znläungstermluea  öfi  liaieiKahlungeii. 
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Uie   Rechnung,    welch«   man   nach   meinem    Dafürhalten   an^- 
führen  müsste,  reiinle  demnach  folgende  sein: 

Nehmen  wir  an,   die  Zeiten  seien,  der  GrÜHse  iiach  trenrdnet, 


I 
I 


'i  ^  's  ^  ^a  *s <^i«,    so  ist  zunächst  zu  entficheidei 

welche  ?.vse\  unter  ihnen  T  föllt.  Man  iflrci  seilen  irrei 
man  als  diese  Grenziverthe  diejenigen  annimmt,  zwischei 
das  nach  d»r  althergehrachten  Formel 


(T)- 


berechnete  ( 7")  fällt.     Sei  (,  <(?')<  /,+i . 
Approximation  aus  der  Gleichung 


S   e,[l  +  r(r-l,)]+    S 


z=  E 


(111) 
I  T  <)urch 


(IV) 


k 

v 


Fällt  (tiefes  7*  zwischen  ti  und  ti^i,  so  iat  damit  die  Rechnung 
beendigt;  liegt  es  aber  zwischen  zwei  anderen  Zeiten  U  und  fr-fii 
SD  ist  dieselbe  Formel  von  Neuem  anzuwenden,  nur  dass  man 
als  obere  Grenze  der  ersten  Summe  k  =  T,  als  untere  der  zwei- 
ten Summe  k^T-{-\  zu  setzen  hat. 

Der  somit  gefundene  Zahlungstermin  zeigt  eich  unabhängig  von 
dem  Tage,  an  welchem  der  Contract  abgeschlossen  ist,  und  ein- 
zig abhängig  von  den  Daten,  an  welchen  die  Zahlungen  laut  Ueber- 
einkunft  zu  leisten  sind,  nährend  sieb  nach  Formel  (II)  dieser 
Termin  ändert,  wenn  man  auf  verschiedene  Zeitpunkte  zuröckdls- 
contirt.  Aendert  man  alle  i  um  dieselbe  Grrisse  a,  so  ßndet  man 
nach  (IV)  ein  neues  T,  das  v«n  dem  vorher  berechneten  eben- 
falls nm  n  verschieden  ist,  was  nach  (II)  nicht  stattfindet.  Ob 
das  eine  oder  andere  der  Natur  der  Aufgabe  besser  entspricht, 
wage  ich  nicht  zu  entscheiden,  erlaube  mir  niir  noch  die  Bemer- 
kung, dass  das  Datum  des  mittleren  Zahlungstermines,  weiches 
1  mit  Zugrundelegung  der  Ziuseszinsformel 

^«(l-|-:)T-»,^2:ci  (V) 

findet,  keine  Aenderung  erleidet,  mag  man  als  Ausgangspunkt 
i^er  Rechnung  einen  Tag  wählen,  welchen  man  nur  immer  will. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Beispiele  folgen,  in  wel- 
chen die.  nach  Formel  (II),  (IV)  und  (V)  berechneten  Zahlungs- 
termine zur  Vergleichnng  neben  einander  geschrieben  sind- 

I)  Es  sind  400  Thir.  nach  drei  Jahren  und  «iOO  Tbir.  nach 
acht  Jahren  fällig;  wann  muss  die  ganze  Summe  von  1000  ThIr. 
auf  einmal  bezahlt  werden? 
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Formel  (III)  giebt  (iT)  =  6,   doch  findet  man  nach  Formel 

(II)     ,<     (IV)  (V)  . 


fBr  p=2 

T=  5,8909 

6,9516 

5,9412 

3 

6,8436 

6,9265 

5,9105 

4 

5.8000 

5,9026 

6,8809 

5 

6,7600 

6,8779 

6,8516 

-/ 


2)  Kehren  frir  die  vorige  Aufgabe  uro :  sei  das  Kapital  von 
600  Thir.  nach  3  Jahren,  das,  von  400  Thir.  nach  8  Jahren  zu 
zahlen,  so  ist  nach  (III)  (7)  =  5,  aber  nach 


\ 

.     W 

(IV) 

(V) 

für  p=2  < 

T  =  43928 

4,9289 

4,9410 

3 

4,8474 

4,8941^ 

4,9123 

4 

4,8064 

4,8598 

4,8840 

6 

4.7692 

43261 

1 

4,8663 

3)  Will  man  eine  jährlich^  Rente,  welche  10  Jahre  nach  ein- 
ander ausgezahlt  werden  soll  und  deren  erster  Termin  nach  einem 
Jahre  fallig  ist,  mit  eiiiem  Male  bezahlen,^  so  findet  man  nach  (III) 
(T)=:5,5;    aber  nach 


(II) 


(IV) 


(V) 


ftlr  p  =  2 

T= 6,3520  V 

5,4194 

6.4184 

3 

,  6,2866 

5,3606 

6,3782 

4 

5.2276 

5,3427 

6,3384 

.5 


5,1732       5,3056       5,2991. 


Man  sieht,  dass  sich  die  aus  (IV)  berechneten  Werthe  in  allen 
drei  Beispielen  näher  an  die,  mit  Berficksichtigung  der  Zinses- 
zinsen gefundenen  anschliessen,  als  die  aus  (H)  bestimmten,  ein 
Umstand,  der  mir  auch  zu  Gunsten  der  Formel  (IV)  zu  sprechen 
sc|ieint. 


Ligowakf:  *inclilr.%n  derAbhandl.:  „Veti.  tl.lnhaltsöer.iler Körp."\^i 


\ 


I 
\ 


XIII. 


Nachtrag  zu  der  Abhandlung:    „Ueber  die  Inhaltsbe- 
rechnung der  Körper"  in  ThI.  XXXlI.Nr.XXIV.S.241. 


HerrD  Doctor  Ligowski, 

Lehrer  an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur-Schule  und  Hui  See 

Cndeltcn-lnatUiit  in   tierlin. 


Um  die  KoTmelo  für  die  mechaniscbe  Quadratur  oach  Gaues 
zu  erhallcQ,  war  nacb  Band  32.  Seite  'J43.  des  Archivs  die  Auf- 
ISsung  der  Gleicbungen 

1)  «o  +  Äi  +  K, H,         =i, 

2)  Ä^of^  +  Ä"ifh  +  *^af*«   ...     -     Ärflr       =1, 


4+r 


2rt.2)  ir.,„''+>+Jf,^,W+JS:,ft,»r+...../f,^W=^ 
nStfaig.    Zur  Anflüsung  dieser  Gleichungen  setze  man: 
90         /<c)  =  (l'-fc)(|.-(4)(c-(J---.(C-fr)=0 
=  |.'+i  +  Qp' +  Ci,.'-' +  ....&(.  + G+i  =  0. 
Multiplicirt  man  nun  der  Reihe  nach  die  Gieichungen 

1).    2).    3) r+2), 

2),    3),    4) r+3], 

3),    1).  ,5) r+4), 

r+1),  r+2),  r+3) 2r+2) 

T 


ISß  UffawsMi:  JktcMroff  %u  der  AMßndi.:    „Üeäer  die  Inkaii»- 

mit  \ 

Cr-|-1  j    Cr  7  Cr— 1 »  • . . .   Cj  ,   1 

and  addirt  je  r-f  2  solcher  multiplicirten  Gleichungen,    so  erhält 
man ,  da    - 

K»  M  (G-+1  +  G-  ^.  +  G-i  |i«*. . . .  Ci  ^,'"  +  ^/+i) 

näch^  (H)  gleich  Null  ist^    zur  Bestimmung  der   C  die   linearen 
GMcbongeh ;        .■.■_]/" 


(111) 


Cr-t-l    ,    C'r        ■     G--1 

1    ^T    "*"   3   •••• 


'^  +4,=o, 


r+1   ^r  +  2 


2    +TV     4    :   •M^2^M^3 


^    +ri,=0. 


Cr-|-1    .    Cr         ,    Cr— 1  Cj 


3 


4-^^     + 


5     •"  r  +  3  "^r  +  4 


=  0, 


«•   } 


/      / 


'   G4-1 


G-    .  G--] 


'^^t^»* 


Hieraus  ergiebt  sieb : 


1.1         1        ,  Jl 
I'       2'      3 r+1 

II         1  J[_ 

2'       3'       4 r+2 

1  11  _1_ 

3'       V       5  ••••r+3 


V 


<;^4:1- 


e  . 


1  i  ' 


r+1'  r+2'  r+3     -gr+l 


1         1,1 

1 


l 


1 


r+2*   (j-l-2 

1         1  J 1  I 

5' S '' ■  *  J+1*     r+5' ' p+3 

II        _1_      _1_    _1_ 

3'      4    •    •^+2'       r+4'    p+4 


1 

l 

r+2 

1 
r+3 


J_    J!_        JL^        _l l^_        J_ 

r+r  r+2;-'p+r'  ""2r+a'  p+2+r'  '^r+l 


.fr   i 


>■ 


oder  auch: 


1 

T' 

1 

5' 

I 

g  ... 

..  1 

1 

2* 

1 

3' 

I 

4  ••• 

1 

r+2  , 

1 
r+1' 

V 

1 

r+2' 

.  1 

1 
•"2r  +  l 

=:(_l)r+l-.^ 


1 


] 


] 


1  _  

l'      2  •    ••  $*      ^+2 
1        1  \         1 


1 


2*    3  —  ^+r  H^ 


r+1 '    r+2 

1.1 

rl5^  rf3 


•   •   •   • 


< ' 


i '  1 


I 


J_:_L ^  

r+r  r+2*"p+r*  H^4^"  "äHT  2r+2 


Bezeich  Den  wir   der  Kürze  halber  die    oben   stehende  Determi- 
nante durch \D,  die  qnten  stehende. durdi  4»  dann  ist 


(IV) 


a+lLj  =  (-l)r+l-«..-g. 


<    <• 


l\ach  Cauchy  (man  sehe  Theorie  der  Determioanten mp,!» 
Baltzer  S.  52.)  ist  nun: 

■    (V) 

p(«,«,....g„)./^ftj8,....n.)    .^  \  _jL_,  _i_    _i_ 


1  ..1 


in  welchem  Ausdrucke 

P(«i  (Kso,  ..•.  «!»)  =  («,  —  «i)  (c%  T-  «iK«4 — «i)  ••••  («« — ai)nial 


«  I 


*       • 


(om — ««-i) 
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uod   il(a,  — /Jjt)   das  Product   aller  Nenner  der  Determinante   ist. 

Die  Determinante  D  in  (IV)  lässt  ench  nun  in  folgender  Form 
darstellen: 


D= 


I  1  I  1 

r  +  2  — (r+1)'     r  +  2— r*  •r+2— (e+r+2)—r  +  2— 1 


] 


1 


1 


r  +  3— (r+T)'     r  +  3— r* 'r+S— ((>+r+2)-r+3— 1 

■  .  ; 

I 

1  1  1  1 

2r  +  2— (r+l)'    2r+2-r  ••"2r+2— (p+r+2)  ;••  2r+2— 1 

Durch  ¥ergleichung  mit  (V> 

ai=r4-2,    o^=r4-3  ....  ar-|-i=2r  4-2, 

Daher 

P(ai  o^ ....  ixr-i-i)  =  2!3!4! ... .  r!. 


(r+l)r 


(r-i-l)i 


P(/Ji^....i5r+i)  =  (-l)""^^iP(/5r+i/?r....A)  =  (-l)  «    .2!3!4!....r!, 
iI(«..-W  =  (r  +  l)!(r  +  2)!^3)!^^(^^ 


i,» 


r! 


mithin : 

^^*^  ''="(r  +  l)!(r+2)l{r  +  3)r....(2r+l)f 

Es  ist  ferner: 


fl  = 


(2!3!4!....rl)» 


^= 


1 


1 


r+3-(r+2)'  r+3— (r+l)" 'r+S— (r+3— «)'  r+3-(r+l-?) 

1 
r  +  3— 1 

.1 


.  ••• 


1 


1 


r+4-(r+2)'  r+4-(r+l)'"r-M— (r+3-p)'  r+ir-C+l-?) 

1 
•'*'r  +  4— l 


1 1 

2r  +  3-(r  +  l)'"2r+3-(r'+3-rt' 

1  1 


2r  +  3— (r  +  2)* 


2r  +  3— (r  +  l  — p)"-2r+3— 1 


^^Hü 


Du 
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ch  Vergleichiini;  mit  (V) : 


«,=:r  +  3,    oa  =  r+4.    Ks=r  +  5 £(r+i=2»-  +  3; 

ft=r  +  2,     fc=r+l.     /J,  =  i- ft=r  +  3-(,     ^,+,=i-+l-e. 


Daher 


P((i,fe....?,+l)  =  (-l)" 


«,+,)=2!3!4!....rl, 

iit'i'   aSM! -i-!(r+l)l 


n(«,— W: 


g!(r+li)l(r  +  3)l....(2r  +  a)l 
('■  +  H-C)li'3l....rl 


I 


sich 


I 


,vii>  (ä3!4!....ri)'(r4^1)!(r  +  l  +  f)l 

(Hl)      ^-(j,t,(,^.i_p,!(,^.2)l(r  +  3)l....(2r+2)r 
Mithin  ist; 

G+i-,=(- !)'+■. 5, 

(Villi     r        -,    ...4-,-,      ((i-+l)ll'(r-fHe)l 

Da  hierdurch  Hie  Gleichung  fW  =  Q  beetimmt  ist,  sn  lai 

die  UnbekaiKiten  ft^,  ^i , ^  berechnen,    nnHurch   die  ßeslini- 

mutig  von  K„,  £i,..,. /iTr  aui' die  LOsung  linearer  Gleichungen  zu- 
rfickgefahrt  ist. 

Für  den  speciellen  Fall  r=2  hat  man: 

1)  Ä„  +  A:,  +  Äa=l,         2)   Ar.,^„+  ff,^,  +  ff,f4=J  . 

Auä  (VII)  erhrilt  man: 

C,=-ä,  fi=^  C^=-,',„  also  /■(*»)==t*'-tf*"  +  Sfi-i',.=0. 
Da  nun  nach  S.  244.  des  32.  Bandes  det«  Archivs  ^i^={  ist,  so 
ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  (*o  und  ji^:  fi* — fi  +  ,Jo  — 0,  also 
ft,=i{l-V;)  und  fia  =  ;(UVi),  und  hieraus  ffo  =  /fa^rV,  ff,^,V 

Die  AnriOsung  der  linearen  Gleichungen,  welche  zur  BesHm- 

mang  von  K^,  A', Kr  dienen,  hat  Lagran^e  allgemein  ^(^ge- 

ben;  man  sebe  darübdr  Baltzer,  Theorie  der  Determinan- 
ten S.  93. 

Die  vorstehende  Bestimmung  der  Conslanten  für  die  mecha- 
msche  Quadratur  nach  Gauss  ist  vollständig  verschieden  von 
dem,  n-as  darüber  von  Jacob i  im  I.  und  Schellbachim  XVI.  Bde. 
des  Crelle'schen  Journals  veröffentlicht  vcorden  ist. 


r 


185  '  Vedunffsmu/ifa^Hi  fißr  SehiSier, 


*     XIV.  *) 

UebuDgsaufgaben  för  Schüler. 


Von  Herrn  Doctor  ().  floklen  zu  Solz  a.  K.  in  Wörteihberir. 

1.  Beschreibt  man  in  ein  Dreieck  und  um  dasselbe  einen 
Kreis 9  so  gibt  es  noch  unendlich  viele  Dreiecke ^  welche  dem 
ersten  Kreis  ein  beschrieben  und  dem  andern  umbeschrieben  sind. 
Bei  allen  diesen  Dreiecken  sind  konstant : 

a)  das  Produkt  der  Sinus 'der  halben  Winkel , 

b)  das  Produkt  der  Cosinus  ^er  halben  Winkel ^ 

c)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Winkel, 

d)  die  Summe  der  Cotangenten  der  halben  Winkel, 

e)  die  Quadratsumm'e  der  Sinus  der  halben  Winkel ^ 

f)  <^^c  Quadfatsutnme  der  Cosinus  der  halben  Winkel,!    ■ 
£;)  die  Sümm^  dar  Cosinus  der  ganzen  Winkel, 

:■■    h)  .die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Wktkel^ 
.   i)  die  Summe  der  Smus  der  doppelten  Winkel, 
k)  diß  Summe  der  Seiten,  .  .      . 

1)  das  Produkt  der  Seiten, 
m)  der  Inhalt, 

n)  das  Produkt  de^  Höhen,  ..     ,  ■  ,   ^ 

o)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Höhen, 
p)  die  Summe  der  Mittellothe,  \  ,. 

q)  die  Summe  der  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berübrungs- 

kreise, 
r)  da«  Produkt  der  Hi4bmes«er  dieser  Berübmngskreise,    . 
&)  das  Pfodukt  der  drei  JUnien,  welche  vom  Mitteipubkt  dea 
inneren  Beruhrungskreise^  n^ch  de^E^ken  g^zo^en  werden, 
t)  das  Produkt  der  drei  Linien,  welche  vom  Mittelpunkt  eines 
äusseren  Berffhrungskrelses  nach  den  Ecken  gi^zogen  werden,' 
.u),das  Produkt  der  drei  Linien,  welche  i^on  den  Ecken. Iiach 
deu  Mittelpunkten  der  die  Gegenseiten  von  aussen  beruti^/ 
,.       renden  Kreise  gezogen  weidet,  ^       - 


*)  Weil  die:  folgende  grßsaere  übhaiiiihing  in  diesem  Hefte  libge- 
Urochen  werden  rausste,  so-^konnten  dje9eAnf gaben  diesmal  :iiScht,:  wie 
80fist  immer  gewöhnlifhi  an's  Ende  des  Heftes  gebracht  werden.  Der 
lishrreiche  Inhalt  derselbon  machte  aber  eineo  baldigea  Abdruck  wüin* 
schenswerth.  .         G. 

»  - 


Vebn>ist:avfgabtn  für  sefttller. 


IS" 


■     v)  iIbs  Produkt  der  drei  Linien,  welche  Hie  Berührangspunkte 
des  inneren  BerfJhrungakreiBef  verbinden, 
w)  der  Inhalt  den  durch  diese  Linien  gebildeten  Dreiecks. 
Bezeichnet  man  die  Hulbmesser  der  festen  Kreise,  welchen  die 
Dreiecke   ein-   und  umbesrhrieben  sind,    mit  R  und  r,    so  findet 
noch    Fnlaendes    <st:itt: 
*)    x)  0er  H'iheudurchscbnilt  der  Dreiecke  bene^t  sich  auf  einem 
Kreis,  dessen  Halbmesser  =:ß  — 2r. 

Der  Schwerpunkt  dieser  Dreiecke  bewegt  sich  auf  einem 
Kreis,  dessen  Halbniei^ser 

-i(ß-2r). 
y)  Bei  den  Dreiecken,  welche  die  Pusspunkte  der  Hllben  von 
den  nben  genannten  Dreiecken  bilden,    ist  konstant: 
aa)  die  Summe  der  Sinus  der  halben  Winkel. 
I>b)  die  Summe  der  Cosinus  der  halben  Winkel, 
cc)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  Winkel, 
dd)  die  Summe  der  Sinns   Her  gariKeii   Winkol, 
ee)  die  Summe  der  Seiten, 

iT)  der  Hatbmesser  des  umschriebenen   Kreises,  dessen 
Miitelpimkt  sich  auf  einem   Kreise  vom  Halbmesser 


iß- 


wegt. 


z)  Bei  den  Dreiecken,  welche  die  Mittelpunkte  der  Süsseren 
Berührungskretse   von  den   im    AnTanir  dieses  Satzes  ge- 
nannten Dreiecken  bilden,    ist  konstant: 
aa)  das  Produkt  der  Cosinus  der  Winkel, 
bh)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel, 
cc)  das  Produkt  der  Tangenten  der  Winkel, 
dd)  die   Summe  der  Cotangenlen  der  Winkel, 
ee)  die  Quadratsnmme  der  Cosinus  der  Winkel, 
ff)  die   Quadratsumme  der  Sinus  der  Winkel, 
gg)  die  Summe  der  Sinus  der  doppelten  Winkel, 
hh)  die   Summe  der  Cosinns  der  doppelten  Winket,        ^ 

ii)  die  Summe  der  Cosinus  der  vierfachen  Winkel, 
kk)  das  Produkt  der  Seiten, 
II)  der  Inhalt, 
mm)  der  Halbmesser   und    die   Lage    des   unibeecbriebe 
nen  Kreises , 
nn)  der   HGhendurcbschnitt    dieser   Dreiecke    is(    unbe- 

oo)  der  Mittelpunkt  ihrer  um  beschriebenen  Kreise  bewegt 
sich    auf  einem  Kreis,    dessen   Halbmesser  JA  — i-. 


r  Sau 
•"rgeles" 


II  b.ii 
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j.r  pp)  die  Mitten  der  Seiten,    die  PusBpuottte  der    Bsfaen 

,und  die  Mitten    der   oberen  Abschnitte  der  Hüben 
bewegen  sich  auf  Einem  festen  Kreis. 
Aehnliche  Eigenscbäften  haben  die  Dreiecke,  welche  den  durcb 
die  Ecken   gehenden    Kreis  und   einen   äusseren  Berübruugskreis 
gemeinschaftlich  haben. 

2.  Wenn  man  die  beiden  Kreise  konstruirt,  welche  einem 
sphSrischen  Dreiecke  unibeschrieben  und^einbescbrieben  sind,  so 
gibt  es  noch  unendlich  viele  sphärische  Dreiecke,  deren  Seiten 
den  ersteren  Kreis  berühren  nnd  deren  Ecken  auf  dem  andern  J 
Kreisbogen  Heften.     Für  alle  diese  Dreiecke  ist  konstant: 

a)  das  Produkt  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

b)  das  Produkt  der  t:osiniiR  der  halben  Winkel, 

c)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Winkel, 

d)  das  Produkt. der  Sinus  der  ganzen  Winkel, 

e)  die   Summe  der  Cosinus  der  ganzen  Winkel, 

f)  die   Summe  der  Sinus  der  jianzen   Winkel, 
ß)  das  Produkt  der  Sinus  der  halben  Seiten, 
b)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  Seiten, 
i)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Seiten, 
k)  das  Proditkt  der  Sinns  der  ganzen  Seiten, 

I)  die  Summe  der  Cosinus  der  ganzen  Seiten, 

tu)  die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Seilen, 

n)  der  Inhalt, 

o)  die   Summe  der  Seiten, 

p)  der  Inhalt  des  durch  ihre  Ecken  bestimmten  ebenen  Dreieckai 

<))  das  Produkt  der  Seiten  des  durch  ihre  Ecken  bestimmten 
ebenen  Dreiepks,  . 

r}  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel  dieses  Dreiecks, 

s)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel,  welche  die  Ebene  die- 
ses Dreiecks   mit  den   durch  die  Seiten  der  entsprechen- 
den sphärischen  Dreiecke  gehenden  Ebenen  macht, 
'  t)  das    Produkt    von    den    Tangenten    der    Halbmesser  ihrer 
äusseren  Berührungakretse, 

u}  das  Produkt  von  den  Tangenten  der  Halbmesser  der  drei 
Kreise,  wovon  jeder  durch  zwei  Ecken  eines  solchen 
Dreiecks  und   die  Gegenpunkte  der  dritten  Ecke  geht, 

m)  das  Produkt  der  Sinus  von  den  drei  Höhen. 

3.  Wenn  sich  ein  sphärisches  Dreieck  so  bewegt,  dass  seine 
Ecken  auf  einem  bestimmten  Kugelkreis  liegen  und  seine  Seiten 
einen  andern  Kreis  berubren,  so  ist  dassellie  auch  bei  seioam 
Pulardreieck  der  Fall. 
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XV. 

Weitere  Ausfljhrung  der  potilischen  Arithmetik. 


Herrn  Dr.  L.  Oetlingei 

«KhBri^oglirli    IlailUrlieni    tlofrathe    tinif     nrili^ti 
Mathetontib   »n  äet  Univei.ilät  zu   Fre 


I 


Bekundung  elnlspr   IiPbrsätze   In   der  politischen 
Arithmetilt. 

§•  1- 

Die  sogenannte  politische  Arilhmelik  erhült  mit  Autibildung 
der  socialen  Verhüllni^ee  immer  grüssere  Bedeutunfc.  Die  Renten- 
Anatallen,  Lebensversich^-run^en,  TnnlinPii,  Arinuitälen,  Wittnen- 
Icassen  u.  s.  vr.,  überhaupt  alle  derartige  Wohlthäligkeils-Anstalten 
finden  darin  ihre  6ei:Tfinduiig.  Die  Staate -Anleihen  und  ihre 
Amortisation,  die  Operalinneii  des  (ieldniarkts,  die  Wprlhlipslim- 
hiung  der  Staatüjiapiere  nach  verschierfenem  Kurse  und  Zinsfuss 
IcQnnen  nur  durch  sie  erörtert  und  festgestellt  werden. 

Die  Fefitsteliung  und  Begründung  derjenigen  Lehrsätze,  auf 
welchen  die  Einrichtung  aller  der  genannten  Anstalten  beruht  und 
die  allen  dabei  vorl(o  mm  enden  GeldgeschlifteTi  eine  sichere  Unter- 
lage gibt,  hat  eine  nicht  minder  wichtige  Bedeutung  und  ivird 
daher  nm  so  mehr  gerechtfertigt  erscheinen,  aU  sie  bisher  nicht 
versucht  wurde. 

Seit  etwa  zwei  Jahrhunderten  tverden  in  den  hieher  gehörigen 
Schritten  zwei  Methoden  über  die  Lehre  von  der  Zinsreehnang 
„die  mit  einfachen  Zinnien"  und  „dip  mit  zusammenge- 
aetzten  oder  Zinsesziiisen"  aufgestellt  und  von  Vielen  als 
gleichzeitig  neben  einander  zu  Recht  bpdli'hend  angenommen. 
Wendel  man  nun  die  beiden  Methoden  auf  ^nen  und  denselben 
Fall  an,  so  zeigt  sieb  leicht,  Aans  sie  auf  verschiedene  Re- 
sultate führen  und  führen  miiHsen.  Der  Unterschied  ihrer 
lliflU  XXXVI.  13 


r 
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Ergebnisse  ist  um  so  grösser,  je  grusser  die  Zahl  der  Jahre  und 
die  in  Frage  kommenden  Summen  sind.  Die  Verschiedenheit  der 
Resultate  aber  muss  Jeden,  den  Mathematiker  xvie  den  Nicht- 
mathematiker,  überraschen;  denn  es  ist  offenbar  die  erste  Bedin- 
gung einer  richti<;en  Logik,  dasfi  die  Beantwortung  eines  und 
desselben  Problems,  auch  durch  verschiedene  Auriüsungsniethu- 
den,  auf  ein  und  dasselbe  Resultat  fuhren  müsse. 

Geschieht  diess  nicht  und  kommt  man  durch  verschiedene  Me- 
thoden auf  verschiedene  Resultate,  so  ist  es  nothnendig,  über 
die  Richtigkeit  der  angewendeten  Metboden  selbst  weiter  nach- 
zuforschen und  über  ihre  Zulassharkeit  zu  entscheiden.  Die  un- 
richtige muss  dann  als  solche  bezeichnet  und  entfernt  werden. 

Diese  Bemerkungen,  die  so  einfach  sind,  dass,  nie  ich  glaube, 
kein  gegründeter  Einwurf  ihnen  entgegen  gestellt  werden  kann, 
fanden  dennoch  bis  jetzt  nicht  die  verdiente  Geltung.  Noch  bat 
man  sith  bis  auf  die  neueste  Zeit  nicht  über  sie  geeinigt  und  sie 
al«  Führer  zur  Feststellung  der  ersten  Grundsätze  in  der  politi- 
schen Arithmetik  benutzt,  wie  sich  diess  beispielsweise  an  der  lange 
Jahre  hindurch  geführten  Streitfrage  in  der  Mathematik  und  Juris- 
prudenz über  die  richtige  Berechnung  des  Interusuriunis  als 
deutlicher  Beleg  zeigt. 

Die  Frage  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  man  sie  an  einen  be- 
stimmten Fall  anschliesst,  wozu  der  folgende  von  einer  etwas 
grösseren  Zeitdauer  gewählt  wird. 

on  1000  (Thtr.  oder  Gulden)-)  ist  z wan- 
der   zwanzig    folgenden    Jahre    ohne 
io  gros«   ist  der  gegenwärtige  Werth 
sSmmtlicher  Zahlungen  bei  5  Proc.  Zinsen? 

Berechnet  man   den    fraglichen  Werth   bei  einfachen  Zim 
nach  der  Formel: 

'  lOO+np      1  1      _£.      J.Onp 


Ein 

Kapital 

zigmal 

am    End 

Zinsen 

lällig.     V) 

i 


(8.  meine  Anleitung  zu  finanziellen,  politischen  und  Juri- 
dischen  Rechnungen  g.  13.  S.  m),  setzt  K=  1000,  p  —  Q; 
R=l,2,3....20,  so  findet  sich  Folgendes: 

*)  Da  es  gleichgültig  ist,  ob  man  bei  Kapital- Werth- Berediboagen  i 
in  Gnl^Gn  oder  Thalcm  elc.  rechnet,  so  wird  künftig  dieses  Prädikat  | 
nicht  besnndera  beigefügt  werden. 


der  poUmchen  Arlthmetfk. 


1000      1000      1000           1000 

rm*~rx*' 

'J5-+     ■X5s  + 

^95-2,380932. 

.  +  645,161290.... 

909,090809.. 

.     623,000000.... 

869,368217. 

.     606,060606.... 

803,33.3333.. 

.     588,235  294.... 

800,000000.. 

.     671,428571.... 

769,230769.. 

.     555,555555.... 

740,740740.. 

.     540,540540.... 

714,285714.. 

.     526,315789.... 

689.635172.. 

512,820512.... 

666,666666.. 

500,000000.... 

7944,949475.. 

6671,118160.... 

=  13616,067635.... 

2) 


Rechnet  man  mit  Zinseszinsen  nach  der  Form 

A'.IOQ" K_ 

~(IOO+p)''~l,Op"' 


R=~ 


•"lüO 


(J.  27.  S.  50.  in.  Aiileit.),  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  sÜmmtMcbei 
Kspitalzafaiuiigen  bei  Einführung  der   oben  angegebenen  Werthe: 


1000      lOOQ      lOOU 

''—1,05  +i,Oä»+),oa»  +  - 


1000_ 
■J,05a»~ 


^12462,210343.... 

In  ersten  Falle  ist  der  Werth  13616,067635....,  im  zweiten 
13462,210343....  Diese  Resultate  stimmen  nicht  überein.  Der 
unterschied  beträgt  1153,857'>92..,.  Welches  ist  die  richtige,  in 
der  Natnr  der  Sache  begründete  Werthbestimmung? 

Diese  Frage  soll  nun  beantwortet  werden.  Es  dürfte  dabei 
nicht  uninteressant  sein,  erst  die  Geschichte  der  Sireltfrage  zu 
,  (erfolgen,  worüber  schon  in  meiner  Anleitung  einige  Andeutungen 
gegeben  wurden.  Es  soll  in  Kürze  geschehen,  wobei  jedoch  nicht 
«De  vollständige  Darlegung  beab«icbligf  ist,  sondern  nur  Insoweit, 
ik  mir  die  Schriften  aus  früherer  Zeit  EUgSngtich  waren. 


Geschichtliche  Notii 


Seil  efiTM  mehr  als 
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hunder1«n  scheint  man  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gekannt  zu 
haben. 

Kästner  berichtet  nämlich  (Fortsetzung  der  Rechen- 
kunst. 2.  Aufl.  S.  170.)  dass  Stevin  (Les  oeuvres  math<^- 
matiques  de  Simon  Stevin,  revues^et  augment^es  p. 
Alb.  Girard.  Fol.  Leyde.  Elzev.  1634.)  Tafeln  für  die  Rech- 
nung mit  Zinseiszinsen  aufgestellt  und  sie  auf  die  Werthbestiro- 
mung  fölliger  Kapitalien  angeviendet  habe.  Die  von  ihm  befolgte 
Rechnungsweise  ist  eine  eigenthumliche,  von  der  jetzigen  theil- 
weise  verschiedene.  Die  Tafeln  erstrecken  sich  auf  dreissig  Jahre 
und  verschiedene  Zinsfü'sse.  Sie  zerfallen  in  drei  Classen.  Die 
erste  gibt  den  Anwuchs  eines  gegenwärtigen  Kapitals  sammt 
Zinseszins  für  diesen  Zeitraum  an ;  die  zweite  den  gegenwärtigen 
Werth  einer  sp^äter  fälligen,  unverzinslichen  Summe;  die  dritte 
den  gegenwärtigen  Werth  wiederholt  fälliger,  unverzinslicher  Sum- 
men (Renten).  Hiernach  fehlt  im  Vergleich  mit  den  jetzigen  Tafeln 
diejenige  Classe,  welche  Anwuchs  wiederholt  fälliger  Kapitalien 
mit  Zinseszinsen  angibt.  ' 

Nach  Kästner  hat  Stevin  in  der  Practique  de  l'Arith- 
metique  pg.  185.  beide  Rechnungsarten,  die  mit  einfachen  Zin- 
sen (usurae  simplices)  und  die  mit  Zinseszinsen  (usurae  compositae) 
gelehrt,  und  zwar  so,  dass  schon  vor  Stevin 's  Zeiten  die  Frage: 
was  jetzt  statt  eines  nach  einigen  Jahren  unverzinslich  fälligen 
K^pit^ls  gezahlt  werden  müsse,  dahin  beantwortet  wurde,  dass 
man  nach  Beschaffenheit  der  Umstände  einfache  Interessen 
oder  zusammengesetzte  gerechnet  hat.     '  *"  ^   , 

Ob  Stevin  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zuerst  oder  ein 
Anderer  vor  ihm  lehrte,  ist  nicht  gesagt.  So  viel  aber  ist  ersicht- 
lich, dass  S^mon  Stevin  sie  gekannt  hat.  Jedenfalls  ist  hiernach 
die  Ansicht,  wornach  Leibnitz  als  der  Begründer  oder  Erfinder 
der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gilt,  als  unrichtig  zu  bezeichnen, 
da  sie'  schon  geraume  Zeit  vor  ihm .  gekannt  war.  Möglich  ist, 
dass  Leibnitz  bei  Bearbeitung  seiner,  Abhandlung  die  Schriften 
Ste/vTn's,  ob  sie  gleich  schon  im  Jahre  1608  zu  Leyden  in  der 
Ursprache  erschienen  waren,   nicht  kannte. 

Voi^  nun  an  knüpft  sich  die  Geschichte  dieser  für  die  poli- 
tische Arithmetik  wichtigen  Rechnungsm'ethoden  an  die  Geschichte 
der  richtigen  Berechnungsweise  des  Interusuriums,  einer  in 
der  Wirklichkeit  praktisch  wichtigen  Frage,  und  ist  ganz  innig 
mit  ihr  verwoben. 

Carpzov  theilte  in  seinem  Werke  „Opus  Decisionum 
ilius'tttum  Sazonicarum.    Lips.'*  zuerst  in  der  1.  Ausg.  (vom 


der  poliUsehen  ArithmeliH. 


Jahre  1660}  und  dano 
pg.  m.  Pmckard'a 
mit,  Sie  besteht  im 
Schuldner,  dtr  nach 
mehrere  Suinnien  zu 
anrechnen. 


in  der  zweiten  (vom  Jahre  1704)  Decieiu  276. 

Methode,  dai^  InteroSDrium  zii  berechien. 
Wesentlichen  darin,    dass  der  Käufer  oder 

VerlauT  einer  bestlmmteD  Zeit  eine  oder 
zahlen  bat,  die  Zinsen  dieser  Summen  voll 
r  Schidd- 


I   Falle   er  sogleich  bezahlt, 


aumme  abziehen  darf. 

Nach  der  nämlichen  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Paragraphei 
wfire  demnach  der  gegenwärtige  Werlh  einer  nach  w  Jahren  lal 
ligen  unverzinslichen  Schuld  bei  p  Procent  i 


1) 


fi  —  A  —  K.  j-wv  ;=  a  ( 1 


lÜÜ' 


thema 


1  pg.  425. 


Im  Jahre  Ifi83  erschien  in  den  Act 
eine  Abhandlung:  „Meditatio  jurid 
interusurio  simpMce"  von  Lelbnitz,  worin  er  seine  Ansicht 
dahin  ausspricht,  dass  der  Wertb  des  Interusuriums  von  den 
Rechts  gelehrten  nicht  hinlänglich  und  von  andern  nicht  ganz  rich- 
tig bestimmt  werde-  Er  wendet  nun  die  Zinszins- Rechnung  auf 
die  Werth- Ermittlung  desselhen  an  und  fügt  hinzu,  dass  sich 
dasselbe  so  auf  eine  genaue  \Veise  bestimmen  lasse.  Den 
Beweis,  dass  diess  die  richtige  Berechnungsart  sei,  gab  er  aber 
nicht,  sondern  blieb  ihn  schuldig"),  denn  er  sagt  nur,  dass  man 
den  fraglichen  VVerth  auf  diese  Weise  bestimmen  könne,  nicht 
dass  'man  ihn  so  und  nicht  anders  bestimme 


stellt  s 


I 


dabei  auch  nicht  a 

die  allein  bei  Entscheide 

Die  von  Leibnitz 
igegebene : 


jcblie 


der  Mathematik, 
gebend  sein  kann. 


lieh  auf  den   Bod' 
iser  Streitfrage  mas 

Formel  ist  die  $.  I.  Nr.  2. 
Ä.IOO" 


!Er  entwickelte  sie  aber 


(1  + 

icht  si 


100' 


erülTnet.    s 

Dil: 

Inte 

RaNal.    ei 
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rent 

■entern  ejii 

»    Tfll 

TBUl 
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if  eine  einfache  nulurgeniässe  Art 

AhhHiiiliung 
pnigo 


Öriei^n'Wnrlu,  womit  Lsibni 
iHiiriiim  sive  rpsiT^meiLliim  nnlicipntini 
inlrr  penmiam  in  diem  rertum  deliitani  ei  iirae- 
seu  quanln  |ilns  pelnl,  qiil  (ilila  trmporiii  pelil, 
ere  arqiinm  «it.  qiii,  piiBl  aliqiint  annos  deinuni 
tlujiiB  quantilaa ,  qtiae  apiid  Jiiritrniigqlliia  (ian- 
ilm  DOn  lalii,  et  apad  allqun«  nun  aatis  recto  expiiüBlur,  aci^urai»  chI- 
Dulo  «lefinirj  poteit,   dualini  »iip|ieMlioaibuB  ex  jure  asBunilia, 
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und   in   dci   vorsleheDclcii  Form,    sondern  durch   eine  unendliche 
Reihe  mittelst  AuflÜsuDg  des  im  Nenner  stehenden  BiBoroiuins, 


ri(n+l)     p2_      n(»+l)(»4-2)    p^ 


Diese  allgemeine  Reihe  selbst  Ihellte  er  nicht  mit,  sondern  auf' 
eine  sehr  nmständliche  Art  die  sich  aus  ihr  ergebeniien  fünf 
ersten  Fälle  Für  n  =  l,  2,  3,  4,  5  und  p=S.     Er  schreibt  ferner 


4 


für  TTüi  I 


i  Zahlei 


-^.,  setzt  dann  fiir  die  Vorzählen  (Fakul- 


midat -Zahlet 


i'elche  den  Poteni 


Töö "'"  "•"'"'"  m~ 

täten  vgn  n)  der  Istan,  2ten,  3ten,  4ten  und  Qfen  Potenz  die  Ein- 
heilen, dann  die  natürliche  Zahlenreihe,  die  Triangulär-  und  Pyra- 
"     20*    20^ 

hören.  Schliesslich  ist  eine  Tafel  angegeben,  worin  die  Zahlen- 
wertbe  von  Ifip-"  auf  40  Jahre  für  den  Zinsfuss  5  berechnet 
sind.     pg.  432. 

Die  von  Leitinit/.  aufgestellte  Rechnungsart  wurde  vielfach 
missverafanden,  wie  sich  spSter  zeigen  nird,  und  wobei  die  nicht 
Eweckmüssige  Entwicklungsweise  durch  unendliche  Reihen  haupt- 
sächlich mitgewirkt  haben  mag. 


beiden  eben  genannten  Rechnungsarten  trat  zu 
vorigen  Jahrhunderts  G.  A.  Uoffmann  in  -einem 
iner  Schrift  „Klugheit  Hans   zu  hallen"  oder 


I 


Gegen  t 
Anfange  de» 
Anhange  zu 

„Prudentia  oeconomica  in  formam  artis  redacta"  Dres- 
den und  Leipzig.  (I.  Aufl.  1731.  2.  Aufl.  1737.)  auf  uud  zeigte 
darin  das  Unhaltbare  der  Pi  nckard'schen  Methode,  indem  hei 
später    fällig  werdenden    Kapitalien    der    Schuldner  entweder    zu 

einer  viel  zu  geringen  oder  zu  gar  keiner  Zahlung  (wenn  t— i^ 
=0  in  Hr.  I  wird)  angehalten  werden,  oder  gar  noch  mit  einer 
/F'orderung  gegen  den    Gläubiger   auftreten   könne,    wenn    ](ü)>^ 

wird.  Er  machte  mit  Recht  darauf  aufmerksam,  dass  ein  auch 
noch  so  spät  fälliges  Kapital  nie,  wie  die  Pinckard' sehe  Me- 
thode behauptet,  durch  das  Interusurium  aufgezehrt  werden 
künne,  sondern  immer  in  der  Gegenwart  einen  bestimmten,  wemi 
auch  kleinern  oder  sehr  kleinen  Werth  habe.  .  -^h 

Die  von   ihm   aufgestellte  läegel   ist   die  Rechnung  mit  eli»,^ 
fachen    Zinsen.    Sie    wird    durch    die    oben    §.   1.    angegeiiene 

Formel : 


mmmm^m 
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^100 
aasgedrCicbt.  Horrmaiin  eriNickeK  die  Formel  nicht  in  der  vor- 
stehenden lieslalt,  sondern  verdeutlicht  sein  Verfahren  oti  beson- 
dern FSlJen  bei  dem  Zinslugs  5.  Er  bestimmt  zuerst  den  W'erth 
des  Interusuriums  für  sich  auf  eine  ziemlich  tvetlläufii;»  und  elivas 
zusammengesetzte  Weise  und  leitet  dann  durch  dessen  Ahzui;  die 
Grösse  des  dem  Gläubiger  auszuzahlende^!  Kapitals  ab.  Den 
Schluss  auf  die  allgemeine  Formel  (iberlSsst  er  dem  Leser. 

Verkiviirdig  ist,  dass  Hoffmann,  nahrscheinlich  durch  die 
Leibnitz'sche  Reiben-Entnicidung  irre  geführt,  die  Zins-Zins- 
lUethode  unrichtig auffasste,  sie  mit  der  Pincliard'schen  zusam- 
mennarf  (§.  II.  seiner  Abhandlung)  und  behauptete,  dass  sie  ivie 
jene  das  Kapital  endlich  absorhire,  jedoch  bei  5  Procent  erst  in 
21  Jahren,  anstatt  wie  jene  in  20.  Seine  sehr  ausgedehnte  Ab- 
handlung umfasst  43  Seiten  in  30  Paragraphen. 

Von  da  an  wurde  die  Pinckard'sche  Methode  als  unver- 
trSglicb  mit  richtigen  Principien  verlassen  und  aus  der  Wissen- 
schaft verbannt.  Der  Streit  aber,  ob  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  (die  Hnffmann'sche)  oder  die  mit  Zinses -Zinsen  (die 
LeibnitK'sche)  die  richtige  sei,  fortgeführt. 

Polack,  Professor  Juris  und  Matheseos  auf  der  Universität 
ZV  Frankfurt  a.  d.  O.,  trat  in  der  ersten  Auflage  seiner  Mathesis 
forensis  v.J.  173i  (7.  Kap.  §.32.  u.  ff.)  als  Vertheidiger  der  Hoff- 
mann'schen  und  Gegner  der  Leibnitz'scben  Methode  auf  und 
verwarf  letztere  aus  den  nämlichen  unhaltbaren  Gründen,  als  es 
Hoffmann  getban  hatte. 

Dagegen  trat  Bilfinger  für  die  Richtigkeit  der  LeibnitK- 
schen  Methode  in  einer  besundern,  hiefiir  verfassten  gründlichen 
Abhandlung  in  die  Schranken,  zeigte,  dass  die  Leiboif z'sche 
Methode  von  ihren  Gegnern  unrichtig  verstanden  tvorden  sei,  dass 
eine  sorgfaltigere  und  bessere  Benutzung  des  sogleich  fälligen 
Kapitals,  als  die  Hoffniann'sche  Methode  voraussetzt,  vonsei- 
ten des  Gläubigers  möglich,  ja  geboten  sei,  und  wies  nach,  dass 
diese  durch  die  Leibuitz'sche  Berechnungsweise  gesichert  sei. 
Auch  machte  Bilfinger  darauf  aufmerksam,  dass  der  Schuldner 
oder  Nntzniesser  durch  Anwendung  der  Hoffmanti'schen  Methode 
benacbtheiligt  werde,  und  hob  die  starken  Differenzen  hervor, 
welche  sich  durch  Anwendung  der  beiden  Rechnungsniethnden  in 
der  Werthbestimmung  der  Kapitalien  hei  nur  einigerraaassen  bedeu- 
tenden Summen  und  Zeiträumen  ergeben. 


1» 
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.  Er  sc'lik'kte  diese  Abhatidlurii^  ilem  Profeesor  Pulack  zu 
Letzterer  nahm  äie  als  Anhang  zui  dritten  Aufliig^  seiner  iVlathe- 
sie  toTstis'is  vom  Jahre  1756  auf,  erkannte  die  von  ihm  hegau- 
genen  Irrthümer  (§.  53.  umt  §.  54.)  mit  lobeiiswerther  Aufriclitigkeit 
an,  meinte  iiidetisen  doch,  dass  die  Lei tinitx'tichc  Methode  deifl 
Rechte  zuwider  sei,  weil  die  Gesetze  die  Forderung'  von  Zi^ 
tteszinsen  (atsiil'icisnins)  verhieten,  und  beharrte  deKshalb  und  z 
Theil  aas  Riickslrht  der  Billigkeit  auf  der  Ricbtigkeit  der  Hofir 
mann'schen   Methode. 

Von  Clausberg  entwickelt  im  vierten  Theil  seiner  „demnn^l 
strativen  Rechenkunst"  zweite  Aud.  vom  .lahre  1748.  Leip- 
zig (die  erste  AuQau'e  erschien  im  Jahre  1732)  S.  1108  u.  IT.  beide 
Rechnutigsurten  und  nennt  die  Rechnung  mit  einlachen  Zinsen 
„gemeine  Interessen-Rechnung"  und  die  mit  Zinxesziusen  „Rech- 
nung der"  IntereHse  auf  Intereese. "  Auf  die  Frage;  uelcfaer  von 
den  beiden  Arten  man  eich  bei  gerichtlichen  „Suhhaslationibuii" 
bedienen  solle?  gibt  er  S.  1233.  §.  1278.  folgende  Antwort,  „dass 
die  Erörterung  dieser  Frage  nicht  den  Ärithmelicis,  sondern  den 
Rechtsgelehrten  ohtiege,  denn  jene  haben  sich  beflissen,  die 
Richtigkeit  beiderlei  Rechnungsarten  zu  zeigen,  und  wird  man 
wenig  rechtschnffene  Rechenbücher  linden,  in  welchen  solche  zwei 
Arten  zur  Berechnuns  dea  Rabatts  oder  Interusurii  von  etlichen 
oder  vielen  Jahren  nicht  sollten  angewiesen  worden  sein.  Diese 
müssen  hingegen  ai<s  den  Rechten  die  Cretachen  untersuchen, 
warum  eigentlich  Intereüse  auf  Interesse  zu  nehmen  verboten  wird, 
auch  wie  weit  solches  Verbot  zu  extondireii ,  oder  ob  es  ohne 
Exceplion 'sei ;    und  aus  solchen  Gründen    deduciri^it,    welche    Art 

Von  einem  gelehrten  Freunde  aufgefordert,  seine  eigene  An- 
sicht Tiber  die  ^Streitfrage  auszusprechen,  nimmt  er  keinen  Anstand, 
zu  erklären,  dass  seines  Bediirikens,  jedoch  uiimaassgehlich,  die 
Rechnung  mit  Zinseszinsen  der  mit  einfachen  Zinsen  „vorzuziehen 
sei",  sucht  dann  den  Finwurf  des  Analocisnius  zu  entkräfteu, 
S.  1234.  §.1279-,  und  fügt  bei,  dass  er  in  Gutachten,  zu  deren 
Erstattung  er  aufgefordert  wurde,  die  erste  Art  angewendet  habe. 

Er  bespricht  darauf,  §.  I'282.,  die  Cari.zov'sche  (Pinckard- 
sehe).  Leibnitz'i^cbe  und  Hof fmann'sche  Methode  und  be- 
merkt, dass  Hoffniann  die  Lei  bni  tz'sche  Methode  ganz  un- 
richtig aufgefasst  habe,  dass  Hoffmann  die  von  ihm  entwickelte 
Methode  als  eine  „neue"  bezeichne,  was  durchaus  irrig  sei,  da 
er  selbst  (v.  Clausberg)  dieselbe  schon  im  Jahre  1732  gelehrt 
habe  und  sie  auch  fast  in  „allen  alten  und  neuen  Rechenbüchein  ■ 
zu  finden  sei." 
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Dadurch  geralh  er  mit  Hoffmann  in  einen  Streit,  worauf 
letzterer  in  einem  l)eson<lern  Anhange  zu  Polack's  M.ttheeii^ 
foren^is,  3.  Aull.,ä.  129.  ausriibrlith  antwortet  und  <]ie  von  ibm 


I  vindicirt.  Augenscbein- 
herrnr,  dass  HolTniann 
narh  ihm  benannten  Me- 
und  daps  sie  mit  Unrecht 
der  Leitiuits'schen  Me- 


aufgeslellte  Methode  ais  sein  Bi^eiitliui: 

lieh  geht  aber  aus  diesen  Erürlerungen 

nicht  der  ErBnder    oder  Hef^nlnder  dei 

thode  ist,  ollgleich  er  sich  dafür  halt, 
-seinen  Namen  träi;t,  "ie  diess  auch  hei 
l'tliode  der  Fall  ist. 

Verfolst  man  von  jetzt  au  die  Geschichte  dieses  Streits  «ei- 
ter,  so  lassen  sich  die  dahin  einschlagendeo  Schriften  iu  Grup- 
peu  ordnen,  nelche  sich  für  die  eine  oder  aie  andere  Rechnungs- 
art erklären ,  oder  die  Sache  unentschieden  lassen  und  meinen, 
dass  der  Gesetzgebung  und  ihrer  Auslegung,,  dem  UeliercJnkommen 
zwischen  Schuldner  und  Gläubiger,  den  Umständen,  Uilligkeits- 
Rücksichten,  der  besondern  Entscheidung  im  einzelnen  Falle  u.  s.w. 
fiberlassen  norden  müsse,  wie  gerechnet  werden  soll. 

Man  sieht,  dass  es  nicht  gelang,  einen  festen  Standpunkt  zu 
gewinnen,  und  dass  man  nicht  darauf  dadite,  aus  derjenigen 
Wissenschaft  Entscheidungsgründe  zu  holen,  von  welcher  sie 
doch  einzig  und  allein  in  dieser  Streitfrage  hergeholt  werden  kön- 
nen, nämlich  von  der  Mathematik,  denn  nicht  die  Jurisprudenz, 
nicht  Rücksicht,  nicht  besondere  Umstände  u.  s.  w.  küunen  die 
Richtigkeit  des  CaIcuU  feststellen. 


sucht  i 
,  justit 


einem  1739  zu  Lei 


erschienenen  Pro- 
Leibnitziani" 


Kästne 
gramm :   „P  i 

zu  zeigen,  dass  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  vollkommen  mit 
den  Rechten  libereinstimm^  (Fortsetzung  der  Rechenkunst. 
2.  Aufl.,  S.  175).  Diesen  Gedanken  hält  er  aber  nicht  fest,  denn 
ei  stellt  in  der  zuletzt  genannten  Schrift  die  Lehre  der  Rechnung 
mit  Zinseszinsen  und  der  mit  einfachen  Zinsen  zusammen,  ohne 
den  schuldigen  Beweis  lür  die  Richtigkeit  der  einen  oder  der  andern 
zu  geben,    und  beschränkt  sich  darauf,    den  Einwurf  des.  Anato- 

Auch  Chai^sot  de  Florencourt  spricht  sich  für  die  Zulaas- 
barkeit  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  in  seinen  „Abhandlun- 
gen aus  der  juridischen  und  politischen  Rechenkunst, 
1781",  S.  8,  und  9.  aus  und  entwickelt  in  seiner  Schrift  nur  diese, 
Dicibt  die  mit  einfachen  Zinsen. 


Dasselbe    thui 


und  Meyer  in'Bebet  „Anleitu 


ieiner  „Einleitung  zur  Be- 
nd  Anwartschaften,  1785" 
l  zur  Here  ch  nun  g  der  Leib- 


^sm 
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renten  und  ADwartschaflen 
in  seiner  „Poli 


r  die  Lehre  ■ 
Schriften  vorgetragen:  „Traite  ( 
ä  terme  tonnu  ji.  M.  IJeparcie 
von  W  i  tlwenkaesen  von  Kari 


\mA"i  ehen  so  J.  A.  G 
itik,  Leipzig  l«41"ü.A 
Zinezins-Rerhnung  in  fnlgendeiii 
des  Annuit^s  ou  de 
eux.  Pari.s  1781":  „Tbeori«!, 
Halle  1784";  „Nene 
Theorie  der  Berechnung  zusamniengesetuter  Zin 
J.  J.  Gremilliet  (deutsch  vonDeyhIe),  Ulm  1825";  „Die 
Theorie  der  Lebeosre  n  t  eii,  Lebensversicherungen, 
Wittwenkassen  etc.  von  Uaily  (deutsch  von  Schnuse), 
Weimar  I83d"  u.  A-,  so  dass  wohl  vorauszusetzen  ist,  dass  dies« 
Rechnungsart  von  den  genannten  Scbrlftstellern  als  die  richtig^ 
aogenoninien  wird. 

Dagegen  erklärt  sich  Unger  in  seinen  „Beiträgen  xar 
Matbesi  forensi"  vom  Jahre  1746,  I.  Abbandl.,  unter  gewissen 
Modilikationeu  Tür  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  also  fifr 
die  Hnfrmana'sche  Methode,  Ibeilt  aber  auch  in  der  5,  Abbandl, 
die  Rechnung  mit  Zinsesztnsen  mit. 


1 


„Anh 


cbelsen  entirickelt  beide  Recbni 


ings-Melhoden  in  seiner 
nd  Ckoßomi- 
Halle  1782,  2  Thle.",  lässt  die  Ent- 
scheidung der  Frage:  ob  nach  der  einen  oder  andern  Art  bei  der 
Anwendung  auf  den  einzelnen  Fall  gerechnet  werden  müsse,  von 
den  Umstfinden  abhängen,  und  meint,  dass  „diejenigen  irren,  welche 
ausscbliessungaweise  die  eine  oder  die  andere  angeivandt  wissen 
ivollen,  und  es  lässt  sieb  die  angeführte  Frage^  allitemein  genom- 
men, auf  keine  Art  und  Weise  bestimmt  beantworten. "  Er  erör- 
tert seine  Ansicht  näher  (S.  240.  u.  ff.  1.  Tbl.)  und  wird  dadurch 
auf  einen  Vermitttungsvorschlag  geführt,  tvornach  das  Mittel  aus 
der  Differenz  genommen  werden  soll,  falls  sich  eine  solche  durch 
Anwendung  beider  Rechnungsarten  ergehen  sollte. 

Koch  erklärt  sich  für  die  Zülässigkeit  der  Rechnung  mit  Zin- 
seszinsen mit  den  durch  die  Gesetze  bestimmten  Einschränkungen 
in  seiner  ,, Gemein  vers tAndlichen  Anleitung  zur  Anwen- 
dung der  Logarithmen-Rechnung,  Magdeb.  1809",  S.  36. 
g.  39.  Ehen  so  hält  Schweins  in  seiner  „Zinszins-Rech- 
nung  für  Geschäftsmänner,  Durmst.  1812",  Vorr.  S.IV.  die 
Rechuung  mit  Zinseszinsen  in  bestimmten  Fällen  für  erlaubt. 

Brune  lässt  die  Streitfrage  in  seiner  ,,Kurzgefassten  Dar-  " 
Stellung  der  einfachen  and   zusammengesetzten   Zins- 
rechnung, Lemgo  1813"  unentschieden  und  äussert  sich  in  der 
Vorrede  S.  V.  so:    „Zwar  ist  in  den  meisten  ßechnungsgeschSften 


I 


der  polnischen  Arii/n/iaM. 


die  Antvepduiig  der 
lieh ;  allein  es  ist  i 
der  Resultate,    vel 

ilen  Zinsen  berechn 
nicht  die  Sache  di 
Partheien  oder  des 
jener  Art  gerechnet 
aller  Uotersachungt 
gegebenen  Falle  ei 
Ich  habe  nur  gezeij 
ZinBesKliiseii  voraui 
Von  woher,  so 
die   EntscheidunssQ 


infachei 


\t  gebräuch- 
.   die  Verschiedenheit 


I 
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lieh;  allein  es  ist  doch   wenigstens  Nützlich, 

der  Resultate,  welche  eine  nach  einfachen  und  zufiamniengesetz- 
Zinsen  berechnete  Aufgabe  hervorbringt,  zu  kennen.  Es  ist 
nicht  die  Sache  des  Caiculators,  sondern  die  der  interessirten 
Partheien  oder  des  Ciesetzes,  zu  entscheiden,  ob  nach  dieser  odeT 
jener  Art  gerechnet  tverden  soll,  und  daher  habe  ich  mich  auch 
aller  Uotersncbungen  darüber,  welche  von  beiden  ia  jedem  vor- 
gegebenen Falle  eigentlich  angewandt  werden  muss,  enthalten. 
Ich  habe  nur  gezeigt,  wie  man  rechnen  muss,  wenn  einlache  oder 
Zinseezinseii  vorausgesetzt  werden."' 

Von  woher,  so  niuss  man  fragen ,  kann  aber  die  Gesetzgebung 
die  Entscheidungggründe  für  die  Richtigkeit  der  einen  oder  der 
andern  Methode  entnehmen,  als  von  der  Mathematik?  d.i.  von 
den  Arithmelicis  oder  Caiculatoren. 

In  diesen  Worten  ist  im  Wesentlichen  die  Geschichte  der 
Streitfrage:  ob  die  Rechnung  mit  einfachen  oder  mit  Zinsesziu' 
aen  die  richtige  sei?  hie  in  die  neuere  Zeit  bezeichnet.  Nirgends 
zeigt  sich  ein  fester  Anhaltspunkt.  Die  Ansichten  tilr  die  Rich- 
tigkeit der  einen  oder  der  andern  stehen  eich  einerseits  schroff 
entgegen,  andererseits  herrscht  ralhloses  Schwanken,  grosse  Un- 
sicherheit und  Inconsequenz,  denn  da  beide  Rechnungsarten,  wie 
in  $.  1.  angedeutet  und  bereits  auch  anerkannt  ist,  im  einzelnen 
Falle  auf  verschiedene  Resultate  luhren,  können  sie  nicht  zusam- 
men zu  Recht  bestehen.  Soll  nun  die  Mathematik  leisten,  was 
sie  zu  leisten  hat,  so  muss  sie  diese  Streitfrage  zu  Irisen  im  Stande 
sein,  oder  sie  verdient  den  Vorzug  nicht,  der  ihr  bisher  ohne 
Widerspruch  eingeräumt  wurde  und  wornach  sie  keine  Controverse 
auf  ihrem  Gebiete  duldet,  und  kann  sie  diese  Streitfrage  nicht 
lösen,  so  i.if  der  politischen  Arithmetik  jede  sichere  Basis  ent- 
zogen und  sie  kann  auf  den  Namen  einer  Wissenschaft  keinen 
Anspruch  ferner  machen. 

Sieht  man  sich,  um  diese  Frage  zur  Entscheidung  zu  brin- 
gen, nach  den  Gründen  um,  welche  bisher  für  die  Richtigkeit 
der  genannten  Rechnungsarten  geltend  gemacht  wurden,  so  be- 
stehen sie  hauptsächlich  in  folgenden: 

a.     Für    die  Rechnung  mit   einfachen  Zinsen 
(Hnffmann'sche  Methode). 
1)  Das  römische  Recht    gestattet   den   anatocismus   nicht. 
Es  kann   also   eine  Methode,    welche  Zinse  von  Zinsen  in  Rech- 
nung bringt,  keine  Anwendung  linden.     Die  Leibnitz'sche  Me- 
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tbode  rechnet  Zins  von  Zins,  die  Hoffmann'scbe  nicht.    Daher 
kann  erstere  nicht,  sondern  nur  die  letztere  angewendet  werden. 

2)  Die  Rechnung  mit  einfacl^en  Zinsen  entspricht'  besser  den 
Verhfiltnissen  des  prakjtischen  Lebens  als  die  Zinszins-Rechnung. 
Die  letztere  setzt  voraus,  dass  die  Zinszahlung  richtig  auf  den 
Verfalltag  erfolge  und  'dass  die  Zinsen  sogleich  wieder  nutzbrin- 
gend angelegt  werden.  Ersteres  wird  nicht  immer  eintreten  und 
letzteres  wird  nicht  immer  und  namentlich  bei  kleinen  Summen 
nicht  geschehen  kOnnen. 

3)  De?  Gläubiger  wird:  durch  die  Zins;2ins- Rechnung  (Leifo- 
nitz'sche  Methode)  beeinträchtigt.  Der  Nutzen,  welchen  ein 
Kapital  durch  Zinseszinsen  abwirft,  wird  grosser  angenommen, 
als  bei  aller  Sorgfalt  und  Thätigkeit  des  Gläubigers  erreicht  wer- 
den kann.  Der  Werth'  der  Forderung  wird  also  geringer,  als  die 
Benutzung  in  der  Wirklichkeit  zulässt,  angeschlagen.  Der  Gläu- 
biger kommt  dadurch  in  Schaden;  durch  die  Berechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen  nicht. 

N  b.     Für  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen 

(Leibnitz'sche  Methode). 

1)  Wird  ein  nach  Ablauf  einer  Zeitfrist  fälliges  Kapital  schon 
jetzt  an  den  Gläubiger,  gezahlt,  so  kann  von  ihm  verlangt  werden, 
dass  er  dasselbe  möglichst  sorgfaltig  behandle,  die  Zinsen  der 
Zwischenzeit  nicht  geniesse,  sondern  sie  zinstragend  zum  Kapi- 
tale schlage  und  das  Kapital  nebst  Zinsen  als  für  die  Zwischen- 
zeit nicht  für  ihn  existirend  betrachte,  wie  diess  auch  wirklich 
stattgefunden  hätte,  wenn  es  erst  nach  Umlauf  der  Nutzniessungs- 
zeit  an  ihn  ausgezahlt  worden  wäre.  Recht  und  BHIigkeit  ver- 
langt, dass  er  die  jeweils  fälligen  Zinse  nicht  müssig  liegen  lasse. 
Hieraus  folgt  nun :  . 

2)  das9  der  unter  No.  1,  a.  gemachte  Votwurf  des  Anatocis- 
mus  nicht  gegründet  ist.  Zinse  nämlich,  die  von  einem  Kapi- 
tale eingegangen  sind,  können  als  ein  Kapital  betrachtet  werden, 
und  werden  in  der  Wirklichkeit  auch  so  betrachtet.  Sie  können 
also,  wie  es  auch  geschieht,  als  zinstragend  angelegt  werden. 
Der  Einwurf  des  Anatocismus  trifft  daher  nicht  zu,  wie  denn  auch 
die  meisten  Rechtslehrer  und  manche  Gesetzgebungen  keinen 
Anatocismus  darin  erblicken. 

3)  Demnach  wideHegt  sich  auch  der  Vorwurf  No.  3,  a.  wegen 
Beeinträchtigung  des  Gläubigers. 

Es  ist  nun  nicht  zu»  verkennen,  dass  die  hier  zusammenge- 
stellten Gründe  für  und  wider  von  Zufälligkeiten  hergeholt  sind, 
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■od  sich  nicht  aof  Hie  Sache  als  solche,  sondern  auf  Aeut^eer- 
lichkeiten  heziehen,  als  da  eind:  vempStetes  Eiiii;«ben  der  ßilli- 
gen  Zinsen,  Möglichkeit,  dieselben  H<igleicb  wieder  ku  hfriut^en, 
DisponibililSt  eines  Cieldmarkts,  Sorgfalt  in  BenntKung  d«r  empl'an 
genen  Summen,  Thntißkeit  und  Fleiss  des  Empfängers,  Slipula- 
tinneD  Ite^limmler  (besetze,  besondere  Ri'icksichtnahnie  auf  den 
Vortheil  des  (iläubigers  und  Betonung  desselben  (No.  3,  a),  wSh- 
reiid  doch  der  Schuldner  oder  Niitzniesser  die  gleiche  Rücksicht 
verdient,  da  die  Benutzung  der  ihm  im  Laufe  der  Zeit  zurallenden 
Zinsen  noch  viel  schwieriger  wird,  «eil  sie  immer  nur  ein  kleiner 
Theil  des  Kapitals  sind,  v.s.v,.  Zudem  Ist  der  so  oH  und  stark 
betonte  Einwurf  wegen  «verspäteten  Eingehens  der  Zinse  der 
schwächste,  da  dieaem  Umstände  dnrch  ZnrGckscbiobung  der 
Zahlung  auf  eine  etwas  spätere  Zeit,  etwa  ein  viertel  oder  halbes 
Jahr  nach  der  Verfallzeit,  ganz  leicht  begegnet  werden  kann,  wie 
auch  einzelne  Gesetzgebungen  thun. 

Nach  innern  Gründen ,  die  meines  Erachtens  nur  aus  der 
Mathematik  unter  Zugrundelegung  allgemein  anerkannter  That' 
Sachen  hergeholt  werden  niiisse^n,  bat  man  sich,  wie  aus  dem 
Gesagten  hervorgeht,  nicht  umgesehen,  denn  weder  Leibnitz, 
noch  ein  anderer  nach  ihm  hat  den  schuldigen  Beweis  gelierert, 
daes  die  Rechnung  mit  Zinsesziiiäen  zu  einem  richtigen  Resul- 
tate und  die  mit  einlachen  Zinsen  zu  einem  unrichtigen  führe,  eben  so 
wenig,  als  umgekehrt  Hoffmann  und  seine  Nachfolger  bisher 
nachgewiesen  haben,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  zu 
dem  richtigen  und  die  mit  Zinseszinsen  zu  einem  unrichtigen  Re- 
sultate führe. 

Ich  habe  nun  in  meiner  Anleitung  $§.  28—30.  S.  SG.  u.  ff.  das 
Verhältnisfi  zwischen  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  und 
derjenigen  mit  Zinsesziusen  festzustellen  gesudht,  und  glaube  für 
ein  unbefannenes  Urtheil  dort  den  Beweis  geliefert  zu  haben,  dass 
beidß  Rechnungsarten  immer  auf  verschiedene  Resnltate  führen, 
wenn  die  Zeit,  worin  die  Kapitalien  fallig  sind,  sich  auf  mehr 
als  ein  Jahr  erstreckt,  und  dass  dann  nur  die  Rechnung  mit  Ziii' 
seszinsen  auf  ein  richtiges  und  die  mit  einfachen  Zinsen  auf  ein 
iinricbtiges  Resultat  führe. 

Da  mit  dieser  Untersuchung  die  Streitfrage  liber  die  richtige 
Berechnung  des  Interusuriums  auf  das  Genaueste  zusammenhängt, 
so  habe  ich  die  dort  entwickelten  Sätze  in  dem  4.  Kapitel  meiner 
Anleitung  @.  44.  u.  ff.  hierauf  angewendet,  so  dass  ich  wohl  an- 
nehmen darf,  dass,  wer  Algebra  versteht  und  vorurtheilsfrei  an 
die  Beantwortung  dieser  Frage  gebt,  diesen  lange  dauernden  Streit 
ich  ertirlert  und  entschieden  halten  wird. 
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Endlich  findet  eich  im  Archiv  für  civiiistiBche  Prszii 
Bd.  XXIX.  Hft.  1.  S.  34—111.  eine  von  mir  besunders  für  Juristen: 
gesrhriebeDG  Ahliandlung  über  das  luteruKurium  abgedruckt,  tvo* 
rin  ausführlich  die  nämlichen  Sätze  angewendet  und  durch  rer- 
schiedene  Beispiele  verdeutlicht  sind.  Zugleich  hübe  ich  dort,  da 
hauptsächlich  der  Einwurf  des  AnatncisniuR  von  den  Vertheidi- 
gern  der  einfachen  Ziusreclinung  stark  betont  wird,  eine  neue« 
ausschliesslich  auf  der  Rechnung  mit  einfaclien  Zinsen  beruhendB 
Methode  angegeben,  die  zu  dem  nämlichen  Resultate,  wie  die 
Rechnung  mit  Zinseszinsen  (ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  beider 
Methoden)  tührt,  und  die  auch  später  hier  in  aller  Strenge  vot- 
getragen  werden  wird,  so  dass  zwei  unter  sich  ganz  verschiedens,, 
auf  das  gleiche  Resultat  führende  Methnden  der  Boffmann'scheD 
Methode  gegenüber  stehen  und  gemeinschaftlich  ihre  Unrichtigkeit 
bezeugen,  und  will  nun  über  den  Erfolg  meiner  Bemühung  berichten. 
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rüber  in  seinem  Werke:    „Die 


eng. 


esetzten  Zin 


efntgt:  „Wie  vom  Standpunkte 
(fer  reinen  Theorie  der  aus  innern  Gründen  geschöpfte  strenge 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Leihnttz'schen  Methode  (Rech- 
nung mit  Zinseszinsen)  geführt  werden  kann,  darüber  sehe  man 
Oettinger,  „Anleitung  zu  finanz.,  polit.  u.  juridischen 
Rechnungen",  §5-28-31.  und  §§.48-49." 

Ritter  äussert  sich  in  seiner  „Anleitung  zur  AufiDsung,  | 
Entwicklung  und  Berechnung  der  wichtigsten  Aufga- 
ben, Formeln  und  Tabellen  der  einfachen  und  zusam- 
mengesetzten Zins-  und  Zeitrenten-Rechnung,  Stutt- 
gart 1846"  übereinstimmend  mit  obigen  Angaben  Über  die  in  den 
hierher  gehürigen  Schriften  herrschende  grosse  Unsicherheit,  Will- 
kühr  und  Inkonsequenz  mit  folgenden  Worten  im  Vorwort;  „Nicht 
selten  verwirft  der  eine  Autor  die  Voraussetzungen  und  Ansichten 
des  andern.  So  sagt  z.B.  Clausberg  (in  seiner  „Demonstra- 
tiven Rechnenkunst"),  dass  es  nicht  den  Aritbmeticis,  son- 
dern den  Rechtsgelehrten,  obliege  zu  entscheiden,  in  welchen  Fäl- 
len man  einfache  oder  zusammengesetzte  Zinsen  rechnen  soll; 
indess  Oettinger  in  seiner  Anleitung  von  der  Ansicht  ausgeht, 
es  können  hierüber  nur  arithmetische  Gründe  entscheiden.  Ich 
selbst  halte  mich  bei  der  Aufstellung  und  Nachweisung  arithme- 
tischer Sätze  gleichfalls  an  innere  Gründe,  welche  allein  der  Cal- 
cul  an  die  Hand  geben  kann,  habe  aber  durch  einen  langjährigen 
Verkehr  mit  Finanzmännern  und  andern  Geschäftsleuten  die  feste 
Ueberzeugung  gewonnen,  dass  in  jedem  vorkommenden  Falle  eine 
vorher  getroffene  Uebereinkunft  zwischen  dem  Gläubiger  uiul  Schuld- 
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ner,  und  ih  Ermangelung  einer  solchen  der  herktimtn liehe  Gebrauch 
oder  das  Gesetz  entscheide,  oh  einfache  oder  zusammengesetzte 
Zinse  gerechnet  werden  müssen.  Aus  diesem  Grunde  beschrniiicte 
ich  mich  auih  in  dieser  Schrift  darauf,  überall  zu  zei^^en,  wie 
man  rechnen  müsse,  wenn  einfache  oder  zusammengesetzte  Zin- 
sen vorausgesetzt  nerden.'' 

Ritter  tritt  im  Wesentlichen  der  Ansicht  Clausberg's  und 
Brupe's  hei.  Slellf  man  aber  die  innern  Gründe  als  ersten  Grund- 
satz auf,  so  ISsst  sich  damit  sehr  schwer  das  Reknrriren  auf  das 
Urtheil  der  Finanzmänner  oder  anderer  Geflchjinsleute,  also  auf 
eine  fremde  Autorität  vereinigen,  und  der  Nachsatz  bebt  den  Vor- 
dersatz auf  Gibt  man  sogar  zu,  dasa  im  concreten  Falle  die  Ent- 
scheidung der  Uebereinkunft  zwischen  Gläubiger  und  Schuldner 
überlassen  werden  müsse,  da  Zwang  nicht  anwendbar  ist,  so  liegt 
doch  die  Pflicht  vor,  jeden  Interessenten  darüber  zu  verständigen, 
welche  Metliode  die  richtige  ist  und  welche  dem  einen  oder  an- 
dern von  ihnen  Schaden  bringt.  Diess  alles  aber  kann  nur  durch 
eine  klare  Schlussfolgerung  der  Mathematik  geschehen. 

Was  nun  die  im  Archiv  ffir  civilisliscb  e  Praxis  von  mir 
erschienene  Abhandlung  betrifft,  so  findet  sich  in  dem  Lehr- 
buche der  Pandecten  von  Dr.  Ludw.  Arndts,  München 
1852,  p.  332.  §.220.  hierüber  Folgendes:  „Die  mathematische  Rich- 
tigkeit ihres  Ergebnisses  (der  Leibnttz'schen  Methode)  ist  neu- 
erdings nachgewiesen  von  Oetliogerim  civil.  Archiv  XXIX,,  2, 
welcher  zugleich  eine  im  Resultat  übereinstimmende  neue  Methode 
angibt,  wornach  gleichmässig  jene  beiden  Grilssen  (lür  den  Schuld- 
ner und  GISul)iger}  ermittelt  werden." 

Ueber  die  Hoffmann'sche  Methode  Gndet  sich  ebendaselbst 
Folgendes:  „Diese  Berechnung  wird  gleichwohl  noch  von  man- 
chen als  die  juristisch  richtige  angesehen,  z.  B.  von  Schrader 
Abth.11,2;  P.Zachariae,  Ueber  die  richtige  Berechnung 
des  Inferusuriums  nach  Grundsätzen  des  Rechts, 
Greifswald  1831;  v.  Vaugerow  III.  S.  180-188.  Diess  kann 
aber  als  Regel  nicht  zugegeben  werden." 

Aach  V.  Vangerow  räumt  in  seinem  Lehrbuch  der  Pan- 
decten,6.Aufl.,  aBd.,g.587.,  S.\m.  unter  einiger  Modification 
der  oben  angeführten  Ansicht  ein,  „dass  nur  nach  der  Leib- 
nitz'schen  Methode  der  wahre  Werth  einer  später  fallig  werden- 
den Forderung  In  mathematisch  genauer  Weise  festgestellt  wird 
und  namentlich  nur  durch  ihre  Anwendung  eine  wahrhaft  gleich- 
heilliche  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  stattfinde, 
vergl.  besonders  Oettinger  a.  a.  O.  S.  85.",  macht  auf  die  neue. 
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von  mit  an^gebene,  im  Resultate  mit  der  Leibnitz'schen  Qber- 
eiiistimmende  Berechoungsarf  aiifmerkiiam,  glaubt  aber  doch,  dass 
den  Verhältnissen  des  praktischen  Lebens,  durch  die  eine  ganz 
strenge  l)ur(.-hführilng  ihrer  Arirorderungen  nicht  müglich  int,  Rück- 
sicht zu  tragen  sei  und  Huhlägt  vor  „keine  der  beiden  Berechnungs- 
arten  rein  zur  Antvendung  zu  bringen,  sondern  eine  den  cnncreteii 
Verhällnisscn    des    einzelnen    Falles    entsprechende    Combination 

Wie  soll  aber  das   richtige  Bindegüeii    ztvisi'hen   einer  richti- 
gen und  unrichtigen  Rechnungsart  gefunden  werden  If    so  kann  niwi~ 
mit  Recht  l'nigen.   "Wäre  es  nicht  sacbgemüsser,  die  richtige  Recl|*^H 
nungsnrt  festzuhalten  und  an   sie  diejenigen  Alodilikaliunen   anzn*^| 
knüpren,    die  sich  mit  ihr  in  Rücksicht   auf  Billigkeitsgrüiide  ve|f^| 
binden  lassen?  <^| 

WährcDil  nun  die    genannten  Scbrifteteller  die  Rechnung  nd^H 
Zinseszinsen  alt  die   richtige    Hncrkennen,    tritt  Dr.  Keil  in  «^'A 
ner  Schrilt:    „Das    Interusurium    oder    die    richtige  Be- 
stimninng    der    Forderun  gsive  rthe   zu    andern,    als    den 
Verrallfizeiten,    Jena  1.S54"    ganz    entschieden    geeen    die   in 
meiner    Abhandlung    liber   das   interusurium    gegebenen  Nachwei^l 
sungen  in  die  Schranken,  '^H 

Er  gilit  zwar  S.  89.  seiner  Schrift  zu,  dass  die  Rechnung  n^fl 
Zinseszinsen  „die  genägendste  Losung  des  Intenisuritims  bildet", 
bemerkt  jedoch,  dass  „die  »ohl  mehrseitig  z.  E.  von  Ur.  Oet- 
tinger  in  der  angerührten  Abhandlung  daraus  hergeleitete  Fol- 
gerung, dass  sie  darum  auch  überall  als  die  richtige  unterlegt 
n-erden  müsse,  schon  an  sich  und  insbesondere  aus  den  $§.  3 — 9, 
bereits  angeführten  Gründen  (in  der  Schrifl  des  Dr.  Keil)  irrig"  sei. 

Ich  künnte  mich  begnügen,  einfach  diese  Aeusserung  anzu- 
führen, denn  diese  Worte,  in  andere  übergetragen,  kiinnen  wohl 
nar  folgenden  Sinn  hüben;  Es  ist  zwar  richtig,  dnss  2  mal  3  ^4 
ist.  Soll  aber  dieser  Satz  überall  als  richtig  angen-ehdet  wer- 
den, SU  ist  das  ein  völliger  Irrfbum.  Soll  ferner  dieser  ^tz  nach 
den  von  l>r  Keil  gegebenen  Erörterungen  bewiesen  werden,  so  "" 
dürfte  diees  nach  S.  !*3.  und  94.  seiner  Schrift  keine  besondere 
Schwierigkeit  hnben.  Hat  man  nänilich  eine  Kugel  von  'i  Fuss  Cubih- 
inhalt  und  wünscht  Jemand  eine  Kugel  von  2  mal  2  =i  Cubikfus» 
Inhalt  zu  erhallen,  so  wird  diegs  Verlangen  nicht  durchführbar 
«ein,  denn  es  wird  einem  ArbeittT,  auch  dem  geschicktesten,  kaaifi 
gelingen,  mit  der  vollen  Prücisinn  eine  Kugel  von  genau  4  Cubik*.' 
fuss  Inhalt  zu  verfertigen.     Q.  e.  d. 

Ich  sehe  mich  aber  veranlasst,  mich  gegen  einen  andern  ii 
von   Dr.  Keil   gemachten  Vorivurf  zu   verwahren.     S.  94.  seioec  | 
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Schrift  Tanden  sieb  folgende  Stellen:  „Allerdin>!s  sind  für  die 
irrige,  obwohl  durch  ihren  ansprechenden  Inhalt  im  Voraus  fflr 
8lch  einnehmende  Ansicht,  „„dass  bei  Diskonlirnn^en  stetx  das 
Guthaben  beider Theile  gleichmässig  berechnet  irerden  müsse"" 
TCrscbiedene.  im  gewählten  Beispiele  verdeutlichte,  zugleich  aber 
auch  anscheinend  allgemein  gütige  Gründe  erdenkbar,  deren  Halt- 
losigkeit vielleicht  nicht  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen  iMf. 
allein  doch  einer  hinlänglich  sorgsamen  Kritik  nicht  zu  entgehen 
vermag",  und  ferner:  „Dr.  Üettinger,  welcher  überhaupt  mei- 
nes Dafürhaltens  sehr  scheinbare,  zeither  wenig  beachtete  Gründe 
für  die  Zinszinsrechnung  geltend  macht,  allein  nicht,  nie  man  in 
mehreren  neueren  Scbrilten  bemerkt  lindet,  ein  gani  neues  System 
aufstellt." 

Ich  bemerke,  dass  es  mir  sehr  ferne  liegt,  in  meinen  Arbei- 
ten mit  „scheinbarejj"  Gründen  und  bestechenden  Ansichten  oder 
Trugschlüssen,  die  nur  die  sorgsame  Kritik  des  Dr.  Keil  aufzu- 
fiiiden  vermag,  vorzugehen.  Das  ist  znnial  in  der  Mathematik, 
auf  deren  Hoden  ich  mich  in  meiner  Beueisführung,  wie  Herr 
Dr.  Keil  wohl  wissen  kann,  bewege,  nicht  möglich.  Gerade 
Arndts  und  Vangerow  haben  die  gleichheitlicbe,  also  rechtlich 
objective  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  von  meiner 
Seite  anerkennend  hervorgehoben,  worin  die  sorgsame  Kritik  des 
Dr.  Keil  einen  trügerisch  einnehmenden  Schein  erblickt  Gegen 
diese  Anschuldigung    glaube  ich  Verwahrung  einlegen   zu  sollen. 

Wenn  aber  Herr  Dr.  Keil  meint,  dass  die  von  mir  (S.  80. 
§.  15.  meiner  Abhandlung)  angegebene  weitere  Methode  (ich  habe 
sie  nicht  „System"  genannt),  den  Werlh  künftig  fälliger  Kapita- 
lien zu  berechnen,  nicht  neu  sei,  «o  ivill  ich  ihm  diese  Meinung 
nicht  nehmen,  da  ich  nicht  weiss,  ir  wie  weit  ihn  seine  Keunt- 
uisse  in  der  Matbemalik  zu  diesem  Urlheil  berechtigen.  Ich  er- 
suche ihn  daher,  den  schuldigen  Beweis  zu  führen,  und  bemerke, 
dass  mir  kein  Werk  bekannt  ist,  worin  diese  Methode  früher  als 
in  meiner  Abhandlung  gelehrt  ist. 

Will  Herr  Dr.  Keil  meine  Beiveisfiihrung  Ober  die  Richtig- 
keit der  Zinszins- Rechnung  widerlegen,  so  ist  der  geeignete  Weg 
fiierzu,  zuerst  dieselbe  in  meiner  Anleitung,  die  er  nur  dem  Titel 
nach  zu  kennen  scheint,  anzusehen  und  dann  auf  algebraischem 
Wege  zu  entkräften,  anstatt  die  so  oft  von  ihren  Gegnern  wie 
derhollen  Gründe  wieder  vorzuliihren,  und  einen  Vermittlungs- 
Vorschlag  zu  machen,  der  mathematisch  eben  so  unrichtig  und 
unhaltbar  ist,  als  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 

Diess  ist  im  Wesentlichen  die  Geschichte  und  der  gegenwär- 
tige Stand  der  oben  angeregten  Frage.     So  lange  nun  nicht  nacb- 
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gewiesen  iet;  welche  von  beiden  Recbmingsarten  ein  ri.cbtige« 
Resultat  liefert«  kann  dieselbe  nicht  entschieden  werden.  Der 
bisher  betretene  Weg,  sie  durch  Aufstellung  Süsserer  Grfihde, 
wozu  auch  die  Gesetze  zu  zählen  sind,  zu  entscheiden^  fQhrt  nicht 
zum  Ziele.  •  Die*Frage  selbst  hat  aber  eine  viel  ff  ichtigere  Bedeu- 
tung, als  die  Entscheidung  über  die  richtige  Berechnung  des  In- 
terusuriuns.  Es  handelt  sich  um  Gewinnung  einer  wissenschaft- 
liehen Grundlage  Yilr  die  politische  Arithmetik.  So  Jamge 
nämlich  der  oben  angedeutete  Beweis  nicht  geführt  ist,  mangelt 
es  diesem  gewiss  sehr  wichtigen  Zweige  der  Mathematik  an  einer 
festen  Grundlage,  und  dieser  kann  nach  meiner  Ansicht  nur  aus 
innem,  dem  Caicul  zu  entnehmenden  Gründen  geführt  werden. 

Von  diesem  Standpunkte  aus  soll  hier  die  angeregte,  ganz 
allgemein  gehaltene  Frage  beantwortet  werden.  Daraus,  dass  in 
der  neuern  und  neuesten  Zeit  in  manchen  Schriften  die  Lehre 
von  den  einfachen 'Zinsen  nicht,  sondern  nur  die  von  den  Zinses- 
ainsen  enthalten  ist,  k&nn  nichts  für  oder  wider  bewiesen  und 
keineswegs  die  Unzulässichkeit  der  Lehre  von  den  einfachen 
Zinsen  gefolgert  werden,  denn  die  Nichtaufnahme  einer  vorhan- 
denen Lehre  in  eine  Schrift  ist  noch  nicht  als  Beweis  för  die  Un- 
richtigkeit hinzunehmen,  eben  so  wenig  wie  die  Aufnahme  beider 
Lehren  als  Beweis  ^i^r  die  Richtigkeit  beider  gelten  kann. 
Vor  allem  aber  kann  aus  dem  Ignoriren  eines  Gegenstands  nichts 
fdr  und  gegen  denselben  gefolgert  werden,  wenn  es  die  Beant- 
wortung einer  Streitfrage  gilt. 

Der  Umstand,  dass  die  vorliegende«  Frage  noch  nicht  zur 
Entscheidung  gekommen  ist,  liegt  nach  meiner  Ansicht  darin, 
dass  ihre  Beantwortung  bis  jetzt  nicht  der  Mathematik,  wohin 
sie  unzweifelhaft  gehurt,  vindicirt,  sondern  in  das  Gebiet  der 
Jurisprudenz,  das  reichhaltige  Feld  der  Controversen,  gescho- 
ben wurde.  Hat  die  Mathematik,  wie  sie  soll,  ihre  Nachweisun- 
gen gegeben,  dann  können  leicht  die  weitern  Gonsequenzen  gezo- 
gen werden,  und  es  ist  dann  S^che  der  Gesetzgebung,'  diese 
Nachweisungen  anzuerkennen  und  nach  ihnen  die  Gesetzgebung 
zu  ordnen,  denn  das  auf  die  socialen  Verhältnisse  anzuwendende 
Recht  darf  doch  nicht  wohl  auf  unrichtiger  Unterlage  ruhen.  Wir 
wenden  uns  nun  zur  Sache. 


§.3. 

Lehrsatz,  Sind  die  Summen  Xi,  L2,  X/3,.... Xn  am  Ende 
von  n  gleichen,  sich  folgenden  Zeitabschnitten  (ge- 
wöhnlich Jahres«*  oder  Halbjahresfristen)  ohne   Zinse 
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fSIHg  und  soll  ihi  gegeiiwär(iger  Wertli  bei  dem  Zins- 
Cuss  p  berechnet  werden,  so  entsteht  ein  richtiges 
Resnitat,  wenn  rfie  einzelnen  Zahlungen  nach  denj 
ZeitverhSUiiiss  mit  Zinses zinsen  rabattirt  iv erden.  Das 
Resüllat  wird  unricblii;  und  zu  sross,  wenn  die  eineei- 
nen Zahiniigen  mit  einlachen  Zinsen  rabattirt  werden. 

Za  b^iTierken  iät,  dass  «der  vorstehende  Lehrsatz,  wie  schon 
oben  gelegentlich  angegeben  wurde,  nur  gilt,  wem  «ich  die  Rfl- 
battirung   auf  mehr  als  den   ersten   Zeitabschnitt  erstreckt,    denn 

%  Rabattirungswertbe  sind  bei  einfachen  Zinsen   und  Zin 

(ii  fBr  den  ersten  Zeitabschnitt  einander  gleich. 
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Setzt  man  nun  der  Kiirze  wegen  j^  — 0,0/j,  wie  diess  auch 
in  meiner  Anleitunggesctiah.und  bezeichnet  den  gegenwartiger  Werth 
sSrnnitlichcr,  kiinftig  lalliger  Summen,  tler  sich  aus  der  Rabattirung 
mit  einlachen  und  Zinseszinsen  »ach  de^Forniel  Nn.  2  und  1,  $.  I. 
ergibt,  durch  R,  so  stellt  sich  der  vorstehende  Lehrsatz  nach  No.  2 
und  No.  1,  §.  I.  auf  folgende  Weise  dar,  wenn  allm&lig  I,  2,  3..../> 
statt  n  gesetzt  wird: 
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Bei  diesem  Beweise  gehen  wir  von  Sülzen  aus,  die  allgemein 
als  roaassgebend  bei  Kapitalzahhingen  im  praktischen  Leben  au. 
erkannt  sind,  nenden  sie  nach  ihrer  Feststellung  auf  obige  Diir- 
stellungen  No.  1)  und  2)  an  und  nntersuchen  den  ErfoTg,  wodurch 
sich  dann  einfach  die  Richtigkeit  des  Lehrs^es  ergehen  wird. 

Bei  Contrahirung  einer  Schuld  treten  zwei  Personen,  GlSuhi- 
ger  und  Schuldner,  in  ein  Vertrags-Verhälttiiss.  Der  Gläubi- 
ger ((hergibt  dem  Schuldner  sta  irgend  einem  Zeitpunkte  eine 
bestimmte  Summe  baar.  Der  Schuldner  verpflichtet  sich,  von 
diesem  Zeitpunkte  an  im  Laufe  der  Zeit  das  empfangene  Geld 
(allmälig  oder  auf  einmal)  nicht  nur  Eurück  zu  zahlen,  sondern 
auch  stets  das  noch  in  Händen  habende  Kapital  zu  verzinsen. 
Sind  alle  vom  Schuldner  über  Kapital-  und  Zins-Zahlung  eilige 
gangenen  Verpflichtungen  erfiJllt,  so  ist  mit  der  letzten  Zahlung 
die  Forderung   des  Gläubigers  befriedigt  und    die  Schuld  getilgt. 
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Ott  TtiStigkeit  des  Gläubigers  beschränkt  sich  in  der  Regel 
Mrf»Iaeo  '^<^''  '^''^  Thäliglceit  des  Schuldners  auf  mehrere, 
4k  Jw  Zeit  nach  eioander  rolgende.  Bei  den  gegenseitigen  Zah- 
K»LT !'"'"""""  ^^^  Schuldners  und  Gläubigers  werden  daher 
Mckt  gleichzeitig  ISIIige  Werthe  mit  einander  Terglichen,  sondern 
ndcbe.  die  in  der  Zeit  aufeinander  Tnlgen  und  die  sufort  auf 
riiien  und  denselben  Zeitjiunkt  bezof^en  werden  müeseq_ 
denn  nur  in  diesem  Falle  kann  vnn  Gleichsetzen  der  WerlhsunjH 
men  die  Rlde  sein.  'S 

Es  handelt  sich  also  hier  nicht  von  wirklich  er  Gleich^ 
heit  der  vom  Gläubiger  erlegten  und  der  vom  Schuldner  im  Laufe 
der  Zeit  zu  erlebenden  Summen,  sondern  nur  von  der  Gleich- 
heit des  Inhaltes  oder  VVerthes  der  gegenseitigeu  Zah- 
lungsleistungen Kivischen  Gläubiger  und  Schuldner,  denn  der 
Schuldner  gibt  im  L^ufe  der  Zeit  eine  ungleich  grössere  Gesiunmt- 
suntme  zurück,  als  er  empfangen  hat. 

Um  nun  die  vorliegende  Aufgabe  bequemer  lösen  zu  künnefjj 
gehen  wir  von  Folgen'lem  aus: 

Es  «erde  eine  Schuld  JST  contrahirt.  Der  Schuldner  verpflicfe« 
tet  sich,  diese  Summe  in  Jahresfristen  und  durch  jährliche  Ver- 
zinsung mit  p  Procent  innerhalb  n  Jahren  so  zu  tilgen,  dafs  er 
der  Reibe  nach  jäbrlich  die  Summen  At,  A.  A^,....An  vom  Ka- 
pital abtrügt  und  au.iserdcm  am  Ende  eines  jeden  Jahres  d^ 
Kapitalrest  verzinst. 

Mit  diesen  Leistungen  hat,  wie  man  sieht,  der  Schuldner  an 
Ende  des  nten  Jahres  seine  Schuld  vollständig  getilgt. 

Der  Tilgungsplan  ist  ganz  allgemein  und  man  kann  unter  il 
alle  gedenkbaren  Tilgungsarten  (gleich heillicbe  Tilgungssummen, 
wachsende,  lallende,  einmalige  oder  allmälige  Kapitalabtragnngen)' 
durch  beliebige  Annahme  der  A  mit  Leichtigkeit  bringen.  Bei 
einer  einmaligen  Tilgungssumme,  wie  es  gewöhnlich  bei  kleinern 
Summen  der  Fall  ist,  sind  alle  vorbeigehenden  Tilgungssnmmen 
gleich  0  und  An  =  K  zu  setzen  u.  s.  w. 

Ermittelt' man  nun  die  Verpllicbtungen,  welche  der  Schuldner 
im  Laufe  der  Zeit  zu  erfüllen  hat,  so  stellen  sie  sich  in  folgen- 
der Weise  fest. 

Am  Ende  des  ersten  Jahres  hat  er  A^  am  Kapital  abzutragen  , 
und  die  Zinse  vom  Gesammtkapital  zu  zahlen.     E»i  ist  daher 

L^=Al^^E.Qfip. 
Am  Ende   des   zweiten  .lahrs   hat    er  A^   und   die  Zinse   des  i 
Ai  verringerten  Kapitals  zu  zahlen.     Diess  beträgt: 
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Z,a=^j  +  (K-J,).0,Op. 

Ende  des  dritten  Jahres  hat  er  A^    und  die  Zinse   van  dem 
Ay  und  A^  verringerten  Kapital  zu  zahlen.     Uiess  beträft: 

Lg  =  .43  +  {K—  A,  —  A^)  0,0;» 

n.  s.  n.  Setzt  man  diese  Sehlussweise  fort,  ro  sind  die  Gesanimt- 
leislungen  des  Schuldners,  wie  sie  sich  im  Laufe  der  Zeit  erge- 
ben, in  folgender  Darstellung  enthalten: 

3)  L  =  L,=At+K.Ofip 

L^  =  A^KK—Ai)0,Op 

Lt  =  Ai  +  (K-A,  —A^-  A^idJQp 


Lr~Ar  +  {K-  At~A^—....  —  Ar-l)Ofip 

L„  =  ^„  4-  (jr-  -i,  -^a- ....  -  ^,_00,0p. 


Das    Gesaj^te    giht  folgende    Grundlagen    und    Anhaltspunkte    für 
die   weitere    EntivicLIuns  des   Calculs : 


K=A,-\-A^\A3-\-....A„, 


.  An  müssen  auf  die  Til- 
[  IcorDraen  ihm  daher 


4)        . 
denn  die  Abtragssummen  A,,  A^,  A^,.. 
gung  des  Kapitels  verwendet  werdeu  un 
gleich. 

5)  Durch  die  in  Ni>.  3)  angegebenen  ,und  im  Laufe 
der  Zeit  allmälig  geleisteten  Kapital-  und  Zins-Zah- 
lungen hat  der  Schuldner  seine  Schuld  vollständig  ge- 
tilgt.    Hieraus  folgt  weiter: 

6)  Die  im  Laufe  der  Zeit  allmfilig  zu  leistenden  und 
in  No.S)  angegebenen  Gesanimtz all lungen  Z/1,  Ljj  L3, .... L„, 
obwohl  der  Summe  nach  grüsser,  sind  ihrem  Inhalte 
oder  ihrem  Wertbe  nach  dem  von  dem  Gläulnger  aus- 
gezahlten {Kapitale  JT  gleich.  Sie  sind,  obwobi  in  Summe 
grösser,  zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger, 
sondern  dem  Inhalte  nach  gerade  so  viel  nerth,  als  das 
gegenwärtig  baar  hinterlegte  Kapital  des  Gläubigers. 

Die  hier  aufgestellten,  in  der  Natur  der  Sacbe  begründeten 
Sätze  sind  wichtig,  denn  sie  bezeichnen  den  Weg,  auf  welchem 
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kfinftig  fsLUige  Sammeo  jL|,  L«,  X39 Ln  mit  einem  gegenwär- 
tig baar  vorrSthigen  Kapitale  dem  Werthe  nac^l  verglichen  oder 
rKbattiii»  d.  h.  auf  ihren  gegenwärtigefi  Werth  znrnck^racht 
werden  Können,  und  bilden  den  Prfifsteln  för  die  Riehtigkeit  aller 
im  Caicul  anzawendeiiden  Rechnungsroetboden.  Dieselben  mfissen 
nämlich  Resultate  geben,  welche  mit  diesen  Sätzen  übereinstim- 
men. Ist  diess 'nicht  der  Fall,  so  ist  es  ^  sicheres  Kennzeichen, 
für  die  'Unrichtigkeit  und  ünzulässigkeit  ^der  angewendeten  Rech- 
nungsmMhode  ^). 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  nun  die  vorliegende  Aufgabe 
darauf  zurückgebracht:  Methoden  anzugeben,  weiche  den  Zah- 
len werth  der  in  No.  3)  angegebenen  Gesatnmtleistungen  auf  die 
Summe  K  zurückzuführen. 

Um  nun  den  verlangten  Beweis  zu  geben,  hat  man  auf  die  unter 
No.  3)  verzeichneten  Gesammtleistungen  zuerst  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen,  dann  die  mit  einfachen  Zinsen  anzuwenden 
und  die  hieraus  folgenden  Resultate  mit  den  in  No.  4)  und  6)  auf- 
gestellten Grundsätzen  zu  vergleichen. 

Man  kann  nun  statt  No.  3)  auch  folgende  Darstellung  wählen, 
welche  die  Durohföhrung  des  Calcnis  erleichtert.  Aus  No»  4)  ist 
nämlich': 

7). 

k 
\ 

Ä"— -  Ax  —  At^  —  2^3  ....  —  Af^x  ^  Ar  +  Ar-\-l  +  Ar-\-2  + ....  Av—1  +  An. 

"      •         \ 

Benutzt  man  nun  diese  Darstellung,  fuhrt  sie  in  No.  3)  ein,  indem 
man  fär  r  allmäli&;  die  Werthe  1,  2,  3,  4....n  setzt>  rabattirt  die 
einzelnen  Jabresfcistungen  nach  der  Formel  2,  §.  1.,  indem'  man 
statt  K  allmälig  die  entsprechenden  Werthe  und  statt  n  ajlfmälig 
1,  2,  3,....  7t  schreibt,  so  erhält  man  durch.  Rechnung  mit  Zin- 
seszinsen folgenden  Ausdruck  für  den  gegenwärtigen  Werth 
sämmtlicher  Zahlungsleistungen:'  .       ,  - 


I 
t 


*)  Die  vorstehenden  Sätze  sind' nach  meiner  Ansicht  so  einfach  und 
klar,  sind^in  allen  hieher  gehörigen  Geschäften  des  praktischen  Lebens 
allenthalben  als  maastgebend  unÜ  feststehend  am  anKweifelhaft  anerkannt, 
dass  man  in  der  That  kaum  einen  Einwurf  gegen  dieselben  erwarten 
sollte.  Dennoch  ist  es  in  einer  Reeension  über  meine  Anleitung  (Got- 
tinger  gel.  Anzeigen  v»  J.  1849.  S.  539.  a. ff.)  geschehen«  Die  dort 
gemachten  Einwendungen  halte  ich  aber  theils  für  unzutreffend,  theils 
unbegründet  ^  so  dass  die  obige  Schlossfolge  durch  sie  nicht  beirrt  wer- 
den kann« 


"«) '  «-= 


IjSp 


ttur  poliiisclten  Hflltmelilt. 


"l,0;j» 


"1.0/)' 


l,Op»-i  ~  1,0/»"- 


1.0;. 

M.  +  -4.  +  J.+  -'l.)0,0p 

1,0p« 

(/1,  +  J 

1.0p' 

l.Op'               '    , 

,U«, 

,  +  A-, +A)0,Op 

.  (J.- 

I.Op-» 

1,0 


"],0p» 


1,0p" 


Werde»  nun  die  Klammern  in  der  vorstehenden  DarätelluDg  avX- 
gelöst  unri  sämmtlictte ,  mit  0,0;)  verbundene  Glieder  nach  dei 
gleichen  Stellenzalilen  der  A  geordnet,    sa  erhält  man: 

"  -  l,0p+  i,Oji>  "■"  l,0;)'+  l,(lp«  +  •■■  I.T^S"— '■''  1 


''  1,0p" 


■  1,0p  +155?  +  1,0p'  +  1,0p« 


■  1.0p"-' +  1,0p" 


A,.0,l)p    A,.0,Op    A,.0,Op    A,-0,Op      A.^i.O.Op    ^„.Q.Op 

*"  1.0p  *  i.Op  +  1.0p  +  1,0p  ^'Twip       i.Op 

A^Ofip    Aj^p^AfOfip      A.-1 0,0p   A.O,Op 
^  LOp"  ''■  1,0p"    '    1,0p'  +■•    1,0p'     ''  1,0p' 

A^ßfip    Atß^      A-i.O,Op  .  X.0,0p 
■*  1,0p«  +  l,Op>  +-■    1,0p"      •"  1,0p" 


,  A.OOp 
I.0»>»  ■ 
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Slinmtliche  Vertikalreihen  dieser  Darstellang,  deren  Glieder  mit 
Q»Op  verbanden  sind,  lassen  sich  nach  der  nachstehenden  Gleichung: 

(§.  27.  No.  1  meiner  Anleitung)  snromiren.  Setetman  zu  dem  Ende 
stah  r  allmfilig  die  WeVthe  1,  2,  Z,'....n,  ao  gebt  obige  Darstel- 
lung in  folgende  Aber: 

*=i:j5;  '•'  1,0p» + i,Qp» + i,o/>*  ■'^  ••••  1.0p»-»  ■•■  lop» 

=  i;^  + 1^«  +  C^p  +  1,0p* +  ■••  1,0p»-»  M. Dp" 

j.><       n»   l-l,Qp-<''-'>  .  ^  nn   »-».Oy-" 
Da  nun  -^lr.O,0/i — mjir — =-^r — xeL^r  *®*'  *^  entsteht  hieraus: 
"-  1,0p  +  1,0p«  +  1,0p»  +  1,0p*  +  •  •  l,Op»-i  +  1,0p» 

-  j,üp  +  1,0p« + 1,0p»  +  Pp*  ^ "'  i,Qp«-»  ^  1,0p 

I 

^l  ^^2  ^S  <^4     •  -^w— 1  -^n 

oder,  da  jß  der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Zahlungsleistun- 
g^n  bei  der  Rabattirung  mit  Zinseszinsen,  mit  ROclcsicht  auf  die 
Bedingungs  •  Gleichung  No.  4)  und  mit  Wegiassung  der  sich  auf- 
hebenden Glieder,  ist: 

9) 

/ 

Diese  Gleichung  sagt  Folgendes  aus. 

10)  Werden  die  Werthe  der  vom  Schuldner  zu   lei- 
stenden Zahlungen  Li,  L^,  L^,,.,.Ln  (No.  3)  auf  die  Ge- 


^p 


der  polilitchfu  AriihmetlH. 
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gennart    zurückgebracht    und    M'ird   bei    der   Reduction  ' 
die  Rechnung  mit  Ziiisesziiisen  angewendet,  so  stimmt 
das  biedurch  entstehende  Resultat  mlit  den  in  No.  4)-Ö) 
aafgeatelllen    Grundsätzen    iiberein   und  gibt  also    den 
richtigen  Werth   Ä  an. 

Hiedurch  ist  der  erste  Theü  des  obigen  Lehrsatzes  bewiesen. 

Um  auch  die  Richtigkeit  des  zweiten  Theils  zu  beweisen,  ist 
nüthig,  die  Gesamnitleistuogen  des  Schuldners  No.  3)  oder  S)  mit 


einfachen   Zin 
Werlhe  ei<^ef(ihrt  v 


rabattiren.     Uiess  gibt,   wenn  die  gebürigeo 
folgende  Uarstellung: 


1 


")  «1=™;      = 


J, 

l,03p 
IMp 


i.-i 


J, 
'ifip 


'l.(Bp 

-i,aip 

"1,04p 


,  (J,^A,^A,-^...AM,Op 
+  Ifip 

,  {A,+A,^A,+...JMI>p 

l,«ip 
.  lA,+A,^A,i^...A.lOfip 

,(A,+  A^  +  ....A.)0,ap 
1,04? 


A-. 


(A.-i  +  A.)0.Op 


l,0(n-l)p~l,0<n-l)y^     l,ll(n-l)p 

-i;-         _^k-  A  0,0p 

l,Onp  ~1.0«p         "*"    l,Onp    ■ 


nieder  Auedruck  läset,  auch  wenn  man  ihn  in  eeine  einzelnen 
Glieder  auflest,  keine  weitere  Keductlcnen .  snudern  nur  eine  andere 
Anordnung  zu.  Es  bleilit  daher  nichte  übrig,  als  ihn  mit  der  Fnr- 
mel  Ne.  8)  zu  vergleichen.  Geschieht  diese,  so  sieht  man,  dass 
nur  die  zwei  ersten  Glieder  in  beiden  Ausdrücken  ühereinelim- 
men,  alle  andern  nicht.  Das  aus  No.  II)  folgende  Ergebnlse  kann 
also  nicht  mit  dem  aus  No.  7)  übereinstimmen,  und  es  lässt  sich 
zeigen,  dass  Nn.  11}  ein  grüsaeres  Ergebniss  liefert  und  liefern 
muss  als  No.  8)  und  9). 

Es  ist  nämlich : 


oder  in   anderer  Form : 
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■»  I  r   •- 


fiira;>l,   und   der  Unterschied  M^ird  .um  so  grösser ,  je  grosser 
;r  ist.*'  Etieräus  folgt  weiter ^dass 

ffir  o;  >  1.    Diess  gibt  nuD  folgeBde  Vergieichungen  aiur  Nb.  11) 
und  8)  an  die  Hand: 


2 


1,02;? —  1,02^»+  1,02/?  ^1,0^«"^  1,0;> 

1^3   _  'ö<8   ' ,  (4 +i44+...; A)0,0;?  ^    A^       {A^^A^^...,An)^fip 


u.  s.  w.,  d.  h.  alld  Glieder  vom  zweiten  an  in  No.  11)  geben  grös- 
sere Wevtbe  als,  die  cerrespondirenden  in  No.  8)  oder  3).  Hieraus 
und  aus  No.  9)  folgt : 

12) 

^h      ■      W      1      ^8      ,  l^n      ^   Xt  L^  X3  Ln 

^-l,Op  "^  Ifijfl  + 1;^""';' -1;^^  ^  1,0p  +  1,02p  "^  l,03p+  "l.Owp 
oder 

W)  ^^  1,0p +l,02p^  1,03p +-l,Onp' 

Diese  Gleichungen  sagen  Folgendes  aus: 

\A)  Wird  der  Wertib  der  von  dem  St^huldner  im  Laufe 
derZeit«  ztt  leistenden  Zahlungen  Z/|,  jL^,  X3,  ....X^  auf 
die  Oegen^wart  -zurückgebracht  und  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  4ingefwendet,  s»  stimmt  diese  Rech- 
nungsart nicht  mit  deninNo.  4)-^6)  aufgestellten  Grund«- 
sStzen  übere-lii,  «ondern  gibt  ein  zu  grosses  und  un- 
richtiges Resultat. 

Der  Gläubiger  käme  bei  dieser  Rechnungsweise  zu  Scha- 
den und  so  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Lehrsatzes   erwiesen. 

'  ' '  *  .  * 

Bei  ^em  hier  angewendeten  Caicul  wurde  die  Rabattirung  mit 
Jahresfristen    zu  Grunde   gelegt.     Diese  Beschränkung  ist  nicht 


»adlig.     Es  Icai 
meii  werden. 
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.uch  die  RahatlJrung  in  Jahre  st  heilen  angenom- 


Häufig  und  liei  Staatsanleihen  gewuhnlich  geschieht  die  Ver- 
zinsung in  Halbjahres  fristen.  In  diesem  Falle  krmnen  die  Kapi- 
talahtragungen  auch  in  Halbjahresfristen  gemacht  «erden  und  dann 
werden  In  Kapitalahlragungen  errorderüch.  Es  ist  dann  nacfanbi- 
gen  Grundsätzen:  "  '"'^ 

15)  K  =  Ai-\-  A^-\-Aa-\'....A-h..  .Utl 

Da  miD    die  Zinse    halbjührtich    gezahlt    werden,    so    kann  man 

^  =  p,    der  Kürze  wegen  schreiben  und   die  Rabattirung  in  Halb- 

jafaresfriHten  diircbTühren.     Hiernach  ergibt  sich  folgende  Darstel- 
lung nach  dem  Vorgange  von  No.  8): 


1,0p," 
1,0p,» 


-l.Oft" 


^At^:At^-A■,....A^.f>f>p, 

1*, 

{A,+  d,+A,....Ai,p,Op, 

l,Opi" 
iAi  +  A^....Ai„)(i,Qpi 
1,0p,- 


l,Op,ä- 
1,0/),"" 


~l,Op,«» 
"l,0/>,"" 


1.0p,' 
1,0p,""  ■ 


l  +  A^f), 


iiet  die  Glieder  dieses  Ausdruel 


eben  angegelieren  Entiriclciuiigsgang  ein,  ord- 
umniirt,  so  ergibt  eich: 


-l,0p,^l,0p,"T;0p, 


■"1,0p," 


+''.»*!4*f-'+^'^Ji^'o.0p.+...o,Op.'-^--!.... 
....  +  A..o,Op,lr-^*^, 

rch  Weglassung  dei  sich  aufbebenden  Glieder  und 
mit  Riicbsicbt  auf  15): 

"   17) 


=  ^.  +  ^.+  -d3  +  ....^l,=  Ä. 
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Stellt  man  nun  diesem  Resultat  die  Rabattirung  mit  eiDfacben 
Zinsen  gegenüber,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  bat,  so  wird 
man  zu  den  gleichen  Sät;zen  wie  in  No.  12)— 14)  geführt.  Hier- 
durch ist  also  die  Richtigkeit  des  oben  aufgestellten  Lehrsatzes 
für  halbjährige  Zahlungsfriste  bewiesen. 

Bei  weitem  der  gewohnlichste  Fall  ist  aber  der,  dass  die 
Zinse  halbjährlich,  die  Kapitalabtragungen  jährlich  gesche- 
hen. In  diesem  Falle  modificiren  sich  die  Darstellung  und  der 
Caicul  in  etwas,  denn  in'  den  Zablungsleistungeit  des  ersten  Halb- 
jahrs eines  jeden  Jahres  sind  bur  die  Zinse  zu  beröcksichtigeo. 
Gs (ergibt  sich  dann  folgende  Zusammenstellung: 

L^        _    Ai        (Ai  -j-A^-j-A^ ....  An)Ofipi 

hOpi*    ""i,Opi*"*"  IM* 


1—    — 


(A^  -f  ^3  +  "*-  An)Ofipi 


-  IM*  + 


iM^    "^iM*^  i,()pi* 


L2»^\      _  An-Qfipi 


X    L^ 


__      An      ^An*0,Opi 


hOpi"^ 

t 
Lost  man  die  Klammern  auf  und  ordnet,  so  erhält  man: 

-n  A         ,       -^        .        -^        .        -^4        .  -^ 

"-ifipi  ■*■  IM"  ^  IM'    W?    ""  IM*" 
-IM'    IM*  ""^  IM*    *Mi"  "•■  ■  "  IM*" 

+(i,4i '  IM«  +  IM*  ■*■  Tfi^r'^' 
+ViM^iM*  +  1;^+  IM*"*"  IM»  "^  iMV  '^' 

•  ■  Ä         *         « 

/ 

+VÄ+i;c^+iM*+i;^"''-iM*^>'''*'^'' 


äer  potUiscben  Arithmetik. 
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SnraiDirt  man 
Reibe' nach: 


I 

I 


4i^fipi~ 


0,0p, 


ilie  emgekbminerten  Reihen,  so  entsteht  der 


<<,0,0p,' 


AnQßp^ 


O.Oft 

i-i,Opr 

0,0p, 


J,0.0)),- 


0,0p, 


'«'     «=njt  +  ui^«+rot.+  u)ii  +  " 


I 


Fahrt  man  nun  die  von  O.Opi  befreiten  Werthe  ein,  so  folgt  durch 
den  Wegfall  der  sich  gleichen  positiven  und  negatiren  Glieder: 

Yß^  "^  YÄp?  "^  Pp,*  "^ ' '■■  1,0p,»- 

und  der  auft^estellte  Lehrsatz  ist  auch  l'iir  balbjährliche  Verzin- 
nung und  jährliche  Kapitulabtragungen  beiviesen,  denn  die  Rabat- 
drung  mit  einfncben  Zinsen  gibt  auch  hiefur,  wie  leicht  zu 
,  emehen,   einen  grljssern  und  unrichtigen  Werth. 

üebrigenH  können,  wie  ich  in  meiner  Anleitung  §.28—30.  be- 
wiesen habe,  die  Zeitfrisle,  worin  die  Zahlungen  ij, ,  Z^,  Jj^,,...L„, 
zu  leisten  sind,  ganz  uillbührlich  angenommen  und  auch  für  sie 
der  Beweis  der  Richtigkeit  geführt  werden.  Ich  verweise  dorthin, 
um  nicht  schon  Ge^npites  zn  wiederholen.  Der  Beweis  i.st  Übri- 
gens hier  auf  eine  andere  Art  ala  dort  geführt. 

Der  obige  Lehrsatz  erweitert  sich  dann  wie  folgt; 

I  '  20)  Werden  beliebige  Kapif alzablungen  i,,  £„.  A,,- 
.—Ln  in  willkiibrlicben  Zeitabschnitten  m,,  ntg,  nig,.... mn 
gemacht  und  soll  ihr  Werth  auf  den  Anfang  des  ersten 
Zeitabschnitts  znrüibgefSlirt  werden,  so  muss  es  un- 
r  folgenden  Bedingungen  geschehen: 

a.  der  Rechnung  müssen  Zinseszinse,  nicht  ein- 
fache Zinse  zu  Grunde  gelegt  werden; 

b.  die  Rabatfirung  muss  in  den  Zeitabschnitten  vor 
sich  gehen,  in  welchen  die  Zahlungen  erfolgen; 

c.  die  Wahl  des  Zinsfusses  und  der  Verzinsnngs- 
art  ist  willkührlich.  Sind  aber  Gründe  vorhan- 
den, woraus  ein  bestimmter  Zinsfuss  oder  eine 
bestimmte  Verzinsungaart  erschlossen  oder  an- 
genommen werden  kann,  so  i^.!  die  Wahl  beider 
nicht  willkQhrlich,  sondern  es  muss  der  Rabat- 
tirung    der    nSmIiche  ^Zinsfuss    (conforme   Zins- 


I 
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i  ■'  • .  •  :  i  ■      I  • 

fuas   [(l,©/?)*"  — 1],    oder  der  relative       Ca^,    nttcb 

,  .den  Jabresabsch.nitten  r)  und  die  qämliche  Ver- 
.^insungftatt  zu  Grande    gelegt   werden,   welche 

sich  aus  den  vorliegenden  Umständen  ergeben. 

•  \ 

»        '       §.  4. 
ZweiterBeweis. 

Obgleich  in  §.  3.  der  oben  ausgesprochene  Lehrsatz  vollstän- 
dig begründet  Ist,  so  gehe  ich  hier  doch  noch  einen  zweiten  Be- 
weis fär  seine  Richtigkeit,  einerseits  wegen  seiner  Bedeutung  in 
der  politischen  Arithmetik ^  andererseits  desshalb,  weil  die  ihn 
bedingend?. G^nndlage  nicht,  auf  der  Rechnung  mit  Zinses- 
zin 6 en,: sondern  auf  der  mit  einfachen  .Zinsen,  respective  der 
Trenpung  der  Zins^  von  .den  Kapitalzahlungen  beruht,  die  nur  die 
Rabattirung  für  d^n  ersten  Zeitabschnitt,  also  einen  Grundsatz  in 
Anspruch  nimmt,  der  allgemein,  von  den  Vertheidigern  der  Leib- 
nltz'schen,  so  wie  der  Hoffmann'schen  Methode  unzweifelhaft 
anerkannt  ist,  und  der  dadurch  an  Gewicht  gewinnt,  weil  er  auf 
das  gleiche  Resultat  wie  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  föhrt 
und  daher  wie  diese  -den  Ergebnissen  der  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  entgegen  tritt. 

Zugleich  findet  hierdurch  die  oben  ausgesprochene  Behaup- 
tung ihre  Bestätigung,  dass  die  richtige  Auflösung  eines  und 
desselben  Problems  zu  einem  und  demselben  Resul- 
tate föhren  muss,  wenn  auch  die  zur  Auflösung  dienenden  Metho- 
den ganz  verschieden  sind. 

Um  den  Beweis  zu  vereinfachen  stellen  wir  die  Aufgabe  wie  folgt 

Innerhalb  n  Jahren  Werden  je  am  Ende  der  Jahre  die  Sum- 
men Li,  X^,  Lt^i,,.,Ln  gezahlt.  Wie  gross  ist  das  Kapital  AT, 
welches  durch  diese  Summen  bei  dem  Zinsfuss  p  abgetragen  wurde  ? 

Es  werden  auch  hier  die  oben  unter  No.  4—^  §.  3.  aufgestell- 
ten SätzjB  vorausgesetzt. 

Untersucht  man  hiernach  die  genannten  Summen,  so  ergibt 
sidi  wie  dort  leicht,  dass  die  Zahlung  eibes  jeden  beliebigen  Jah- 
res einerseits  aus  einer  vorerst  noch  unbekannten,  aber  bestimm- 
ten Tilgungssumme  und  andererseits  aus  ^en  Zinsen  des 
Kapitalrestes,  oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Zinsen  der 
Tilgungssumme  dieses  Jahres  und  denen  aller  nachfolgenden  Jahre 
besteht. 


m^ 


der  poUUschm  AiU/tm&tik. 


Bezeichnet  man  r 
nen  und  forersl  noch 


ibekanntcn  Tilgi 


Jahreszahlungen  entbalte- 
igfigummen  durch  Ai,  A^ 


\ 
\ 


A3,  A^,....An,  Bo  erhält  man  folgende  Gleichungen: 

L3     =A,\  {A3  +  ^4+^5 ....  A„)(y,Qp, 
L^    =A^  +  {A^  +  ^6  +  ^n ....  An)  OSip , 


Ln    =A„-\-An.0,Op. 

Uiess  sind  w  GleichuiigcD  niil  n 
A3,  ....Ab  und  man  hat  nun  dies< 
Summe  gibt  das  gebuchte  Kapital  und  r 

2)  K=Ai+Ai+As  + 

Vm   die    unbekannten   Grössen  zu  ( 
fötgl 


ibekannten  Grössen  Ai,  A'^, 
rossen  zu  bestimmen.  Ihre 
d  man  erhält  nie  oben: 


inde 


TJnbekannte  hat,  bestln 
ten  über,  bestimmen  dii 
bestimmen  diese  und  s 
den  eini 


i,    verfahren 
lg  aus,    die   n 


der  letzten  Gleichung  aus,  die  nur  eine 
nen  sie;  gehen  Van  dieser  zur  zweitletz- 
le  ;  gehen  von  dieser  zur  drittletzten  über, 
fort,  bis  alte  einzelnen  Grussen  gcfun- 
ifache  Unistelluns  aus 


lindet  dann   durch 
L„=  A„  V  A„.(i,Op^A„.\,Qp: 

Ln 


A„  = 


i.O,0p  ^  A„.Qßp=  A^.-i 
_£,- 1-^n.O.Op 


1,0p +  A.  0,0p: 


L«_j  =  A„-t  +  A„-^.0,Op  +  (A„-i  +  A„)0,Op 
=A„j.,.i,Qp  +  {An~i+A„)O,0p: 

^  L„-a-(^„-i  + A)O.Qp 

"~^  ^  1,0p 

u.  8.  w.  Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  bemerkt  man  bald  ein 
einfacliea  Fortgangsgesetz, 'n-elches  zu  folgender  Zusammenstellung 
führt: 
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3)   A    = 


l.Qp 


1       ■ 

Am-l = j^  [Lm-1  —  Am  •  0,0p] , 
An^=  J^  [£— t-  (^«-1  +  A)0,Op] , 

I 


Am-h=  Y^^Lm~tl~{Au-h^l-{-Am-h^-\-—An-\  ■\-Anj^fip], 


Ai    =jj^[Li-(At  +  At  +  At  +  ,...An)Ofip]. 

Man  erkenDt  aus  dieser  Darstellung^  dass  zur  Auffindung  sSmmt- 
licher  Kapiuilabtragungen  nur  die  Rabattiruog  für  das  erste  Jahr 
erfordert  wird* 

Geschehen  die  Zahlungsleistungen  sammt  Verzinsung  halb- 
jfihrlich»  so  bleibt  der  schon  gezeigte  Entwicklungsgang  in  Kraft. 
Die  Zahl  der  Unbekannten  verdoppelt  sich  flQr  n  Jahre.  Bezeich- 
net man  den  Halbjahreszins  wie  früher  durch  ipzizpi,  so  erhält 
man  folgende  Gleichungen: 

4)  Li      =:Ai  +  (Ai+A^'l-As+....Ag,n)0,Opiy 

L2      =A^  +  iA^  +  A^  +  A4,+....A^)0fipiy 
L9      =A9  +  {A^  +  A^  +  Ati'i^....A2n)0fipi, 


L^^t=^A2n'^l  +  (^2fi-l  4  A2n)0fipi , 

unter  der  Bedingung»  dass 

5)  K=!iAi  +  A^ir  As  -VAn, .'.  >^A^ 

ist.    Die  einzelnen  Kapitalabtragungen  bestimmen  sich  durch  fol- 
gende Gleichungen: 


rfer  pnllihc/ifji  Arlifiineillt. 
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ß)  ^... 

■1„- 

'  =  Wi^''^-'~'*'*"*'J 

' 

.fe_ 

>= j;^  lt..-.-(^s.-i  +  .4..)0,0f ,  1 

> 

'1, 

■ "  nL  [^-'  -  '''=—"  +  ''■'-'  ^  ■^•"'  "■"''1 J 

»= JJ- [i!.-i-(-4».-«n+^».-H<  -^«.)l'.0;'ij 

=1;^''^  "''***''•  ^'^^^  ■■  ■'■'•'"■"''■l 

m 

In  de» 

vorstehenden  Darstellungen  sind  alle  sedenkharen  Fälle 

enthalten. 

anch  die,  wenn  in  einzelnen  ZeitfrUten  keine  Kap 

ital-  - 

n    vorkommen  sollten.     Sie   fallen  dann    aus  und 

man 

Will  man  nun  nach  dieser  Methode  einzelne  Fälle  berecfanen, 
80  bat  dies8  keine  Schwierigkeit.  Man  wird  lioilen,  dass  die  aus- 
ihnen  fo|o;enden  Resullate  genau  mit  den  in  §.  3.  aufgestellten  Sätzen 
übereinslimmen.     Späterhin  werden  wir  hieran!'  zurückkommen. 

Die  in  No.  3)  und  6)  angegebene  Rechnungsart  ist  eine  zurück- 
laufende, denn  man  niuss  von  der  AuHindung  einer  unbekannten 
Grösse  zu  der  folgenden  übergehen  und  desshalb  in  der  Ausfüh- 
ning  etwas  mühevoll  und  umstand  lieb.  Sie  lässt  sich  aber  durch 
Substitution  frSberer  Werthe  in  eine  unabhängige  verwandeln.  . 

Hierzu  bedarf  man  folgender  neduclionaformel  ■■  t 

-     -,        jtf     .      iW     .      iW     .       ^    _  „1.0;)-^-1.0|p-^ 
f  ''- I.0p'+»"'"l,0p^+«"''l.(|p'+''+-],(^»""         0,0p 

wenn  t/"^  p  ist. 

Setzt  man  nun  za  dem  Ende  de«  Werth  för  A„  in  No.  3)  aua 
der  ersten  Gleichung  in  die  zweite,   oo  entütebt: 


8) 


"l.Op^^'"         l.pp    '~l,fl 


Eb«n  80  erbSH  man  durch  Sub-xtitution  ^ 
dritte : 

Theil  XXXVI. 
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.       _    1    rr  X.»-i.O,0^  .  ^0,0^«     //«.O.fljp, 

NuD  ist  nach  No.  7) :  ' , 

1.0p*  =^»o.Op» ö;c^ =-|;^ JT^«- ' 

also : 

-  l    rr  Zn>i.O,0!p.  Ln.Ofip     Ln.Ofip     Ln.Ofip^ 


oa< 


er 


.Durch  Substitation  von  Anr-^,  An^-i*  An  aus  No.  9)»  8)  und  3)  in 
die  vierte  GleicbuDg  entsteht: 

Ln^i.Qfip     Ln.O,Op^ , 
Ifip      ^    1,V 

"  hOp  J- 

Werden  nun  die  Glieder  der   letzten  Vertikalreihe  nach  No.  7) 
bebftudelty  so  Ist: 

LnOfip      /m  0,Qp^     Ln.OyOj^_     Ln.O,Op 
"^     1,0p  ^    1,0p«     +     1,0p»    -        l,Op 

•+JL„.0,Op«. p^^^^       -= iß^'  +  '-ijS^ Yj5pf 

_     I(».0,Op 
-"■    l,Op»   • 

Ebenso  ist  wie  vorhin  für  die  Glieder  der  vorletzten  Vertikalreibe : 

Ln^l.Oftp       Ln^lAOp^  Ln^l.Ofip 

.^  ^    Iflp      +       Iflp^      "~         l,Op« 
Hierdurch  entsteht,  wenn  eingeführt  und  mit  |-g-  multiplicirt  wird : 

A        _-^«--8       Ln'-2.0fip       Xn-1.0,0p       Ln-Ofip 
lü)  ^«-8—  lOp""        l,0p«        ""        l,0p8        "■      l,0p4    • 

Ferner  wird  durch  Substitution  aus  10),  9),  8): 


[Ln-t 
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I.a-a.Q,t)p    Lh^b.O.Qp'    L„-i.O,Upa    La.Ü.Oy  s' 
i.Op"  '''       TÖ^^'     ^       J^Öpä    ""^     i,Op*      * 


1.0;) 


L,-0,Qp« 


Di«  l'-tüte  Veitikalreihe  gibt  nach  Nn.  7): 


l,Up 


t,.O.Qp 


+  i^.o.t 


Küöp-» 


+L».0,Qp^ 

Die  Suir 
angegebi 


,I.Op-i-I.Qp-*_ 
0,Up  ^ 
der  Vdrhergehi 


I.0pä^i,0p*y 


"l,0;(. 


1,0p    ^    1,0p  \Üp^~       1,0p* 


I  Verlikalreihcn  sind  ücLoii  oben 
Demnach  erhält  man: 
11) 
t„_,_  L„-a.O,Op  _  £,~a.0.Op  _  £,_i  .O.Qp     -Ln-OiPp 
1,0p  1.0p»  1,0p*  "  l.Op"  "         l,0ps  " 

Die  Vergleichung  von  No.  8)  — II)  zeigt,  dass  der  Calcul  einen 
festen  Gang  gewinnt,  woraus  sich  das  Portgaii!;R^esetz  leicht  er- 
kennen lässt.     Es  ergibt  sich  daher  zur  Gestinmiung    sämratlicher 


-),-.= 


Unbekannten  folgende  Zusammenstellung: 
12) 
h^       0,0/»  Lt     O.OpLa     Q,±pLi 

~  \.«p     \f>ifl     i.Op'      ifip'  ■■■ 
~  hOp     Xßp^      i.O/j»  ■•■ 

_  L^     O.0pLt 

~  Mip       ISIp'  ■• 

—  £; 


^i 


OfipLa-i  0,OpL, 

1,0/»"-»  ~   1,0p- 

»■Op^Ti-i  O.OpU 

Ißpx-i  1,0p"-' 

0,OpX«-i  O.OpjU 

1,0p— >  1,0p—» 

Q,Opi,B-i  0.0p£, 

1,0p—'  1,0p—'  ■ 


An       = 


O.0pL,^t 
'fip' 
L.-t 
I,Op 


_0,Opi^_i  0,QpL„ 

l,Öp"  1,0p« 

OfipL„-t  0,Opfc, 

1,0p»  Wp" 

L,-i  0,OpZ„ 

1,0;>  1,0p» 

1.0p 
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Zählt  man  nun  sSmintliche  VertikalreilieD  ib  Mo.  12)  nach  dem  in 
No.  7)  angegebenen  Gesetze  Bnsammen,  so  ergibt  sich  als  Suni- 
nienwerth  sämmtlicher  Unbekannten  oder  als  gegen viärtiger  W^rth 
aller  Zahlongsleistutigen  (A)  Folgendes: 

12)  Ä  =  2l,  +^a  +  ^s  +  ^4+    ••  +  ^n 

-  f75p    ^'"^  •  ^       0,0p  -  1,0p     1,0p  +  Tfir 


'"-«       nn      T         l,Op~*  —  1  .Op-***       Ln-i       Lu-i',    Ln-i 


Ln- 

1 


^4       ftA   r  1.0/»-i-1.0p-*  L^         L.     ,    L 


—  OfipLt nTür--"—  =f7u.  —  rjc  + 


'4 


LOp      "•"'"'*  ^^  -  1.0p  ~  1.0p  '^  TJ^* 

1,0p  -^'"P^»  0,0p  —1,0p  "i;^  +  l.Qp» 

i,Op  -"'^^       0,0p  -  1.0p  ~  1,0p  +  Tft^ 

I 

I.Op  ""      ^  1,0p 

Durch .  den  Wegfall  derselben  positiven  und  negativen  Glieder  und 
in  Rücksicht  auf  No.  12)  ist  der  gegenwärtige  Werth  sfimmtlicher 
Zahlungsleistungen: 

13)  Ä=^, +Ja  +  ^3  +  ^4+       +^ii=A^ 

—  ^^     J.      ^       ■       ^       1.      ^4      ,  ^n 

-  1,0p  + 1;^  +  i,op»  +  i,Qp* + •••  i;^ 

Diess  ist  ein  zweiter^  auf  apderer  Basis  ruhender  Beweis"  des 
oben  aufgestellten  Lehrsatzes.  No.  13)  föllt  mit  No.  9)>  §.  3.  zu- 
samnfien. 

Behandelt  man  nun  auf  ganz  gleiche  Weise  die  Darstellung 
No.  6),  so  wird  inan  zu  folgendem  Resultate  geführt: 

14)  .  ß=:^i+^a  +  ^3+..  .^«n=Är 

~  l,0!pr  ^  l,Opi*  ^  ^Opi»  ^  l,0pi4  +      •  1,0p, 2» 

» 

was  mit  No.  19) ,  §•  3.  übereinstimmt. 


I 


der  polilixcheii  Arilhmelik. 
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Dte  hier,  me  im  ersten  Beiveme,  gemachten  Schlüsse  gehen 

van  der  Voraussetzung  aux,  dasa  jedo  der  Summen  Li ,  JLg,  Lg , 

...,Ln  eine  Tili>uiigssumnie  uml  die  Zinse  vom  Schuldrest  enthalt, 
ulso  grüHser  Ist,  als  die  Zinne  des  Schuldrestes.  Diese  Beächrän- 
l.uiig  ist  aber  nicht  nüthig.  Die  einzelne  Summe  kann  auch  btüss 
die  Zinse  des  Schuldresfes  oder  auch  iveniger  enthalten.  Im 
ersten  Falle  ergibt  sich  keine  Tilgung,  oder  das  zugehörige  ^  geht 
in  0  über.  Im  zweiten  Falle  entsteht  ein  negativer  ^Ve^th.  Uie' 
ser^uss,  Trenn  man  No.  3)  des  zf^eiten  Ben'eiees  anwendet,  als 
Guthaben  des  Gläubigers  betrachtet,  ihm  gut  geschrieben  und  in 
seinem  Interesse  behandelt  irerden.  Im  Caicul  sind  aber,  da  er 
allgemein  ist,  diese  Falle  schon  vorgesehen.  Welcher  Methode 
man  sich  nun  bedienen  mag,  immer  wird  man  das  gleiche  Resul- 
.tat  linden. 


■",  §-5. 

Meue'Methode,   den  gegenwärtigen  Werth  bünTtig  Täl- 
llger    Summen    durch    Rechnung   mit    einlachen  Zinsen 
zu    bestimmen. 

Die  Darstellung  No.  3)  und  6),  g.  i.  gibt  eine  neue  Methode, 
den  Werth  künftiger  Kapitalzahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück- 
zuführen, und  zwar,  wie  man  sieht,  durch  einfache  Zinsrech- 
nung, also  mit  Ausschlu8«i  der  Zinszin^^recbnung,  deren  Anwen- 
dung so  vielen  Ansfoss  und  Widerspruch  erregt  hat.  Sie  besieht 
in  Folgendem,  wie  sich  vorerst  aus  No.  3)  erfjiht. 

1)  Man  rabattirc  die  Kapilalzahlung  des  letzten  Jahrs,  mit  der 
man  zu  beginnen  hat,  mit  einjährigen  Zinsen.  Der  hiedurch 
erhaltene  Betrag  ist  die  Tilgungssumme  des  letzten  Jahres  A^. 
denn  die  letzte  Zabltinssleislung  enthält  die  letzte  Tilgungssumme 
und  deren  Zins.     Mnn  bemerke  diese  Summe. 

'2)  Hierauf  berechne  man  den  Jahreszio^  der  letzten  Tilgungs- 
summe An.Oflp.  ziehe  ihn  von  der  Zahluni;  des  zweitletzten  Jfah- 
res  Xiit-i  ab  (denn  in  dieser  sind  die  Zinse  der  zwei  letzten 
Jahre  enthalten)  und  rahatlire  nun  den  liest  mit  den  Jahreszinsen. 
Dieas  gibt  die  Tilgungssnuune  des  zweitletzten  Jahrs  An-i  Man 
bemerke  diese  Summe. 

3)  Hierauf  berechne  man  den  Jahresiins  der  zwei  letzten  Til- 
gungssumnien  {A„—i  -|  An)0,i}p,  ziehe  ihn  von  der  Zahlung  des 
drittletzten  Jahres  Ln-\i  ab  (denn  in  die^iT  sind  die  Zinse  der 
drei  letzten  Jahre  enthalten)  und  rahatlire  d^inii  den  Rest  ndt  den 
Jahreszinsen.  Diess  gibt  die  Tilgungssumme  des  drittletzten  Jah- 
res An—-i-     Man  bemerke  diese  Summe. 
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Fährt  man  auf  diese  Wei^e  fort  iTach'  VorBehrift  von  No.  3) 
und  berechnet  allmhlig  säromtlicb'e  Tilguogssummen ,  «o  bat  man 
den  gesuchten  Kapitalwertb  No.  2),§.  4.«  und  zwar  d^rcb  ein- 
fache Zinerecbnung.  '  ' 

Die  in  dieni  Vorhergehenden  vorgetragenen  Sätze  sollen  nun 
an  einem  Beispiel  verdeutlicht  werden. 

Die  Su^nimen   1500,    1450,   1400,   1350,   1250,    1200,    LL50, 
1100,  1050  »\\\^    derselbe  nach  am  Ende  der  zehn. /ol- 
genden Jahre  fällig.    Wie  grossi  ist   ihr  gegenwärtiger 
.Werth  bei  5  Procent  Zinsen? 

ENe  Antwort  hierauf  ist  sehr  einfach,  denn  man  sieht  leicht, 
dass  die  angegebenen  Gummen  nichts  anderes  sind,  als  die  Heim* 
Zahlung  eines  Kapitals  von  10000  (und  deswegen  ist« auch  die  Auf- 
gabe in  dieser  einfachen  Form  gewählt),  wenn  jährlich  1000  vom 
Kapital  abgetragen,  und  ausserdem  die  Zinse  vom  8chuldrest  zu 
5  Proc.  gezahlt  werden.  Mao  weiss,  auf  welches  Resultat  die 
anzuwendende  Metho(Je  führen  muss,  und  .diess  gibt  ein  Merk- 
mal fOr  ihre  Richtigkeit. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zur  Bestim- 
mung des  gegenwärtigen  Werthes  obiger  Summen  an,  so  erhält 
man  nach  No.  9),  §.  3.,  indem  man  p  =  ä,  n=],  2,  3,....  10  und 
fdr  die  Li,  Lt^,  L^ JLio  die  entsprechenden  Werthe  setzt: 

_15qO      1450       1400      J1350      IMO      1250      1^ 
^^  1,05  +  1,05«  +  p53  ^  1,05*  ^  1,05»  +  p5«  +  1,05^^ 

1150      1100       1050 
;•*  1,05«  +  pS«  "'' T;05iö       r 

=z  1500.0,95238095  +  1450.0,9070295  +  1400.0,8638376 

-f  1350.0,8227025  +  1300.0,7835262  +  1250.0,7462154 

+  1200.0,7106183  +  1150.0,6768394  +  1100.0,6446089 

'  +  1050.0,6139133 

^  =1428,5714285 

1315,1927931 

:;     1209,3726386 

1110,6483412 

1018,5840158 

932,7692462 

852,8176960 

778,3652663 

709,0698076 

644,6089167 
9999,999999 


^^^^^^V  iler  pgliUscAifii  Arillimetik. 

^^^Mimhädh  ist 

Wr  K=:  9999,99999....  =  10000.      . 

Die  Hecbimng  mit  einfachen  ZlnHen  ^ibt  dagegen, 
eiitsprechenden  Werthe  einführt: 


1,05  ^1,10^,15^1,20^1.25^1,30^1,35^1,40^1,43^1,50 


=  1428,571428571 
131S,18ISI8I81 
1217,391304347 
1125,000000000 
1040,000000000 
961,3^4615384 


821,428571428 

758,620689655 

700,000000000 

10259~467  316454 


«  =  10259,467316454...., 

und  folglich  mehr  als  der  wahre  Werth  beträgt. 

Behandell  man  die  vorstehende  Anfgal>e  nach  der  in  diesem 
Paragraphen  angegebenen  Methode,  so  erhält  man  aus  der  letz- 
ten Jahreszahlung  die  Tilgungssumtne  nach  ISo.  3),  $.  4.: 

L,„_I050 
"l,0p~l.05" 

Der  Zins  hievon  tteträgt  1000.0,05=:50.     Die  Tilgungssumme  dec 
neunten  Jahrs  berechnet  sieb  nach  dem  Abzug  dieses  Zinsbetrags  so 

Der  Zins  der   beiden   letzten  Zahlungen   beträgt  2000.0,(^=109. 
'Es  ist  daher  ;  -* 

Ebenso  erhält  man 


I   I 
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j  •    rr       /^  .  ^  .  ^    ^n«  1      1200-3000.0,05    tOSO     ..^ 

^  i   rr      /if  .  >•    .      ^    NAA  1     1250—4000.0,05-1050     ,,^ 

*    rr      /^   .  ^   -      ^    x/.^  n    1300—5000.0,05    1050.    .^^^ 


1 


^4  ■—  f^[^4~('^ö+-^6+*"'^Io)ö»9pl— "^ {~Q5 


1350-6000.0,05    1050 


1,05 


^,  = 


1400-7000.0,05    1050 


1,05 


1,05 


1000, 


1000, 


3  =  i;QJ^[^3-(^4+^6+--4lo)0,0j»]  = 

h  =  i;öji[^a--(^8+^4+ >-^io)o>Qpj='  "^  Ta^  ' -^=r^=iooo. 


1 450-8000. 0,05_1 05p 

1,05 


1,05 


A          ^    rw      ^A   .  4   .     ^    NAA  1     1500-9000.0,05    1050    ,,^ 
^1  =  (;j^[^i"-(^42+^^3+- .^io)0,Op]  = 1;ö5~      "^I^ÖS"^^^^' 


I    *  • 


Jede  Jahreszahlung  gibt  die  Tilgungssumme  1000,  wie  es  die 
Anlage  der  vorgelegten  Aufgabe  verlangt.  Folglich  ist  der  Werth 
des  abgetragenen  Kapitals 

«  =  10000.  -      . 

.  Die  hier  mit^etheilte  Methode  führt  also  auf  einem  ganz  an- 
dern Wege,  als  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen,  zu  demsielben 
Resultat  wie  jene.  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  da- 
gegen eines  andern  und  grössern  gegenwärtigen  I^apitalwerth  für 
die  nämlichen  Summen.  Letzteres  ist'  offenbar  falsch  und 
steht  im  Widerspruch  mit  dem  durch  zwei  andere  Methoden  gleich- 
massig  aufgefundenen  Resultate. 

Man  kann  auch  die  Richtigli^it  des  iH'§.  3.  aufgestellten  Lehr- 
satzes an  den  Jbeiden  aufgefundenen  Zahlenwerthen  selbst  nach-  ' 
weisen^  wenn  man  von  dem  Guthaben  des  Gläubigers  ausgeht, 
den  Stand  desselben  Jahr  für  Jahr  verfolgt,  die  Zahlungsleistun- 
gen des  Schuldners  in  Rechnung  bringt  und  so  den  Stand  der 
Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres^-  an  welchem  sie  offenbar 
getilgt  ist,  feststellt. 

Hiemach  ergibt  sich  für  die  durch  Zinszinsrechnung  und  die 
durch  die  in  diesem  Paragraphen  mitgetheilte  Methode  aufgefun- 
dene Summe  folgende  Rechnung  bei  5  Proc.  Zins : 


rf«r  poliliscnen  Miihmell/t.  ^  22B 

Der  GISubifter  (;iht  gegeowärtig 10000 

Hiezu  komiiien  die  Zinse  Aea  ersten  Jahres .      50ft 

10500 
Der  Schuldner  nahll  am  Ende  des  ersten  Jahres   .    .    .    .    .    1500 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres 0000 

Hiezu   die   Zins«  des  ztveiten  Jahre« 450 

9450 
L>er  äcbuldaer  zahlt  am  Ende  des  zweiten  Jahres    ....    1450 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ztveiteii  Jahres 8000 

Hiezu  die  Zinse   des  dritten  Jahren ■      400 

H400 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ah .     1400 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres    ....    .    .    7000 

Hiezu  die  Zinse  des  vierten  Jahres 350 

7350 

Hieven  die  Zahlung  des  Schuldners  al> .    1350 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres   ....    .    .    ÖOOO  ' 

Hiezu  die  Zinse  des  fünften  Jahres .    .    .      300 

^ÖÖ 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ah .    1300 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  tVinften  Jahres 5000 

Hiezu  die  Zinse  des  sechsten  Jahres     250 

5^ 

Hievim  die  Zahlung  des  Schuldners  al» .    1-250 

Stand  der  Schuld  am   Ende   des  sechsten  Jahres   ....    4000 
Hiezu  die  Zinse  des  siebenten  Jahres 200 

45ÖO 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .    .    1200 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  .    .    .    ~.    3000 
Hiezu   die  Zinse  des  achten  Jahres 150 

315Ö 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab 1150 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres    ....    .    .    2000 

Hit^rzu  die  Zinse  des  neunten  Jahres      100 

^2100 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab tlOO 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des   Neunten  Jahres    .    .    .    .    .    1000 
Hiezu  die  Zinse   des  zehnten   Jahres 50 

1050 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .    1050 

Stand  der  Schuld  ^ini  Ende  des  zehnten  Jahres 0000 

Man  sieht,  duss  hiernach  die  Forderung  des  (iläubigers  durch 
die  Zahlungen  des  Schuldners  vollMtäudig  befriedigt  ist. 


1 
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Für  den  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  avCgefan- 
denen  Werth  ergibt  sich  folgende  Prüfling: 


1 1 


■    Der  Gläubiger  gibt  ^gegenwärtig  .  , 10259,4673 

Biezu  Zins  des  ersten  Jahres 512,^734 

1077234407 

Bievon  die  Zahlung  des  Schuldners   ab '    ^>f2? 

Stand  der. Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres..   .   .   .    9272,4407 

H'iesu  Zins  des  zweiten  Jahres 403,0220 

9736,0627 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab »    1450 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres    .   .    .    8286,0627 

Hie2u  Zins  des  dritten  Jahres ^414,3031 

""87003658 

HieTon  Zahlung  des  Schuldners  ab '    11^.,  ^^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  de«  dritten  Jalhres  .    .   .   .    7300,3658 
Hiezu  Zins  des  vierten  Jahres .     365,0183 

7665,3841 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab -    1350 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres  ....    6315,3841 
Hiezu  ZJins  des  fünften  Jahres 316,7692 

66314533 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab ^^ 

Stand  der  Schuld  aip  Ende  des  fünften  Jahres  .    .   .   .    5331,1533 
lliezu  Zins  *des  sechsten  Jahres .   .     266,5577 

5597,7110 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab    .   / -    1250 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres  .    .   .    4347,7110. 
Hiezu  Zins  des  siebenten  Jahres    .   .   .  '. 217,3856 

4565,0966 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab -    l^QO 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  .    .   .    3365,0966 
Hiezu  Zins  des  achten  Jahres .      t68»2548 

3533,3514 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab -    l}^^  ^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres   .   .   .    .    2383,3514 
Hittan  Zins  de«  neunten  Jahres :   .   .   .   .   .      1 19,1676 

2502,5190 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ah •    l^QQ 

Stand  det  Schqld  am  Ende  de«  nennten  Jahres    .   .    .    1402,5190 
Hleau  Zins  des  zehnten  Jahres 70,1260 

1472,6450 

Hievon  Zabtng  de»  Schuldner»  ab 

Stand  der  Schuld  am  Ende  de»  zehnten  Jahre»  ....     4! 


1050 


L^Tiff^fl 


iler  putUischen  Mithmetlk. 
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Hieroach  erfüll  »ich  noch  eiD  Schiildrest  von  42'i,04S,  wel- 
chen iler  G1äuhii;er  zu  fordern  hat  Der  Schuldner  hat  Häher  im 
Laufe  der  Zeit  zu  wenig  gezahlt  oder  der  Gl.'tubiger  hat  mehr 
gezahlt,  als  er  zahlen  eollte.  Es  tritt  ilie  Unrichti»l(eit  der  Recb- 
Duni:  mit  eiiil'ijchen  Zinsen  ganz  klar  hervor  und  bestätigt  hiedurch 
die  Hichtigkeit  des  oben  aulgestelllen  Lehrsatzes  und  zugleich  der 
in  diesem  Pnriigraphen  mitgelheilten  üechnurigsnietbode.  so  wie 
der  Rechnung  mit  Zintieszinsen.  Wären  ilerarti|;e,  allerdingci  etwas 
zeitraahende  Unlersuctiuiigen  angestellt  worden,  so  wäre  man  schon 
längst  über  die  otten  angeregte  Streitfrage   in»  Klare  gekommen. 


§■  6- 

LektMaU  Wird  von  einer  Person  v*  (GJäuhiger) 
eine  Summe  K  an  eine  andere  B  (Schuldner)  zur  Be- 
ntitxang  gegeben,  werden  von  der  letztern  die  liegen* 
Zahlungen 

t,,  i/|,  Ij3,....Ln,  Lt-i-i,  Z'H^a-l- .-../., 

am  Ende  yon  q  auf  einander  folgenden  Zeitabschnit- 
ten ^Jahresfristen  gewöhnlich)  gemacht,  und  soll  der 
Stand  der  gegenseitigen  Forderungen  nach  n  Jahren 
(also  in  der  Zubunfl)  ermittelt  werden,  so  erhält  man 
ein  richtiges  Rexullat,  wenn  man  mit  ZinsesKtnaen, 
und  ein  unrichtiges,  zu  kleines  Resultat,  wenn  man  mit 
einfachen  Zinsen  rechnet 


B  r  s  t  e 


Be 


Die  Beneistühnnig  ruht  ganz  auf  den  in  $.  3.  aufgestellten 
Grundsätzen.  Es  handelt  sich  hier  tvie  dort  um  -Forderung  und 
Gegenleistungen,  um  Abgabe  eines  Kapitals  vom  Glaubiger  und 
um  künftige  Gegenleistungen  des  Schuldners,  l^etztere  müssen 
hier  wie  dort  aus  Kapilalabtragungen  und  den  jeweils  lalligen 
Zinsen  des  Schuldrestes  besteben.  Scheidet  man  auch  hier  beide 
und  nennt  die  entsprechenden  Kagiitalabtragungen  der  Reihe  nach 

^1,  A^,  A3 A„,  An+i.  A,^.-i,....A^.  deren  Gros» 

big  ist,    und  die  so  gar  niebt  gekannt  zu   sein    brai 

sich  nicht  um   ihre  Ermiltelung   handelt,    so  treten 

gleichen    Bedingungen   wie    froher    auf  und   es   mus 

eben    genannten    Bestimmung    die   Summe    sämmtlicber    Kapital- 

abtragungen  dorn  dargeliehenen  Kapital  gleich  kommen. 


ganz  belie- 
ben ,  da  es 
ich  hier  die 
ausser   der 


\ 
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Hiernach  läsist  sich  die  vorliegende  Aufgabe  in  folgender,  die 
Aufld^uiig  erleichternder  Weise  darstellen. 

Ein  Kapital  K  wird  von  A  (dem  Gläubiger)  zu  p  Prpcent  aus* 
geliehen  und  in  g,  Jahren  so  von  B  (dem  Schuldner)  getilgt,  dass 
der  Reihe  nach  die  Summen 

•^1»  -^a»  -^8»    A^9  "»^Anp  .dlfft^-l.»   An^if**'»  Aq    , 

je  am  Ende  des  Jahres  vom  Kapitale  abgetragen  und  ausserdem 
die  fölligen  Zinse  vom  Schuldetest  gezahlt  werden. 

Welches  ist  der  Stand  der  l^chuld  nach  n  Jahren,  wenn 

a.  mit  Zinseszinsen, 

b.  mit  einfachen  Zinsen 
gerechnet  wird? 

Man  hat  hieraus  Im  Einklang  mit  §.  3.  Folgendes. 
Die  Grosse  der  Schuld  ist: 


1) 


Ä=3  Ai  +  A^  +  A^  +  ....  An  +  An-^l  +  -«i»4-*  "t*  ••••  ^9' 


Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  aus  No.  1); 

2)      jS  =  A  —  Ai  ^-  /i2  T"  ""3  •  •  •  • "~"  An  =  An-\-l  "T  An-\-2  t  ••••  Aq. 

Ferner  gelten  nach  dem  Gesagten  (vergl.  hiemit  Nö.  3),  §.  3.)  fol- 
getide  Gleichungen: 

3)  Li=zAi+K.Ofip 

Ls=Aj,  +  {K^Ai^A^O,Op 

Ln=^An+  (K'—Ai'^A^ — Aq — ....  An'-\)OSip 

t 

Rechnet  man  nun  mit  Zinseszinsen,   so  beträgt  das  Gui;haben 
des  Gläubigers  nach  n  Jahren : 


4) 


i^=«.i,v 


Die  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  welche  sämmtlich  erst 
am  Ende  der  in  die  Zahlungsperiode  fallenden  Jahre  fällig  werden, 
haben  nach  n  Jkbren  folgenden  Werth : 
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■    5) 

G  ^  t,  .i,(i/.''-j= j, .  1,0/1"-'  +  Ä.aop.i.o/»»-' 

ts.I,0/)"-»=^8l'"p''~H(Ä'— ^1—^2)0,0/?.  l.Op"-:' 

U-x\fSp  =^„-,i.l.Op  +(Ar— ^,— /Ja— .■,-^'.-s)O.Qp-'.*>P 

/-n  =  -4„  +  (Ä—  ^1  —  ^a- ....-  ^„-a-  ^„_i)0,Op 

Durch  Aiii'liifinng  (1er  Ausdrücke  nufdpr  rechten  Spüp  erhält  man: 

C=I,.1.0p-' +  1,.  1,0?"-'+ I.,.l,tlp"-'...  +1,-1. 1.Op+l.'"r 
=^, .  l,Op"-M  ff.O,Op.  1,0/3"-' 

+  /ia . I,0p''-a  +  A:.0.0pl,0p"-3-/*,.0,0p  I,Op— "-/^s-O.Op. I,0p"~» 


+  J.-i.l.Op  +*r.O,0;..I,0 
^A„  +Ä.O.Op 


-yj,. 0,0p. 1,0p  — Ja.O,0p.l,0p 

...— A-i.ftOp.l.Op 
-^,.0,0p  — ^.0,0p 

....  — ^„_2.0,0p— ;<„_l.0,0p. 


Die  AundTücke  derselben  Vertikalreihe  anf  Her  rechten  Seite  » 
1  der  zweiten  an  lassen  sich  auf  Tnlgende  Weise  suromiren ; 

I  ».l,0p'  +  JH.l,0;)'+'  +  ».l,0y'+»+  ...iW.l,0p' 

_       l,0p<+>-1.0p' 

-"■      ö;op 

Geschieht  diess,  so  erhäit  man  aus  No.  6),  wenn  man  statt  (  u 
r  die  entsprechenden  Werthe  setzt; 


G=i,.l,0) 
=  ^1 .  l,Of 


■i  +  I,.l,0( 
■■|-4j.l,0, 


»  +  i,.l,Op»-«-  ...Z.._,.l,Op+t. 
2f^B.l,0p"-»+  ..'i"-i.l,Pp  +  -4.. 


+  K.O,üp.^„—  -J,.0,(( 


0,0p 
-A,j.O,0 


l),0/> 


0,0p 


0,0p 


Wp-l 
'     0,0p    ■ 
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oder  wenn  gehurig  maltiplicirt  und  fedacirt  wird : 

-f^li  +A^  +^3  +^n-«  +A-1. 

Da  nun   die  gleichen  positiven   und  negativen  Glieder  wegfallen 
80  entsteht/ für  den  Werth  der  Zahlungsleistungen -des  Schuldner« 
haeh  n  Jahren  : 

=  fr.  1,0;?»  —  *+  ^i  +  2I3  +  ^3  +  ....  '^«-1  +  An 


In  No.  4)  ist  das  Guthaben  des  Gläubigers  und  in  No.  8)  der 
Werth  der  Zahlungsleistungen  des  Schuldners  auf  das  Ende  des 
^nten  Jahres  angegeben.  Werden  diese  mit  einander  verglichen, 
so  ergibt  sich  aus  ihrem  Unterschied  der  Stand  der  Schuld  auf 
diesen  Zeitpunkt.^    Dieser  ergibt  sich  sofort  aus  No.  4)  und  No.  8): 

S= F-  G = «r .  1,0p"  -  (£, .  1  ,Op»-i + Lj .  l,Op«-»+....L„_i.  I.Op+L«) 

oder 

,      .  9)  - 

I  ... 

==Ä  —  Ai""  A^  —  2I3  —  2I4....-— ^n^=-«n+l  T -«n+a  + '4«-|-3  +  ....  An, 

1 

Werden  die  Zahlungsleistungen  vom  Schuldner  halbjährlich 
gemacht,  und  geschieht  die  Verzinsung  auch  halbjährlich  lpz=p^^ 
so  ändert  diess  in  der  Anlage  und  dem  Entwicklungsgänge  nichts. 
Es  entsteht  dann  die  doppelte  Zahl  der  Zahlungs  -  Leistungen 
Li9  L^f  L^f>.li2n9  L^+i, .,.,  L^q  ttnd  die  doppelte  Zahl  der 
Kapitalabtragungen  2I1 ,  A^f  A^,..„A^n»  ^2n4-i».—  ^29>  ^"^  ^^"  hat: 

10)  K=zAi-}r  A^-^  A^.,.,A^n  +  A^^i,,,A^q 
und 

11)  S=iK — Ai'—A2^A^..*.  —  An::=A^  +  A^^i-{-.,„A2g' 
Es  gelten  dann  folgende  Gleichungen: 


L-r 


fisr  piilllhchen    \iUlimeHli. 

•■  12)       i,   =y<, +  «.0,0)), 

i,  =^s  +  (*-4)0,0p, 

;  _,,iä  =j, +  (K-j,— .j,)o,o/i, 

•'   L,  =^4  +  (Ä  —  J,— Ja— -43)0  0;», 


I 


I«-  =  -42«  +  ( K  -  .4i  —  .^a  —  -^3  —  -  'Ito-,  )OÄ;vi 
Das  (lutbaben  des  Gläubigers  Ist  dano  nach  n  Jahrt-tj: 

13)  ^'=Ä.l,0/>,''"; 

(ti«  Zahluiigttteistangeti  des  Schuldnern    haben  nach  »  .lahi 
-genden  Werth : 

14)  G  = 
X(.l,ppi»^»  =  ^,.l.l 


-i  +  /i.o,0/;,.i,y/>,*''-' 


I 


Z*.  =^an  +(Ar— ^,— Jj-vlg....  — ^i._,)0,Op, 

Werden  nun  die  Glieder  dieser  Darc<tellun^  p;ebüri^  geordnet,  die 
zueammengehüri^en  Verlilcalreihen  nach  No.  7)  suinmirt,  iverden 
dann  die  weiter  nöthigen  Rediicliotien  gemacht,  sn  ergibt  sich  für 
den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  »ten  Jahres: 


15) 


=  K—Ä^  —  A^—Ä^....- 

was  mit  9)  ühereinstimmt. 

Die  in  No.  9)  und  No.  13)  gefundenen  Resultate  stimmen  mit 
den  oben  aufgestellten  Prämissen  No.  2)  itnd  Noj  II)  überein,  und 
somit  ist  der  erste  Theil  des  obigen  Lehrsatzes  bewiesen. 

Rechnet  man,  um  auch  den  zweiten  Theil  zu  beweisen,  mit 
einfachen  Zinsen  und  schreibt  der  Kürze  und  Bequemlichkeit 
wegen  ^fyp=^r^=^f>  so  beträgt  das  Guthaben  des  Gläubigers 
Dach  n  Jahren: 


I 
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Die  Zahlungsleistungen  de^  Schuldners  haben  bei  einfachen  Zin- 
sen nach  No.  3)  folgenden  Werth  ^ach  n  Jahren,  wenn  die  ent- 
sprechenden Werthe  eingeführt  werden:  ^ 

17)   G,=£,(l+(n-l)r)=/<,tH(«-l)r)+Ä.r(l+(n-l)f). 

La(H-(n-2)r)=^j(I+(n-2)r)+(if-^,)i<l-K«-2)r), 
I*(l  +(n-3)r)=^8(l  -K«'-3)r)+(Ä:-^,-4j)r(H-(«-3)r), 


I 


L„_i(H-r)=A-i(l+r)+(Jf-^,-^-^8--4"-2MHr), 

/ 

Durch  Auflösung  der  Klammern  auf  d^r  rechten  Seite  entsteht : 

G,  =1-1(1  +  (n-l)r)+£a(l+(n-2)r)+Iii(l+(n-3)r)...L,_i(l  +r)+i„ 
'=^i(l+(«-l)r)+^,(l+(n-2)r)+^,(l+(»i-3)r)...Ä_i(l+r)+^„ 

'    +J&(l+n— l)r) 

+  Knil  +  (n— 2)r) — ^ir(l  +  (n— 2)r) 

+  *>(!  +  («— 3)r)  -  i^if  (1  +  (n— 3)r)  -24fir(l  +  (w--.3)r) 

+  Ar  (1  +  (n-4)r)-^i  r(l +(n-4)r)-^ar(l  +(n-4)r)-^3r(l+(n-4)r) 

+  Kr  — AiT  —  i^a**     .      —  -^8*' .  •  •  •  —  An^^r — ^«-ir. 

Die  Vertikalreihen  auf  der  rechten  Seite  lassen  ^ich  nach  der 
Formel  ,  * 

M.a  +  M{a-^iC)  füf  (a+2rf) . . .  /Jlf  (a  +  (:^  -  l)rf) 

V  =  Max  +  ilf .     \  Q-^  d 

fiummiren,  wenn  man  a  =  r,  d^=r,  und  statt  iftf  i)nd  ^  die  ent- 
sprechenden  Werthe  setzt.  Hierdurch  erhält  man,  wenn  man  die, 
Glieder  der\ersten  Horizontalreihe  trennt : 


f 
I 


der  pod/lschev  Arllhmetik. 
^■lft=ii,(I+(M-l)r)+/^(l+{»-2)r)+Z.3(l+(n-3)r)  +  ....L„-i(l+r)+L„ 

,, +'*i(n '-')»■  + A("—2)r+^j(w  —  3)r....A-i.r 


(„_|)(„-0) 


Da  nun  die  gleichen  positiven  und  negativen  Glieder  aus  dieser 
Gleichnng  wegfallen,   so  folgt  hieraos; 

18)     6',  =  L.(l+C«-l)r)  +  ta{IHn-2)»-)....i«-i(I+r)  +  L„ 

^,=  ^,  +  iia  +'  A^  + ....  ^„ 

Vergleicht  man  nnn  das  Gnthaben  des  Gläubigers  No.  16)  mit 
dem  H'eithe  sämmtlicherZahlnngeii  des  Schuldners  No.  18).  so  ist  bei 
einrachen  Zinsen  der  Stand  der  Schnid  am  Ende  des  nten  Jahres: 

i'j) 

S,  =  F,-C,  =  ii:(I +..!•)- [i,,(i+(n-i)>-)  +  t,(i  +  («-ä)'-) 

.  .  +  1.-1(1 +r)t''.l 
=  i(l+nr)— (/I, +  /IJ  +  .1, +  ..  .^.)-^>ir-«5^Jr» 


I 


oder  wenn  auch  hier  die  gleichen    positiven  und    negativ« 
der  weggelassen  werden : 


\ 
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20)      Si=z^-Ai-A^—At—A^.:..—An—K 


n{n-V) 


1.2 

(n-3)(«-4) 


.s 


(«-I)(«-2)  (n-2)(n-j{)  (n-3)(«-4)      .      2.1^  , 

oder,  wenn  r  =  QSip  gesetzt  wird:  . 

(«-l)(n-2)          (n-2)(«-3)        (n-3)(«-4) .  '  / 
+  l-^i 1^ +  -^a ^|72 +■"» O — "  +"-aii-ajO,Op* 

Da    nOD     Jr=^i  +•  2^2  + -^3 +  ••••  + '^n  +  '^Ä+l +••••• -^9    w^     9^w 

ist»  so  ist  jedenfalls 
w(n— l)  n(n— 1)  yi(w  — 1)  w(ii— 1)  ,w(yi— 1)  ^ 

grusser  als  die  t>egleitende  positive  Reihe 

,  («-1)(«^2)  y-2)(n^^)  2.1 

i^l f— 15  r  ^2  1   o  i-....^n— 2|   2» 


1.2 


1.2 


selbst  dann  noch,  wenn 

K^=  Ai"^  A^-\-  A^-^r  a^.,,.  An        'i 

ist. 

Die  Gleichung  20)  widerspricht  also  dem  in  No.  I)  und  No.  2) 
aufgestellten  Satze.  Sie  gibt  den  Stand  der  Schuld  i^ach  n  Jah- 
ren kleiner  an,  als  er  Ist,  und  ist  also  unrichtig. 

^Man  kann  diess  aus  9)  und  21)  auch  so  darsteliep: 

oder 

22)  JT. l,()p»~Li . l,0/>«-i— ij.  l,Oj»«-*— Za .  1,0p«-»....— X« 
>  K.  Ifinp  —Li .  1,0(«--  l)p — I/a  •  1,0(«— 2)/^-i3 . 1,0(«— 3)j»....  ~i«. 

Hiernach  ht  auch  der  zweite  Theil^es  Lehrsatzes  bewiesen. 

Sind  alle  L  einander  gleich,  so  ist  der  Stand  der  Schuld  bei 
einfachen  Zinsen  am  Ende  des  nten  Jahres  aus  No.  19): 


23) 


«i  = -T.  l,0«p  —  ni -- ^^yy-^  i .  0,0p 


Sind  alle  A  einander  gleich,  so  ist  aQS  21): 


der  poHtischea  ATiihmetik. 


fc-Dn 


■24)     S,=r— r-lj-j-'.0,Op'-n^+' 


/■(n-iX.-ä)    («-axii-a) 


)0,0p> 


_n(»-l)(»-2) 


1.2.3 


AMÜp'^ 


\ 

I 

I 


Auf  ganz  die  gleiche  Weise  wird  der  Beiveig  gpführt,  trenn 
die  Zahlantrsieistungen  and  Verzinsung  halbjährlich  geschehen, 
rtesnegen  diess  bei  einfachen  Zinsen  nicht  inshesondere  dttrch- 
geführt  wird. 


Der  zweite  Beweis'  führt  sich  aus  der  Methode  der  gegen- 
seitigen jährlichen  Abrechnung,  welche  schon  oben  §.  Ti.  als  auf 
richtige  Resultate  führend  benutzt  wurde. 

Der    Gläubiger    fordert    am    Ende    des   ersten   Jahres   Kapital 
I  sammt  Zins.     Seine  Forderung  ist 

-  K.XfSp. 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  desselben  L,.  Hiernach  ist  der 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  oder  zu  Anfange  des  zwei- 
ten Jahres : 


^  =  ff.  1,0 


Hiervon  fordert  dei 
Seine  Forderung  \t 


Gläubig! 
t  daher  i 


am  Ende  des  3 
I  Ganzen : 


^.l,0p  =  (Ä-.l,0p  — i,)l, 


Folglich  i« 
I  Anfang  de; 


Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  dieses  Jahres  L 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  oder  : 
ten  Jahres : 

2)   S^  =  {K.\SSp~-I^).\S*p—L^  =  K.\S\jfl-hy.\,^p—l^- 
Hiervon  fordert  der  Gläubiger  den  Zins  am  Ende  des  dritten  Jah- 
res.    Seine  Forderung  beträgt  daher  sammt  l^apital : 

Si .  1,0;.=  ((*-.  I.Op-X,)  l,0;>-ia)  I.Op. 
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Der  istchuldner  zahlt  am  Ende  des  dritten  Jahres  L^.  Der  l^tand 
der  Schuld  ist  daher  am  Ende  des  dritten  oder  zu  Anfang  des 
vierten  Jahres: 


3) 


Eben  so  findet  sich  der  Stand   der  Schuld  am  En^e   des  vierten 
Jahres : 

4)      «4=  (((jr.  1,0p-  LO  l.Op-L^ hOp-^L,)  1,0p  -  L4 

=ir.  1,01»* -Xi.  1,0p»— i*,.l,0/>«-A,.l,0p--2/i 

u.  s.  w.  '  Das  hierin  liegende  Fortgangsgesetz  ist  sehr  einfach  und 
klar,    per  Stand 'der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  ist: 

5) 
Sn = (....  (((Ä.  I,0p-Z,x)  l,Op-L^  hOp-Ls)  1.0/»....-L«-i)  l,Op-£. 
,  =  K,  1,0/?«  -  Li .  l,Op«-i  —  Za .  1,0p«-*  -  X3 .  l,0p"-3 

• . . . -^  Xft— 1 .  IjOp"-— Z^. 

Föhrt  man  nun  die  den  L  entsprechenden  Werthe  aus  No.  3)  §.  6. 
in  diese  Darstellung  ein,  so  geht  sie  in  folgende  über: 

6)  s„  =:is:.  1,0p« -^i.i,Op»-i—jr. 0,0p. i,()p»-i 

-i^s.  i,0p«-8~(jr— ^1  -  j.jö,0p.i,()p"-» 


—  Jn-l.  l,Qp— (JT— ^1— i4a-"-^3"-^n-2)0,0p.  1,0p 

'  — Jn  •— (-fi^— -^1  — -^a— J3....-4n-l)0,fljp. 

Diess  ist  dieselbe  Darstellung,  welche  in  Mo.  5)  §.  &  gefunden 
wurde,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dort  ihre  Glieder  die  ent- 
gegengesetzten Zeichen  führen.  Wendet  inan  nun  die  dort  be- 
folgte Schlussreihe  auf  die  vorstehende  Darstellung  an,  so  erhält 
man  für  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  ip  Ver- 
bindung  mit  No.  4) : 

_        «7)  '. 

ÄM==ir.i,(%»«-z,.i,V"'*-^i«Q?^"^-i8  ^Qp»-»...-z«-i^ 

wie  oben^No.  9)  §i  6. 


s 


der  poUUsc^en  Arlihmellk. 
I  ^lle  L  einander  gleich,  6Q  i«t  <]er  Stand: 


0,0/) 


tjind   die  Kapitalabtragungen    gleich, 
selbst  ergibt: 


,9) 


S«  = 


nA. 


C        Bei  den  in  No.  &)  und  No.  15)  §.  6.  oder  No.  7J  dieses  Paragra- 
plien  .aufgestellten  Formeln  nurde    vorausgesetzt,    d&ss  jede  der 

Summen  L, ,  X.^,  L^ grüsser  als  die  Zinsen  des  Schuldrestes 

sind.  Diese  Voraussetzung  ist  nicht  wesentlich.  Sie  küunen  eben  so 
gross  oder  selbst  kleiner  sein.  Es  ändert  diess  die  Richtigkeit 
der  Sclilü^se  nicht,  wie  klar  aus  dem  zweiten  Beweise  hervorgebl. 


Kommen  die  f 
Zinsen  gleich,  s 
Schuld  bleibt  unv6: 
ger  dem  Gläubiger 
abzui^ehtnen. 


ummen  l-,,  L^,  ig, —  gerade  den  jeweiiiireii 
wird  vnni  Kapitale  nichts  abgetragen  und  die 
ändert,  Kind  sie  kleiner,  so  kuiumt  das  Weni- 
zu  gut  und  die  Schuld  vergrüssert  sich  anstatt 


Auch  hier  wollen  vi 
Sondern  Fall  erörtern,  \ 
bestätigen  wird. 

F-       Ein  Schu 

Hind  macht  am  bLnde   der  zehn    Toll 

genzahlungen  3000,  2900,  5800.  2700 

2200,  2100.    W 


die   bezilglicben  Sätze  durch  einen  lie- 
i  die  Richtigkeit  der  gemachten  SchlüsHC 


erhält  ' 


eni    Gläubiger    20000. 

:nden  Jahre    die  Gt<- 

2600,  2500,  2400,  2300, 

Ende  des  zehnten  .labre.'^ 


der  SU 


ud  de 


Schuld  be 


sen? 


)  gewählt, 
iien  nichts 


Auch  hier  ist  das  vorgelegte  Beispiel  absichtlich  s 
dass  man  leicht  erkennt.  Auf»  die  genannten  zehn  Sum 
anderes  sind,  als  die  Ueimzahlung  eines  Kapitals  vnn 
jährlicher  Kapitalabtragung  von  2000  und  den  fianfprocentigen 
Zinsen  des  Schuldrastes,  und  dass  also  am  Ende  des  zehnten 
Jahres  das  Kapital  von  20000  getilgt,  der  Stand  der  Schuld 
gleich  0  ist  und  Ansa  dieser  VVerth  bei  einer  richtigen  Rei^bnung 
.sich  ergeben  muss. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  Zinsei 
ergibt  sich  der  Stand  Her  Schuld  nach  No.  9)  §.  t 
entsprechenden  Werthe  einführt; 


; 
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«  =  20000.  LOP*»— 3000.1,06»— 2900.1,05»-- 2800.1,05'.... 
....  —  2300.1.052—2200.1,05—2100 
=  20000.1,6288946-3000.1,5513282—2900.1,4774554 
— 5i800. 1.4071004— 2700. 1,3400956-2600.1,2762816 
—2500.1,21550625-^2400.1,157625-2300.1,1025 
-2200.1,05—2100 
=  +  32577, 8925 — 4653, 984  648 

4284,6^487  ' 
3939,881184 
3618,258230 
3318,332063 
3038,765625 
2778,300000 
■  2535,750000 
2310,000000 
2100,000000 

32577,892537 

Hiernach  ist  der  Stand  der  Schuld: 

l)  S = 32577,8925 .... — 32577,8925 .... = 0 ; 

die  gegenseitigen  Zahlungen  heben  sich  auf,  d.  h.  das  dargeliehene 
Kapital  ist  getilgt. 

Nach  der  Methode  der  jährliehen  Abrechnan^»  §.7.^  findet  sich 
Folgendes: 

Der  Gläubiger  gibt  gegenwärtig 2000O 

Hiezu  Zins  des  ersten  Jahrs  zu  6  Procent .    1000 

21000 
•Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  ersten  Jahres  .   .   .   .   .    3000 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres   ....   .   .  18000 

Hiezu  Zins  des  zweiten  Jahres 900 

189ÖO 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab'. .    2900 

Stand  der  Schuld  am  Ende  deä  zweiten  Jahres    .    ...   .   .  16000 

Hiezu  Zins  des  dritten  Jahres  . ' 800 

168ÖÖ 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab .    2800 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres   ....   .   .  14000 

Hiezu  Zins  des  vierten  Jahres 700 

U7ÖÖ 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 2700 

I5ÖÖ5 
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Stand  der  Schuld  am  Eode  des  vierten  Jahres 12000 

Hiezu  Zins  des  lüiiften  Jahres .      600 

12600 

Hievoti  Zahlung   des  Schuldners   ab 2600 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  (lirRen  Jahres  ....    .    .  10000 

Hiezu  Zins  des  sechsten  Jahres SOO 

'"   IM» 

Hievon  Zahlung-  des  Schuldners  ab 2S00 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres     .    .    ,    .    .    8000 

Hiezu  Zins  des  siebenten  Jahres 400 

~        84ÖÖ 

Hievon  Zahlung  des  Schulners  ab .    ,    240O 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres 6000 

Hiezu  Zins  des  achten  Jahrea .      30Q 

6300 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab .    2300 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres    ....    .    .    4000 

Hiezu  Zins  des  neunten  Jahr«» 200 

"42Ö0 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab .    2200 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres  ....    .    .    2000 

Hiezu  Zins   des  zehnten  Jahres 100 

2IÖÖ 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab .    2100 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres  ....    .    .    0000 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  an,  so  ist 
aus  No.  19),§.  6.,  wenn  die  entsprechenden  Wertbe  Rir  die  L, 
n  und  p  eingeführt  werden : 

«,=20000.1,5-3000.1,43-2900.1,4-2800.1,35—2700.1,3 


—2600.1,25-2500.1,2—2400.1,15-2300.1,1 


-2200.1,05-9100 


=30000  —  4330 
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_  • 

Demnach  wäre  der  Stand  der  Schuld : 
2)  51=30000 -31650  =  —  1650, 

d.  b.  der  Schuldner  hat  nacji  der  Rechnung  mit  einfaelien  Zinsen 
16^  zu  viel  gezahlt,  falglich  ein  Guthaben  an  den  Gläubiger  oder 
der.  Gläubiger  raus»  1650  an  den  Schuldner  berauszablen.^ 

.  Man  erkennt  hieraus,  das^  z^ei  u^tec  «iqb  verschiedene  Me- 
thoden zu  einem  und  demselben. Resultate  führen,  also  unter  sich 
übfreinstimmen.  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zimsen  gibt  da- 
gegen ein  abvFeichendes  Resultat,  vFelcl|es  offenbar  unrichtig  und 
ungereimt  ist.  Die  vorstehenden  Resultate  bestätigen  daher  die 
Eichfigkeit  des  in  §.  6.  angegebenen  Lehrsatzes. . 


§.9. 
.•  '  ^  * 

Stellt  man  die  bisher  dürcli  Beweise  begründeten  Resultate 
zui^ammen,  so  erhält  man  folgende  vier  Grundgleichungen.  Nach 
No.  9)  und  No.  19)§.  3.  ist: 

rr      .    .   ^-i,o/?"*'i,o/>2  +  i;^+-;i,Oi»«'     ' 

^)  **  —  fTwT  +  TTÜTä  +  TTüTä  ■  •••• 


Nach  No.  6)  und  No.  14)  §.  6.  ist: 

3)  S=  jLi  .  l,0/?»-i  +  i/j.  1,0/?«-«  + ....  Ln-i .  1 ,0p  +  iä , 

4)  Ä = Z, .  1 ,0/?i2«-i  +  LjB .  hOpi^-^  + ....  L^ .  l,Opi  +  i2„. 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  zeigen^  wie  der  Werth  künftig  fäl- 
liger Sumihen  auf  richtige  Weise  durch  die  Zinszinsrechnuug  auf 
die  Gegenwart  zurückgebracht  wird;  die  zwei  letzten,  wie  der 
Werth  künftig  fälliger  Summen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  Zah- 
lung durch  Zinszinsrechnung  auf  richtige  Weise  übertragen  wird. 
R  und  S  sind  in  beiden  Fällen  unbekannt  und  ergeben  sich  aus 
den  Zahlungen  L,  dem  Zinsfuss  p  und  der  Zeit  n.  No.  1)  und 
No.  3)  gelten  für  ganzjährige  Zahlung  und  Verzinsung,  No.  2)  und 
No.  4)  für  halbjährige.  Zahlungen,  die  sich  auf  kleinere  Jahres- 
theile  als  Halbjahre  erstrecken,  kommen  in  der  Wirklichkeit  nicht 
wohl  vor.  Deswegen  ist  hierauf  keine  Rücksicht  genommen. 
Sollte  es  dennoch  geschehen,  so  können  die  vorstehenden  Glei- 
chungen ohne  alle  Schwierigkeit  auf  sie  angewendet  werden. 

Hält    man  nun  /diese  Gleichungen   fest  und   bringt  man   eine 


der  pftlilltclien  Arithmetik. 
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Reihe  solcher  Zahlungen  zuerst  auf  einen  Zeitpunkt  (Gegenwart 
oder  Zukunft),  zurück  und  führt  den  so  erhaltenen  Werth  auf  den 
andern  (Zukunft  oder  Gegenwart)  über,  so  wird  auch  der  ans 
dieser  Uebertragun^  hervorijehendB  Werth  ein  richtip;er  sein,  denn 
jede  der  mll  den  Zahlungen  vorgenommenen  Reductionen  erzenst 
für  BJL'h  einen  richtigen  Werth.  Eine  jede  derartige  Uebertra- 
gung  wird  daher  einen  Werth  gehen,  der  mit  dem  uisprünglicheD, 
durch   directe  Entwicklung  gewonnenen  flbereiostimmt. 

Hieraus  rechtfertigt  sich  folgender 


g*  D  r  i  1 1  e  r     L  e  h  r  s  a  t  z. 

a.  Soll  der  gegenwärtige  Werth  einer  Reihe  künf- 
tiger Zahlungen  tj,  ij,  t3,....L„  ermittelt  werden,  so 
kann  man  dieselben  snerst  auf  einen  künftigen  Zeit- 
punkt zurückbringen  und  dann  den  hierdurch  erhalte- 
nen Werlh  auf  die  Gegenwart  redueiren. 


b.     Soll    der   künftige   Werth    einer 

lungeu  Li  ,.L^ £„  ermittelt  wer  den,   i 

selben  zuerst  auf  die  Gegenwart  zur 
dann  den  hierdurch  erhaltenen  Werth 
übertragen. 


Reihe  von  Zah- 
.o  kann  man  die- 
ückbringen    und 

auf  die  Zukunft 

,  mit  dem  direct 
imender  Werth 
^rechnet  wird; 
fachen    Zinsen 


In  beiden  Fällen  wird  ein  richtiger, 
in  den  IN».  I)— 4)  gefundenen  übereinsti) 
entntehen,  wenn  mit  Zinseszinsen  g 
dagegen  ein  unrichtiger,  wenn  init  ei 
gerechnet  wird. 

Der  Beweis  hiefiir  fiihrt  sich  leicht.  Man  bringe  den  Werth 
aller  Zahlungen  nach  a  zuerst  auf  dae  Ende  des  nten  Jahres  zu- 
rück. Die  erste  Zahlung  -trügt  in  diesem  Falle  während  (n  —  1), 
die  zweite  während  (fi  —  '2),  die  dritte  während  (n  —3)  Jahren  Zins 
u.  s.  w.,  die  letzte  keine.     Der  hieraus  folgende  Werth  ist: 

S=L,.  I.Op""'  -F  ig.  1,0/)"-"+  tj.  ],0/i"-3  +  ....L„-t.  i,Qp  +  Lh. 

iKno  rabatlire  man  diesen  Werth  für  n  Jahre,     Es   entsteht:  . 


oder,    nenn  wirklich  muUiplicirt  wird, 

1,0p '^  1,0;."+ I,0y'+"l,( 


.tB-i.l,0/)  +  r„) 
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•■ 
Dieses  Resultat  f&Ut  mit  No.  1)  zusammeii.  '    ^ 

Wendet  man  dieselben  Schlösse  aur  halbjährige  Zahlungen 
und  Verzinsung  an,  so  erhält  man  nach  No.  4)  fdr  den  fcfinftigen 
Werth  dieser  Zahlungen :  i 

Wird  dieser  Werth  auf  2n  Halbjahre  rabattirt,  so  entsteht : 

6) 

^1     ,     -^      ,      ^8     I         -Xan— 1  Litt 

-  hopi + hopi^ + 1,0/», » + •  "•  i,opi««-i  1 1:^^»- 

Dieser  Werth  fallt  mit  INo.  2)  zusammen  und  hiedurch  ist  der  Satz 
in  a.  bewiesen. 

Soll  nach  b.  der  Werth  sämmtllcher  Zahlungen*  fOr  den  Zeit- 
punkt der  letzten  Zahlung  bestimmt  werden,  so  ermittle  man  zu- 
erst ihren  gegenwärtigen  Werth,    Er  ist  nach  No.  1)^: 

Nun  führe  man  diesen  auf  das  Ende  des  nten  Jahres  durch  Ver- 
vielfachen mit  Ifip^  über.    Es  entsteht  dann: 

7)  ßl.0p-=W-(^  +  i^,  +  j^8+   .j^») 

=1,  .  l,0j»,"-*+iBl.0;>''-2+L8.1,0;>"-»+ ....  i». 

Dieser  Werth  stimmt  mit  No.  3)  überein. 

Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht^  so  verfahre  man 
auf  die  gleiche  Weise.    Ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  dann 

^- 1,0p,  +  hop,^  +  i,Opi»+' ••  IM«»' 

Führt  man  nun  diesen  Werth  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  Zah- 
lung bei  halbjähriger  Verzinsung  zurück,  so  entsteht  durch  Mul- 
tiplikation mit  ],Opi^: 

s=  Li .  lX]^,*^+£».  i,0p,*»-2+X, .  l,Op,«*-»+....I««. 


l 


Dieser  Werth    stimmt  n<it  No.  4)  überein,    folglich  ist  auch   der 
zweite  Tlieil  des  Lehrsatzes  erniesen. 

Der  dritte  Tbeil  desselben  ergibt  sieb  aus  den  Sätzen  §.  S. 
INo.  13)  und  No.  14)  und  g.  6.  No.  21)  und  fto.  2'i).  Da  nämlich  die 
Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  in  den  fraglichen  Fällen  auf  ein 
unrichtiges  Resiiltat  bei  jedem  einselnen  Acte  führt,  so  kann  die 
VerbinduDc;  zweier  unrichtiger  Resultate  nicht  wohl  auf  ein  rich- 
tiges führen. 

Man  kann  diess  aber  direct  auf  folgende  Weise  zeigen.  Man 
bringe,  u:n  den  gegenwärligen  Werth  der  Zahlungen  zu  erhalten, 
zuerst  alle  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.  Man  erhält, 
wenn  0,0p  :=f  nach  dem  Vorgange  von  §,6.  geschrieben  wird, 
biefür : 

9) 
Si=£,(l+(w-l)r)+La(]+(H-2)r)+r3{l+7i-3)r)....i,^,(l+i-)+L,. 
Zinsen  durch  Division 


Kabattirt  n 
mit  1  +  nr, 


liesen  Werth  mit  einfache! 
jDtsteht : 

10) 


'    «,      .  Z.i(H-(«-l)r)     La(l+(«-2)r)     t^(l-K«-3)r)  Ln 

rMJ-~         l+nr        "•■  i+nr         "•"•       1+nr       +"'I+nr' 

Der  Werth  dieser  Formel  kann,  wie  man   leicht  sieht,   nicht  mit 
No.  1}  oder  No.  5)  zusammen  fallen. 

Die  Glieder  in  No.  10)  haben  folgende  allgemeine  Form: 


M.j 


[•die  correspondirenden  Glieder  in  No.  5)  haben  folgende: 

ßr  r>;e  and  ganze  n  und  x.    Es  ist  aber: 
l.+  arr  l  +  gr 


1+nr       l+3T  +  (n— ar)r 


Da  nun  oben  in  §.  3.  nachgewiesen  wurde,  dass 
l  ^  1 


i  +  («-a:)r^(l  +  r)"- 


I  l»t,  so  muss  i 
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,  .  «— a?    -^  (1  +r)»-* 

sein,   da  für  ganze  n  und  a:  auch  y^^^ —  <n— o:  ist. 

Es  gilt  daher  für  je  zwei   correspoodirende  Glieder  in  den 
No;  JO)  und  5)  ode^  1) : 

^«  I  , > 


Hieraus  folgt  in  Bezug  auf  No.  10)  und  5)  oder  1) : 

„,    r  (l+(n-l)r).f  (l-|-(n-2)r)        /      1+r    .     L„ 
^*^    ^^'    l  +  «r      +^     1+nr     +--^»-'I+^  +  rHii- 


^  1  j_*.  +  /^i  _l.•.^a  +  /l  •  »\3+  —'Yi  ^*.^n-l  "^ 


l+r^(l+r)a^(l  +  r)3^    •'(l  +  r)'»-i^(1+r)» 

Um  den  künftigen^  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  bei  einfachen 
Zinsen  zu  ermitteln,  bringe  man  vorerst  sämmtliche  Zahlungen  auf 
die  Gegenwart  zurück.    Man  erhält: 

V 


1+r  ^  1  +2r  y  1  +3r  "^  *  "l  +  «r/ 

Führt  man   diesen   Werth   durch   Multiplikation    mrt   (1-fitr)    auf 
den  Zeitpunkt  der  letzten  Zählung  zurück,  so  entsteht: 

13)  ßi  (1  +  nr) 

Li(i+nr)     L^jl+nr)      L^(l+nr)         Ln-i(1+ny)      Lnd  +  nr) 
—      i^r      ■*"     l+!2r      "*"     l+3r     "*"   "  l  +  (w-])r    +      1+«r     * 

Die   Glieder  dieser  Reihe   haben  mit  Ausnahme  des   letzten  fol- 
gende allgemeine  Form : 

,    1  +  «r 
.   l+ar 

Die  in  No.  7): 


ri  +  r)« 


ffir  ganze  n  und  o;  und  n^a,    Mun  ist: 

1+nr 1  H-arr-t-(w  — 3?)r_  -  n — g; 

1  +  a:r  I  +  arr  "^  1  -f  icr   ' 

Da  nun  nach  §.3. 


it^r  pollttichm  Arithmelik. 


I  Es  ist  daher  aus  No.  7)  und  13): 

..      L,{\\nr)  ,I^il,-\-«r)  ,L^{HnT)  , 


<  tiCHr)"-'  +  1^(1  +»■)''-»  +  LaCI  +  r)"-«....  t„_,(l  +r)  +  /-„. 


Die   Rechnung   mit   einfache 


führt  daher  nach   Aus- 


sage der  Ut«ichunß  11)  iu  dem  fraglichen  Falle  ; 
seres,  nach  Auesage  der  Uleichimg  14)  auf  ein  kleineres  Re- 
sultat als  das  richtige.  Das  Gleiche  würde  sich  ergeben,  wenn 
die  Zahluiic>en  halbjährlich  gemacht  »erden. 

Ferner  erkennt  man,  dass  die  aus  den  No.  9)  und  13),  10)  und 
12)  folgenden  Werthe,  obgleich  sie  die  Auflösungen  eines  und 
desselben  Prohiems  sind,  nicht  unter  sich  übereinstimmen  klinnen. 
wie  sie  sollten.     Sie  leiden  daher  an  einem  inner»  Widerspruch. ~ 

Hiernach  ist  auch  der  dritte  Theil  des  obigen  Lehrsatzes 
bewiesen. 


Einfacher    n-erden 
lander  gleich  .sind. 


diese  Formeln, 
Dann  entsteht  e 


renn  alle   Zajilungen   (L) 
i  No.  l)undNo.  2): 


,  IS)      «=1^ 


''  i.Op^~ 


~i,(ip,lftp,^^\,Opi' 


KVergl.  §.27.  , 


:  Anleitung.     Aus  No.  6)  und  No.  6)  wird : 


17) 


lSF"~i.op' 


,(L.l,(>p—^  +  L.l,Op''-^  +  ....L.},Qp+L)  . 


"l.Op"' 


Tfi^—^M' 


i(I,.l,0/),'^-Hf'-l,O;>,^-~H--i-l,O;;,+/v) 


,1-1,0 


0.0a 


0,0;j, 
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Diese  Darsteilungen  beantworten  aaf  ▼ersehiedenem  W^e  das- 
selbe Problem  nnd  stimmen  anter  sieb  Qberein. 

Aas  No.  3)  und  No.  i)  wird : 

19)       .       ' 

20) 

Au«  No.'  7)  und  No.  8)  wird : 

21) 

-^      0,0p     ' 
22) 

j  LOp.»"-! 
=^-      CÖpx      • 

Auch  diese  Gleichungen  losen  das  gleiche  Problem  auf  verschie- 
denem Wege,  und  stimmen,  wie  diess  sein  muss^  uberein.  Vergl. 
§.  22.  meiner  Anleitung. 

Aus  den  No.  1)  und  5),  2)  und  6)  folgt: 

23)  *  =  i;^   «nd   R^j^- 

Aus  den  No.  3)  und  7),  4)  und  8)  folgt: 

24)*  S=Ä.l,()p«  und    S=Ä.l,()ipi«». 

Man  erkennt  hieraus^  dass,  wenn  man  die  Gesamnitzablungen  als 
Summen  beträchtet,  bei  ihrer  Uebertragung  von  einem  Zeitpunkt 
auf  den  andern  mit  Zinseszinsen  gerechnet  werden  muss,  wenn 
man  richtige  Werthe  erhalten  will. 

Die  hier  angegebenen  Sätze  leisten  bei  Anwendungen  gute 
.Dienste  und  erleichtern  den  Calcul  bei  zusammengesetzten  Fragen 
wesentlich.  ' 


zier  pollHschen  Arfe&melfk. 


Hieran  schliessl  sich  folgender 

Vierter    Lehrsatz. 

Sind  in  einem  Zeiträume  von  v  Jahre 
eines  jeden  Jahres  die  Summen  A, ,  L^,  L^,. 
und  soll  ihr  Werth  auT  irgend  einen  belle 
punkt  (.t)  Biirückgehracht  werden,  der  zwisel 
Anfange  und  Ende  des  Zeitraums  liegt,  so  Ica 
direct  nach  den  bis  jetzt  j^elehrten  und  beiviesonei 
Grundsätzen  geschehen,  oder  auch  dadurch, dass  mai 
den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  den  Anfang  ode 
das  Ende  des  Zeitraums  und  den  sieb  hieraus  er(;e 
benden   Werth    auf  den    fraglichen  Zeitpunkt   zurUck 


am    Ende 

Ln    fällig 


I   diese 


Es  entsteht  ein  richtiges  Resultat,  wenn  die  Rech- 
nung mit  Zinseszinsen,  ein  unrichtigen,  wenn  sie  mit 
einfachen  Zinsen  ausgeführt  wird. 

Die  ersten  x  Zahlungen  sind  nach  der  Aufgabe  auf  das  Ende 
des  orten  Jahres  zurückzubringen.  Nach  §.  6.  Nu.  8)  ist  fSr  die- 
sen Werth : 

Si  =Li . I,Op-^-'  -I-  L^. lOp'-a  -t- ....  t,_, .  1,0p  +  L^. 

Dagegen   muss   der  Werth    der   folgenden   (n  —  x),  Zahlungen  anf 
denselben  Zeitpunkt  zurückgebracht  werden.    Nach  g.  3.  No.  9)  ist: 

'  "'  ^    Ifip  "*"  l,Op"  "•"■■-  I  Qp«-:,  ■ 

Durch  Vereinigung  beider  Wertbe  erhält  man  den  gesuchten,  und 


'' 1,0/.  ^  l.Opä 


U 

■■l,Op»-= 


Hiedurch  ist  der  Werth  sammtlicber  Zahlungen  ayf  den  Zeit- 
punkt X  in  directer  Weise  bestimmt  und  zugleich  der  Beweis  für 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  Na.  1)  gegeben. 

Führt  man  den  Werth  sammtlicber  Zahlungen  znerst  auf  den 
Anfang  des  Zeitraums  zurück,  so  hat  man  nach  §.  3.,  No.  9): 


jji^  Oethn$er:    Weitere  Aüefäkrung 

^-^  1,0p  +  \fip^  +  •  •  \fip'  +  —  l,Op«-i  "*■  1,0p» 

t 

Win)  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  xten  Jahres  zurückgeführt, 
so  hat  man  durch  Multiplikation  mit  \fip': 

K,i,vp  -      jQ^     +     ^Q^^    +  ••     l,Oi»*    ■*"   ••     1,0p» 
oder 

Dieser  Werth  föllt  mit  No.  1)  zusammen. 

Führt  man  aber  den  Werth  sämrotllcher  Zahhmgen  zuerst  auf 
das  Ende  des  Zeitraums  zurück,  so  ist  nach  §.6.  No.  8):  ' 

Si  =Li .  l,0p»-HI'2  l>0/>""*+-^x  ^Op«-'+Xx+i.l,Op»-*-H.  .^n. 

4 

'  Wird   dieser  Werth    auf  das  Ende   des   irten  Jahres  zurückge- 

1 

bracht,   so  muss  er  auf  (n — a)  Jahre  rabattirt  oder  mit  ,  ^  „   ^ 

'  ^    .  ^  '     ^  l,üp»~'* 

multiplicirt  werden.     Dadurch  entsteht: 

5i  Li .  l,Op»-^     Li .  l,Op»-^  Lx.\SSp^* 

1,0p»-*  ~      1,0p«-*    ^     1,0p«-*    ^•"     1,0p«-* 


£x+i.l,Op«-*-^  liW 

^  ■*■        l,Op«T^        "*■••     1,0p»-* 

oder 

3) 

Diese  Gleichung  fallt  mit  No.  1)  und  No.  2)  zusammen. 

W^erden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  ändert  diess 
in  der  bezeichneten  Schlussreihe  nichts.  Man  erhält  für  die  directe 
Bestimmung  des  fraglichen  Werthes: 

4) 

...  ' 

Für  die  beiden  Uebertragungen  entsteht: 


tler  jMlItlscfien  Arfl/imeffk. 


I  B.l,0p,'-=-L,.l,0p,-"-'i-I^.t,0p, 
Ferner : 

Si  i, .  1 


±hi±l 


'"'TSp^"l,Opt' 


I,Oft' 


ijJjOp, 


4  ^ 

^  '"■  I,Op,""-a* 


I.O;»,«"-*' 


-i;=i,.l,Op,^-'+i,.l,0 


l.Oy,  T-I,Op,«. 


\ 


Diese  Gleichangen   fallen    mit  No.  4)    zusammen.     Hiemit  ist  <]er 
«rate  Theil  des  Lehrsatzes  betvieseii. 

Wendet  man  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  zur  Werth- 
bestimmun«  der  Zahlungen  in  gleicher  Weise  wie  bisher  an,  so 
ermittelt  sich  dieselbe  direct  für  den  ztvischenliegenden  Zeitpunkt 
x,  wenn  man  der  Kurze  wegen  0,Op=i-  schreibt,  auf  folgende 
^eise: 

n 

Bringt  man    den    Werth    sämmllicher  Zablnngen    zuerst    auf  den 
Anfang  des  Zeitraums  zurück,   so  ist: 


ß,= 


l  +  r-f  1+2r 


+   ■• 


l+ir'^l-Ki  +  Dr 


Wird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  :cten  Jahre  hei  einfacher 
Zinsen  durch  Mnltipliliarinn  mit  (I  +  xt)  zurücl;  gebracht,  sn  er 
gibt  sich : 

8) 


lfi,(l+CT): 


TIibU  XXXVI. 


A(14^),J^(1+«-) 


.L.+ 


t,t»(l+aT) ,     IJHjr) 
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Führt  n(ao  aber  den  Wertli  säBüntliclier  Zablungen  zuerst  auf 
das  finde  des  Zeitraums  zurück/  so  wird: 

Si  =  L,(l  +  (n-l)r)  +  ija  +  («-2)r)+....Xx(l+(n--a?)r) 

. . . .  ün— 1  ( I  +  r)  +  li«. 

Wird  dieser  Werth'  auf  das  Ende  des  o^ten  Jahres  zurückge- 
bracht, also  auf  {n^^x)  Jahre 5  vom  Ende  an  gerechnet ,  rabattirt, 
oder  mit  (1-f  (n — x)r)  dividlrt^  so  entsteht: 


9) 


-Si 


Vergleicht  man  die  in  No.  7) — ^9)  erhaltenen  Werthe  mit  denen 
No.  1)~3)  und  unter  sich,  so  stimmen  sie  weder  mit  den  ebengenann- 
ten, ^noch  unter  sich  überein,  führen  also  weder  zu  dem  richtigen, 
noch  zu  einem  unter  sich  gleichen  Resultate.    Die  gleiche  Bemer 
kung  gilt»  wenn  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht  werden. 

Uiemit  ist  der  zweite  Theil  des  obigen  Lehrsatzes  erwiesen. 

Aus  den  zwei  letzten  Lehrsätzen  erkennt  man,  da^sdie  Werthe 
einer  Reihe  Yon  Kapitalzahlungen ^  unbeschadet  der  Ricbtigkeit  der 
hieraus  folgenden  Resultate,  ganz  beliebig  von  einem  Zeitpunkt 
auf  den  andern  übergetragen  oder  in  der  Zeit  hin*  und  zurückge- 
schoben werden  können,  wenn  man  mit  Zinseszinsen  rechnet, 
während  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  bei  diesen  Umset- 
zungen unrichtige  und  bedeutend  diflferirende  Werthe  gibt. 

Diese  Freiheit  der  Uebertragung  wird  in  bestimmten^Fällen 
gute  Dienste  leisten.  Zugleich  gibt  sie  ein  Mittel  an  die  Hand, 
die  Richtigkeit  der  erhaltenen  Resultate  zu  prüfend  ^ 

Einfacher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  sämmtliche  Zah- 
lungen (L)  einander  gleich  sind.    No.  1)  geht  dann  über  in: 

10) 
Ä=L(l,0/?'-i  +  l,(V>*-i  + ....  ^Qp  + 1  + 1^  +  j^  +  . 


I 


1,0p 


Zi) 


in— jf 


-^-     QJdp     +^'         0,0/? 


oder  wenn  man  sämmtliche  Glieder  als  einer  Reihe  zugehorend 
betrachtet : 


I 


^mm 


iler  pfilitisc/ten  Arithmetik. 


s  =  l}M:=J^pi^ 


0,0p 


it»e  sieb  such  durch  AdditioD  in  Nu.  10)  ergibt.  Eh  »ird  übri- 
gens ziveckin3>6ig  sein,  bei  Antieiidun;^  auf  besondere  Fälle  die 
Uarsteilung  10)  eu  benutzen,  weil  der  Werth  der  dort  ge^el)enen 
Ausdrücke  den  Tafeln  entnommen  werden  kann,  wäbrend  der 
Werth  in  No.  II)  aus  diesen  erst  durch  Rechnung  abgeleitet  wer- 
den mnse. 

Wird  der  Werth  säminllicber  Zahlungen  zuerst  auf  die  Gegen- 
wart und  dann  auf  das  Ende  des  a:ten  Jahres  zurücksebracht ,  an 
j«t  aus  No.  2) : 

12)    s=Ä.l,0p.^l,O;,^[j|^  +  ,--|,+j^,+  ....j^„"l 


=  L.l,Op'^ 


"         l,Qp*— I.O7 


0,0;»       ~  0,0p 

Dieser  Werth  fallt  mit  No.  11)  und  No.  10)  zusammen. 

Wird  aber  der  Werth  zuerst  auf  den  Endpunkt  des  Zeitraums 
zarück  geführt  und  dann  rabattirt,  so  entsteht  aus  No.  3): 


"1* 


"1,0| 


=  L. 


1,0 


-.=L 


-1  +  1,0;.— H—LOp+l) 
l,Qp'—  l.0y-li-« 


'O.OpAfip—'—'^'  0,0p 

«  gleichralls  mit  No.  10),  II)  und  12)  zusammenrällt. 

Die  AuedTficite  No.  4) — 6)  gehen  unter  der  dortigei 
aetzung  in  folgende  üher : 

14) 

1,0, 


S  =  L.- 


"Pi 


-+i. 

S  =  L.lfipt 


Opi-t»— ^1  l,Oyi''-l,(( 

0,0;<,  ~  0.0, 


-l,Opi- 


0,0p, 


die  sämmtlicb  den  gieiclii 


0,0p,.  1,0p, "«-' 
n  Inlialt  lialien. 


Niclit  so  einfacli  lassen  sich  die  Gleichungen  No.  7)— 0)  geben. 
Die  Jt  ersten  Glieder  in  No.  7)  lassen  sich  summiren  und  man 
erhält  dann : 
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17) 

Die  Reihe  in  No.  9)  gebet  über  in : 

18) 
S,  =  r+(^^r^  [£(I  +  (n  -  l)r) +£(1 +(« -2)r)  + ....  1,(1 +r) +  /.] 

/  '  ■  ■ 


l  +  (n — a:)r 
Die  Reibe  in  No.  8) : 


19) 


/  1  .   1   .   1  1  \ 

Ä, =£(1 + OT)  (^jq^ + jq:^ + Y+S + :  •  -  rq^Tr; 


kann  nach  §.  13.  meiner  Anleitung  nöthigenfalls  sammirt  werden. 
Allenthalben  ist  r  =  0,Op  ^  setzen. 


§.  11. 

Auch  die  in  §.9.  und  §.  10.  aufgestellten  Sätze  sollen  an  einem 
besondern  Falle  verdeutlicht  werden..  Wir  wählen  hiezn  die  in 
§.  8.  behandelte  Aufgabe  5  deren  Inhalt  bekannt  ist  und  die  des- 
wegen zugleich  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  des  Calculs,  worauf 
der  Inhalt  von  §.  9.  und  $.  10.  ruht,  dient. 

Die  Summen  3000,  2900,  2800,  2700,  2600,  ^00,  2400, 
2300,  2200,  2100  sind  am  Ende  der  zehn  folgenden  Jahre 
fällig.     Es  fragt  sich: 

Wie  gross  ist  ihr  gegenwärtiger  Werth? 

Wie  gross  ist  ihr  Wertb  am  Ende  des  zehnten  Jahres 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  bei  einfachen  Zinsen, 

wenn  5  Procent  ZInse  gerechnet  werden? 

Zu  a.  Rechnung  mit  Zinseszinsen  ftir  den  gegenwärti- 
gen Werth. 

Erste  Auflosung.  Nach  No.  1)  §.  9.  ist,  wenn  die  Tafeln 
benutzt  werden : 


der  polnischen  Arllhmctik. 


3sm    'nm    'ma    '. 

'  LOS  +  1,05= +  1,E'+: 

»700      2600      2500 
1,05» +  1,05» +1,05« 

2400      2300      2200  ,   2100 

=3000.0,9523509= 

=2857,1428 

2900.0,yO70295 

2630,3835 

2800.0,8638376 

2418,7453 

2700.0,8227025 

2221,2967 

2600.0,7835262 

■2037,1680 

2500.0,7462154 

1865,5385 

2400.0,7106813 

1705,6352 

2300.0,6768394 

1556,7305 

220O.O.6448O89 

1418.1396 

2100.0,6139133 

1289.2178 

19999,9999 

)9,999....  =  20000,   wie 

dieas  sein  mass. 

Zweite  Auflüsung.  Man  bringe  den  Werth  dieser  Zah- 
lungen zuerst  auf  das  Ende  des  sehnten  Jahres  und  dann  auf  die 
Gegenwart  zurück.     Nach  der  Gleichung  vor  No.  5)  hat  man:     'S 


^ 


Der  Werth  der 

§.  8.  angegeben. 


jij(3000.1,05»+2900.1,()l5«  +  2800.1,05' 

+  2700 . 1,05"  +  2600 . 1.05H  2500. 1,05* 

+  2400. l,05"  +  2300.1,05H'-i200. 1,05  +  2100). 

n  ülaramern  eingeecbloeseuen  Reihe  ist  in  No.  1) 
Es  entsteht  dahur: 

_  32577,892  _  32577,892     ^„„,. 
~    1,05»"   ~\,m 


wie  diees  sein  mus 

Zu  b.  Rechnu 
tvSrtigen  Werth. 

Erste  Auflas 


sen    rSr  den  gegen- 


ing.    Nach  No.  11}  §.  3.  ist: 
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rt      3000  .  2900  .  2800  :  2700  .  2600  .  2500 

2400  .  2300  .  2200  .  2100 

^IM^  1,4  ^TiS'+Tä" 

=  2857,14285  =  20673,7877;... 

2090,90909 
;  2434.78260 

2280,00000 

2080,00000 

1923,07692 

MTi.Trm 

1642,85714 
1517,24137 

1400,00000 

20573,78774. 

Zweite  Auflösung.    Man  bringe   den  Werth  sämmtlicher 
Zahlongen  auF  das  jEnde'  des  Zeitraums  surffck.    Hiemach  ist : 

S=3000 . 1,45  ^  2900 . 1,4 + %00  j  1,35 + 2700 . 1,3 + 2600 . 1,25 
-f  2500 . 1,2  4- 2400 . 1,15  4- 2300 . 1,1  +  2200. 1,0» -f  2100 
=31650 

'  *  -  >  • 

nach  §.  &    Nan  rabattire  man  diesen  Wertb  auf  die  Cregenwart. 
Dadareh  wird: 

r.      ^       31660      ,,,^^ 

Man  siebte  dass  die  in  No.  3)  und  No.  4)  gefundenen  Resul- 
tate weder  unter  sieb,  hoch 'mit  No.  1)  uii'd  No.  2)  übereinstimmen. 

Bestimmung  des  Werthes  sämmtlicher  Zahlungen  für 

das  Ende   des  ZeitrauBis. 

a.    Durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen, 
Erste   Attflvswng.    Nach  No.  8)§.  &.  fst: 

5)  S=    3000.1,050+2900. l,05«+2800. 1,05^+2700. 1,05« 
+2600.  l,05«+2600.  l,05*+2400. 1^05»+230O.  1,06» 
+2200.1,05+2100 
=  32577,892, 

wie  aus  §.  8,  No.  1)  zu  ersehen  Ist. 


/ ' " 


I 

I 

I 
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Zweite    Anflüsiing.     Alaa    bringe  den   Wertb   s&mintlicher 
,  Zahlungen  aaf  die  Gegenivart  zurück.     Hiernach  ist,  nie  in  No.  I) 
angegeben  wurde: 


3000 
~  1,03  ^ 


i>000 
1,05*  ^ 


Diesen   Werth   fQhre    m; 
Dadurch   entsteht : 

=  32577.892. 


1^' + ■  ■■  r5^"=^'*9^'^--=^***»- 

n  auf   dac  Ende   des   Zeitraums    zurOcb. 
.  20000.1,05'«  ^'JOOOO.  I,fi2889« 


6.    Durch  die  Rechnung  mit  einfache^  Zinsen. 

Erste  Auriüsung.  Nach  No.  18)  g.6.  ist,  n-ie  schon  ange- 
geben ivurde: 

:   7)  S,  =3000. 1,45+2900.1,4+2800.1,35+2700. 1,3+2600.1,25 
+  2300.1.2+2400.1,15+2300.1,1+2200.1.05+2100 
^31050. 

Ziveite  Anflüsnng.  Man  bringe  vorerst  den  Werth  eSinrot- 
licher  Zahlungen  auf  die  Gegennart  üurGck.  Dadurch  entsteht,  wie 
oben  in  No.  3) : 


Nun   führe  man  ihn   auf  das  Ende   des  Zeitraums  über,  und  man 
erhält : 
8)  Sa=ßi. 1,5=20573,7877. 1,5  =  308fi0,6816.... 

Die  in  No.  7)  und  ^o.  8)  gefundenen  Resultate  stimme»  neder 
unter  sich  noch  mit  No,  5)  und  No.  6)  iiMein,  Hiedurch  bestä- 
tigt sich  die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes. 


§■  12, 

Zur  Verdeutlichung  des  Lehrsatzes  in  §.  10.  geben  wir  der 
Aufgabe  in  g.  11.  folgende  Form: 

Die  Summen  3000,  2900,  2800,  2700,  2600,  2500,  2400. 
2300,  2200,  2100  sind  je  am  Ende  der  zehn  folgenden 
Jahre  fällig.  Die  Zahlung  für  sämmtliche  Summen  soll 
am  Ende  des  sechsten  Jahres  gemacht  werden.    Wie 


\ 
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gross  ist  die  anszuzabtende  Summe   am  Ende   dieses 
Jahres  bei  5  Procent  Zinsen 

a.    bei  Zinseszinsen, 

b.-  bei  einfachen  Zinsen?, 

a.    Die 'Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  AuflSsniig.  Die  ersten  sechs  Zahlungen  mflssen  auf 
das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertragen,  die  vier  letzten  auf 
den  nämlichen  Zeitpunkt  zurfickgeffihrt  werden.  Nach  No.  1)  §.  10.  ist : 

«=3000  1,05»  +  2900. 1,05* +  2800. 1,05»  +  2700. 1,05*+ 2600. 1.05 

,  2500  ,  2400      2300      2200      2100 

+    ZÖUÜ   +     J    og      +     J    Qg,   +    j    Qg,     +    ^^ 

>  '  =3000.1,2762816  =  3828,84468 

2900.1,2155063  3524,96812 

2800.1,157625  3241,35000 

2700.1,1025  2976,75000 

2600.1,05  2730,00000> 

2500   ^  2500,00000 

2400.0,95238095  2285,71428 

•  2300.0,9070295  2086,16779 

2200.0,86.38376  1900.44271 

2100.0,8227025   1727,67519 

26801,91277 

1)  5  =  26801,9127.... 

Zweite  Auflösung.    Man  bringe  deo  Wertb  sämmtlicber 
Zahlungen    vorerst  auf    die    Gegenwart  zurück.     Hiernach  wird 
'  nach  No.  1)  §.  11.: 

r 

'     i>_3000.  2900  .2800  .       ^00__--n. 
"-  1,05  + 1,05«  +  1,05»  ■*"  —  l,05w~  '''*^" 

Dieser  Werth  erwächst  in  sechs. Jahren  zu  der  Summe: 

2)  Ä=i2.1,05e=20000.1,Q5e=20000. 1,3400956=26801,912. 

Dritte  Auflosung.  Man  bringe  den  Werth  säromtlicher 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Es  entsteht,  wie 
schon  in  No.  5)§.  11.  angegeben  würde  :^ 

«1  =  3000 . 1,05»  +  2900. 1,05H  2800. 1,05^ +  ....  2200. 1,05 + 2100 

=32577,892. 
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Wird  dieser  Werlh  auf  vier  Jahre  rabattirt,  so  entsteht; 
3)  S  =  j^  =  32577,892.0.8227025=26801,912....  ,iii, 

Die  drei  gefundenen  Wertbe  stimmen  überein. 
^B      b.     Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  Folgendes: 
B  .    Erste  Aufltisung.    Kach  No.  7)  §.  10.  ist,  nenn  sämmtliche 

Zahlungen  auf  das  Ende  des  sechslen  Jahres  zurücb gebracht  werden: 

Ä,  =3000. 1,25 +  2000. 1,2  + 2800.], 15 +2700. 1,1 +  2600. 1,05     ' 


+  i5UU  +  jQg  +   j_j   +1,5+    ,2 


KlI  =3750 

H_-.  3480 

^^^^B  2'J70 

^^^^Hii  2500 

^^^^■T  2285,714285 

^^^^H  2090,909090 

^^^HfV  1913,043478 

^■^■■t-  1750,000000 
26689,66085 
also: 

4)  S,  =  26689,660^. 

Zweite  Auflösung.     Man  bringe  den  Werth  der  Zahlungen 
zuerst  auf  den  Anfang  des  Zeitraums  zurück.     Es  entsteht: 
3000     2<l00     2^  2J00  _ 

^'i-  i,Ö5  +  Xr  +  US  +  ■■■■  U  ~205'3J877.... 

nach  §.  11.  No.  3).     Bringt   man  nun   diesen  Werth  auf  das  Ende 
des  sechsten  Jahres  zurück,   so  erhält  man; 

5)  Sa  =  ß, .  1,3  =  20573,7877 . 1 ,3  =  26745,92401 .... 
Dritte  Auflösung.     Man  bringe  den  Wertb  der  Zahlungen 

auf  das   Ende   des   Zeitraums   zurück.      Hiedurch    entsteht,    nie 
schon  in  No.  7)  §.  IL  angegeben  wurde: 

S,  =3000. 1,43  +  2900. 1,4+2800. 1,35+... .2100  =  31630. 
Wird  dieser  Werth    auf  das  Ende   des  sechsten  Jahres  ühertra- 
een,  so  ist: 

Man  sieht,  dass  die  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
gewonnenen  Werthe  nicht  nur  von  den  durch  die  Rechnung  mit 
ZinsesKinsen  gefundenen  abweichen,  sondern  auch  unter  sich  ver- 


I 
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»  • 

schiedeo  siffd^i-JMe  RicUigkeii- des  oUgeo .  Ltekvsataea  witd  bie^' 
durch  bestätigt,    denn  alle   sechs  Resultate  müssten  unter    sieh 
übereiostinimeni  wenn  die  in  No.  4),  5)  und  6)  angewendete  Rech- 
nungsart auf  richtiger  Grundlage  ruhte. 

§.13. 

Sehlusshemerkfing.  Ich  will  sohliessilch  auf  einen  Vm-^ 
stand  aufmerksam  machen,  der  mir  besonders  geeignet  sehemt, 
die  Ungereimtheit,  wozu  die  Rc^icbnung  mit  einfachen  Zinsen  fuhrt,, 
in  klares  Licht  zu  stellen. 

Soll  ein  Darleihen  K  durch  jährlich  gleiche  Gegenzahlungen 
getilgt  werden  und  wird  zu  dem  Ende  der  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  nten  Jahres  ermittelt,  so  ergibt  sich  derselbe  nafch  lO), 

§.6.,  wenn  man    ^^  statt  r  schreibt,^ durch . 

1)  S=if(l+^)-£[(l+^)+(l V-^)...+ (l+iä)+l] 

Soll  nun  das  Kapital  durch  die  Gegenzahlungen  getilgt  sein,  so 
geht  iS  in  0  über  und  man  hat  die  Gleichung: 

2)  0  =  ä  +  w.ü:.0,0/i- JLn— 4Ln*.0,0p  +  iLn.O,Op. 

Hieraus  lässt  sich  n  bestimmen.  Diess  fährt  zu  der  Frage  :^In  wie 
T^iel  Jahren  wirddurch  Entrichtung  der  jährticben  Zinse 
von  p  Procent  ein  Kapital  K  nach  der  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen   getilgt? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  bekannt,  und  Jedermann,  der 
A^tbmetiker  wie  der  Nicht- Arithmetiker,  weiss,  dass  ein  Kapi- 
tal durch  Entrichtung  der  jährlichen  Zinsen  nie  getilgt  wird  u^d 
nie  getilgt  werden  kann.  Man  weiss  also  auch,  welche  Antwort 
auf  die  aufgestellte  Frage  «der  Caicul  geben  muss,  wenn  er  auf 
richtiger  Grundlage  ruht. 

Fragt  man  nun  die  Rechnung  mit  einfachen' Zinsen  um  die 
Antwort  auf  obige  Frage,  so  hat  man  n  aus  der  Gleichung  No.  2) 
zu  bestimmen,  und  wird  durch  sie  (diess  ist  die  Folge  unrichtiger 
Grundlage)  eine  ganz  ungereimte  Antwort  bekommen.  Es  ist 
nämlich : 

«*. f  .0,0p  +  «[i  -  iSr.O,P/>  —  |'.0,Qp]  =  Ä 
oder 


ife»  »aUaselUn  ArUkmMk.    < 
Wjril  iiuri  (liebe  (|uatlratJHche  Ulewfauitg  aitfgelilst. 


)  ergilit  sieb  i 


Soll  nun  die  obige  Frag«  lieoulw ortet  werden,  so  hat  man  für  L.| 
dw  jäbrlicheii  Zinse  voo  dem  Kapital  K,  also  L  =  K.0,Op  in, 
K.OJ)p-K.Ofip  _ 
K.Ofip 


Ifo.3)  zu  Beizen.     Hiediireli  entetebt,  da 


pilat  von  beliebig 


StfUt  man  nuti  hierin  p=5.  so  ist:   m=4^-;V"52ÖI  =28,7886....; 
ßrp=4iBt:    M=J  +  .;  V^Ö0i=a5,8588....  ' 

Diese  Gleichung  sagt  also  aus:  Nach  der  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  ist  durch  Enlricfitung  fünfproceuti 
ger  jährlicher  Zinse  ein  Ka 
in  29;  durch  Entriihtung  vier 
W  Jahren  vollslüi.dig  getilgt  u.  t 

Diese  Antivort  zeigt  (vnhl  die  Unrichtiglteit  der  Rech-. 
■  ung  mit  einfachen  Zinsen  aus  ihren  Consequenzen  ganz, 
uklagend  und  unzneirelhafl.  Ueantnortet  man  diese  Krage  durch 
£e  Rechnung  niTt  Ziiiseszinsen ,  so  erhält  man  hierauf  eine  ganz 
richtige  Antwort. 

.  Der  Stand   einer  Schuld   bei  einem   dargeliehenen    Kapita)  K 
i|t  iiKcb  No.  a)f.O.,   wenn  es   durch   gleiche   Summen  (L)  getilgt 
»•ideo  soll,  am  Ende  des  ?tlen  Jahres: 
5)      S=K.  I,Op"—  i(l,0/)"-i  +  l,Op—a  +  ],0p"-» ....  I) 
l.Qp"- 


=  K.l,Qp''-L. 
Scbul< 
1,0;>"  = 


0,0/> 


SoH  die  Schuld  getilgt  sein 
L.l.n;)"  — 1 
0,0;» 
erhält  zur  Bestimmung  \ 


,  so  nird  S^O,   und  man  bat; 
und  hieraus  1,0/i"^  . -, 

L 

L-K.O,Op 


*^  "-        log  1,0p 

t'mgt  mau  nun,  ivaun  ein  Kapital  durch  Entrichtung  der  jährlich 
ISIligen  Zinse  getilgt  sein  wird,  so  hat  man  auch  hierin  L  —  K.O,Op 
zusetzen,   und  dann  entsteht: 


log 


Af.O.O// 


_   ^  k.Ofip  -  K.Ofip 


I 

I 
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und  die  Rechnung  mit  Zinseniinsen  ^a%i  aus:  Durch  Entrich- 
tung der  Jahreszinsen  wird  ein  Kapital  erst  am  Ende 
eines  unendlich  grossen  Zeitraums,  d.  h.  nie  getilgt, 
denn  der  Logarilhme  einer  unendlich  grossen  Zahl  ist,  nie  sich 
leicht  nachweisen  lässt,  selbst  unendlich  gross,  und  \o%\fip  ist,  da 
p  sich  gewühnlich  nicht  über  die  Biner  erhebt,  ein  üruch,  daher 

ist  p— .-„—  ein  Vielfaches  uoit  grCsser  als  die  Einheit,  folglich  n 

ein  Vielfaches  des  Unendljchgrossen. 

Mit  dem  Beivelse  der  in  den  früheren  Paragraphen  aufgestell- 
ten Lehrsätze  ist  nach  meinem  Dafürhalten  diesem  Tbeile  der 
politischen  Arithmetik  mit  allem,  nas  sich  daran  schliesst,  eine 
wissenschaftliche  Grundlage  gesichert. 

,  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ist  bei  derReduction  der 
Kapilalzahlungeii  auf  die  Gegenwart  oder  auf  einen  kiinftigen 
Zeitpunkt,  bei  Ermittelung  der  Werthe  der  Renten,  bei  gegen- 
seitigen Zahlungsleistungen,  bei  Feststellung  der  Werthe  von  Nulz- 
niessungen  u.  s.  vv.  unzulässig,  und  niuss,  iveil  unrichtig,  ausge- 
schlossen werden.  Es  kann  sich  nicht  mehr  darum  handeln,  die 
oben  §.  2,  vorgelegte  Frage,  wie  manche  Schriftsteller  meinen, 
unentschieden  zu  lassen  oder  der  Willkilbr  anheim  zu  geben, 
ob  bei  Eapitalzahlungen  mit  einfachen  Zinsen  oder  Zinses- 
Zinsen  gerechnet  werden  soll.  Alle  Vermiltlungs-VorschlSge  zwi- 
schea  richtiger  und  unrichtiger  Rechnung  oder  der  Combination 
beider  Rechnungsarten  müssen  fallen,  sind  Halbheiten,  können  ira 
Gebiete  der  Wissenschaft  keine  Stelle  finden  und  sind  eben  so  wenig 
in  der  Anwendung  auf  das  praktische  Leben  brauchbar. 

Hätte  man  sich  bemüht,  sich  die  Ungereimtheiten  klar  zu 
machen,  worauf  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  führt,  so  wären 
obige  Lehrsätze  schon   längst  aufgestellt  und  begründet  worden. 

Durch  die  gegebenen  Resultate  ist  nach  meinem  Dafürhalten 
auch  der  langjährige  Streit  in  der  Jurisprudenz  über  die  richtige 
Berechnungsweise  des  Interusuriums  entschieden,  denn 
eine  offenbar  unrichtige  Rechnungsart  (dtess  ist  die  Hoffraann- 
Bche  Methode)  kann  keine  Gesetzgebung  zulassen.  Sollte  es  den- 
noch geschehen  oder  geschehen  sein,  so  muss  sie  mit  der  Erkennl- 
niss  des  Richtigen  unweigerlich  aus  derselben  entfernt  werden, 
weit  eine  gute  Gesetzgebung  gegen  irgend  welche  Benachtheiligung 
schützen  soll,  und  es  ist  offenbar,  dass  die  Iloffmann'sche  Me- 
thode den  einen  oder  den  andern  Theil  (Schuldner  oder  Gläubiger) 
benachtbeiligt,  denn  sie  muthet  ihm,  weil  falsch,  unrichtige  Zah- 
lungsleistung zu. 


•  Weitere  Ausführung    der  politischen  Arithmetik. 


Herrn  Dr.  L.  Oettinger, 


\ 


urdenlltiJiein    Priircano 
Freibnpg  i.  B. 


(Fonsetinng  von  Nr.  XV.) 


Zweites   Kapitel. 
AnweudnngeD  und  Aufgaben. 

§■  14. 
Da  in  diei^cni  Kapitel  vorzüglich  auf  Anweridun^  der 


gAn  aufgestellten  Sätze  und  Auflüsuiig  vnr  Aufgalititi  liücksicbt 
genommen  werden  i^tiW ,  sn  sollen  zu  dein  Ende  einige  Bemer- 
kungen vorausseschicict  werden. 


I 


Die  Werthe  für  die  Ausdrücke 


I.Op-; 


:op~' 


OA 


■-I        1  — 1,0p- 


sind  fdr  verschiedene  Zinsliisse  (p)  und  Zahl  der  Jahre  (n,  1  bis 
100)  in  den  hierüber  bestehenden  Tafeln  zu  linden  und  ich  ver- 
weise in  dieser  Beziehung  anf  meine  Anleitung,  tvo  dieselben  bis 
auf  sieben  Decimal«;f  eilen  angegeben  "sind. 


Uie  Ausdrücke 


0,0p 


und  - 


,  1-1.(1 


»erde 


0,Üp 
nier  und  gernde  di^sivegen  als  ein  ganzes  oder  als  eine  Grüsse 
behandelt  »erden,  weil  sich  hief^r  die  bezüglichen  Werthe  aus 
den  Tafeln  direct  einführen  lassen,  nvidiirch  die  Ret^nung  sehr 
erleichtert  wird.  Die  Werth- Berechnung  dieser  Ausdrücke  durch 
Logarithmen  halle  ich  nicht  für  zweckniSsstg.  Wie  sie  um  leich- 
testen in  einzelnen  Falle  durchgeführt  wird,  ist  an  den  betreffen- 
den Orten  meiner  Anleitung  gezeigt  und  ich  verweise  hierüber 
■riic-ii  xxxvj.  .  18 
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für  den,  der  keine  sofche  Tafeln  besitzen  sollte,  dorthin.  Die 
Rechnung  mit  Logarithmen  wird  überhaupt  im  Folgenden  so  viel 
als  möglich  vermieden  werden,  einmal  weil  durch  sie  mit  Sicher- 
heit nur  auf  sechs  Decimalstellen  bei  den  ^ewühnlichen  Tafeln 
gerechnet  werden  kaf^n,  und  dann  weil  sich  bei  dem  geringsten« 
Versehen  in  der  Rechnungsoperation  Fehler  einschleichen,  die 
durch  die  Ausfuhrung  der  Multiplikation  sicherer  vermieden  wer- 
den,'zumal  wenn  manMultiplikationstafeln  (z.B.  die  von  Grelle) 
benutzt,  wodurch  die  Rechnung  sehr  erleichtert,  beschleunigt  und 
in  der  Regel  sicherer  und  eine  grossere  A^nzahl  von  Decimal- 
stellen gewonnen  wird,  die  bei  grössern  Summen  nicht  gut  ver- 
nachlässigt werden  kennen.  Nur  wo  die  Rechnung  mit  Logarith- 
men nicht  umgangen  werden  kann,  wie  bei  Divisionen  mehrstelliger 
Zahlen,  wird  sie  beibehalten  werden. 

Da  im  Folgenden  in  geeigneten  Fällen  auf  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  zur  Rechtfertigung  der  im  vorigen  Kapitel  auf 
gestellten  Lehrsätze  Rücksicht  genommen  werden  wird,  ;so  theile 
ich  zwei,  eigens  hiefur  berechnete  Taleln  mit,  wodurch  die  Aus- 
führung der  erforderlichen  Rechnungen  sehr  eHeicbtert  und  abge- 
kürzt wird.  .  Sie  erstrecken  sieb  auf  50  Jahre  be^  dem  Zinsfuss  5. 
Um  übrigens  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  derartiger  Rech- 
nungen zu  haben,  soll  hier  die  in  meiner  Anleitung  §.  13.  gege- 
bene Formel  mitgetheilt  werden,  die  d%n  gegenwärtigen  Werth  von 
n  gleichen,  jährlichen  Zahlungen  K  bei  einfachen  Zinsen  und 
dem  Zinsfuss  p  bestimmt.,    Sie  ist 

1) 

" -^  l,qp  "•■  1,02p  +  1,03p +••  I.Omp 

-im  yr'sQOO-t-wp) , } p        ,        p' 

-  luu .  A  L         ^  +  2(106+np)      1 2(100+np)ä"''  1 20(100+np)* 

....  j 


252(100 +>ip)« 
*""»L        p  2(100+p)     12(100+p)«  + 120(100+)»)* 

••••   1' 


252(100+/?)« 

Die  Werthe*  für  R  ergeben  sich  hieraus  um  so  leichter,  je  grosser 
n  ist.  Bei  der  Anwendung  bat  man  natürliche  Logarithmen  ein- 
zufahren. »Bei  einerlei  Zinsfuss  (p)  bleibt  der  Werth  .der  zweiten 
Reihe  (Constante)  för  jedes  n  unverändert,  und  man  hat  ihn  sofort 
nur  einmal  zu  berechnen. 


I 


^^^9^V 

M                               der  pomscAen  irffltmrm.                                2^7                  J 

■"•'''                      T  a 

^^B 

l""""  ■"»""-"•  ra^  = 

lOO                                                             1 
=  100  +  »p  ""P-ä ""''"""  '               ■ 

1 

bis  50. 

■ 

Jahr 

Jnhr 

1 

I 

0,932380952380 

26 

0,4347821108695                               1 

^               2 

0,909090909090 

27 

0,425531914893                 ^^^| 

3 

0,869665217391 

28 

0,416666666666                .^^^H 

4 

0,833333333333 

29 

0,408163265306                 ^^^| 

5 

0,800000000000 

30 

0,400000000000           -  '^^^^1 

6 

0,769230769230 

31 

0,392156862745                  ^^^| 

7 

0,740740740740 

.32 

0,384615384615                 ^^^| 

8 

0,714285714285 

33 

0,377358490506                 ^^^1 

i          9 

0,689655172413 

34 

0,370370370370                 ^^^| 

10 

0,666666666666 

35 

0,363636363630                 ^^^H 

II 

0,645161290322 

36 

0,357142837142                 ^^^H 

12 

0,625000000000 

37 

0,350877192982                 ^^^H 

13 

0,606060606060 

38 

0,344827586206                   ^^^ 

14 

0,588235294117 

39 

0,338983050847                           .  ■ 

1,        IS 

0,571428571428 

40 

0,333333333333                             J 

16 

0,655555555  555 

41 

0,327868852141                 ^^^H 

17 

0,540540540540 

42 

0,322580645161               ,^^^^| 

18 

0,526315789473 

43 

0,317460317460                 ^^^| 

19 

0,312820512820 

44 

0,312300000000                 ^^^M 

■20 

0,500000000600 

45 

0,307692307692                 ^^^H 

'        21 

0,487804878048 

46 

0;.'<03030303030                ^^^H 

22 

0,476190476190 

47 

0,298507462686                 ^^^H 

J3 

0,465116279069 

48 

0,294117647038                 ^^^H 

24 

0,454545454545 

49 

0.2Stl855(r72463                 ^^^M 

25 

0,444444414444 

50 

0,2«37142a5714               '^^^H 

b 

,^^^1 

hbJ 
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Tafel    II. 


Werth  der  Reibe  ^^  +  j-^  ^.  j^  + .... 


l,0n)9 


fär  j9  =:  5  uod 


Jahr 


n=l  bis  50. 

Jahrl 


1 

0,9523809524 

26 

16,3789517768 

2 

1,8014718615 

27 

16,8044836917 

3 

2,731 0370789 

28 

17,2211503584 

4 

3,5643704122 

29 

17,6293136237 

6 

^364  370412  2 

30 

18,0293136237 

6 

5, 133601 1814 

31 

18,4214704864 

7 

5,8743419222 

32 

18,8060858711 

8 

6,5886276364 

33 

19,1834443616 

9 

7,2782828089 

34 

19,5538147320 

10 

7,9449494755 

35 

19,9174510956 

11 

8,5901107659 

36 

20,2745939528 

12 

9.2151107669 

37 

20,6254711458 

13 

9,8211713719 

38 

20,9702987320 

14 

10.4094066660 

39 

21,3092817828 

15 

10,9808352375 

40 

21,6426151161 

16 

11,6363907930 

41 

21.9704839686 

17 

12,0769313336 

42 

22,2930646138 

18 

12,6032471230 

•      43 

22,6106249312 

19 

13.1160676358 

44 

22,9230249312 

20 

13,6160676358 

45 

23,2307172389 

21 

14.1038725139 

46 

23,5337475419 

22 

14.6800629901 

^  47 

23.8322550046 

23 

15,0451792692 

48 

24,1263726517 

24 

15,4997247237 

49 

•24,4162277242 

25 

15.9441691681 

50 

24,7019420099 

der  ijolllitc/ien  Aritämellk. 
-§.   15. 


Jemand  hat  von  seinem  Gläubiger  ein  Darleihen  er- 
halten und  zahlt  ihm  je  am  Ende  der  folgenden  neun 
Jabre  die  Summ o  500  und  am  Ende  des  lOten  Jahres  die 
Summe  lOQOO.  Wie  gross  ist  bei  5  Procent  Zinfteii  die 
Summe,  welche  er  von  seinem  Gläubiger  erhalten  bat? 


iifachen  Zinsen. 


% 


AuflüauDg.  In  beiden  Fällen  hat  man,  uro  die  Frage  zu 
beautworten,  den  Wertli  säuimtlicher  Zahlungen  auf  die  Gegen- 
wart zurückzubringen. 

Zu  a).   Die  Rechnung  mit  Zinseazinsen  gibt  fefgenden  Werth  (ß): 


50O       500       SO« 
Lt  '■"  I  (KZ  +  1  IlSz'*' 


600       10500 


"  1.05  ^  I,(B' 
-1,05- 


1,05»^ 
105UU 


■  1,08» 


1,05» 


^*^     nns     + 1  rKio 


0,05     ^riB» 

Man  erhält  aus  den  Tafeln  hietfir 

1)  fi  =  5«l. 7,1078417410500x0,6139133 

=  3553,91085 +6446,0891 2  =  9999,9999  .... 

=  10000. 

Zu  b).    Uie   Rechnung  mit   einfachen  Zinsen  gibt  f 
Werth  (ß,): 


«.= 


500  .  500  .  500  . 


1,05^ 


1,1  ^1,15^ 


=  500(] 


1 


1,45''    1,5 

_i_\    \m 

■1,45^+    1,5 


Vl.OS^  1,1  ^1,15^ 

MSos  der  Tafel  M.  und  1.  erhält  nian 

2)  fi,  =500.7,278282808  +  10500x0,666669.... 

=  3639,14140  +7000=  10639,141. 

HStte  der  Schuldner  während  19  Jahren  j.Hhrlich 
die  Summe  500  und  am  Ende  des  20sten  Jahrs  10500  ge- 
zahlt, und  fragt  mau  nach  der  GrDsee  der  Summe, 
welche  et   vuu  seinem  Glauhiger  erhalten  bat,  an  be- 
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stiniiat  sich  nach  deräeLbeo   AufluäungsweUe  der   gegenwärtige 
Werth  dieser  Schuld 

~a)  durch  die  RecbDung  niit  Ziuseszinsen 

i?-.:52?r^?Ö^^TO  m       10600 

'     ^  •"  1,05/1.05«  +  1,05»  +  - ••  1,05"  1 1.05*» 

_^^J-I.OS-'»  .  10500  .     ^ 

-^""       1,05       "•"LOS»" 

Nach  den  Tafeln  entsteht 

3)  /2  =s  500 .  12,0853209  + 10500 . 0,3768895 

=  6042,6604+3957,3395  =  9999,9999....     . 
=  lOOÖO. 

b)  Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 

500.500      500  500      105000 

^^  ^'  -  1,05  +-l,l  +  1,15  +  •    /1,95  +      2 


=  500 .  13, 160676358  +  i250 
==:6558,03381+5250=:  11^,0338.... 

Die  hier  durch  beide  Rechnungsarten  erhaltenen  Resultate 
No.  r  und  2.;  3  und  4  sind  sehr  verschieden.  Die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen  sagt  aus,  dass  der  Schuldner  iil  beiden  Fällen  gleich 
viel  erhalten  hat;  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  stellt  die 
Schuld  im  ersten  F^ile  auf  10639,14,  im  zweiten  Falle  sogar  auf 
11808,033  fest.  i 

Es  ist^aber  einleuchtend,  dass  wenn  Jemand  während  einer 
Reihe  von  Jahren  bei  5  Procent  Zinsen  jährlich  an  seinen 
Gläubiger  die  Summe  500  und  am  Ende  des  letzten  Jahres  10500 
zahlt,  alle  diese  Zahlungen  von  der  Aufnahme  eines  Kapitals 
von  10000  .herrühren ,  also  diesem  Kapital  an  Werth  gleich- 
kommen ;  denn  500  sind  die  jährlichen  fünfprocentigen  Zinse 
hieven  und  die  letzte  Zahlung  10500  =  10000 -|- 500  enthält  das 
Kapit^  selbst  und  den  zugehörigen  Jahreszins.  Damit  Ist  offen- 
bar, die  Schuld  von  10000  (nicht  mehr  wie  die  Rechnung  mit  ein* 
fachen  Zinsen  angibt)  getilgt.  Die  Dauer  des  Zeitraums,  während 
welches  das  Kapital  benutzt  und  verzinst  wurde,  ist  ganz  gleich- 
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gälKg,   und   die   längere    Dauer   der  Benutzung  erhilht  die  Grösse 
der  Schuld  durchaus  nicht. 

Uiemil  stimmt  die  Aussage  der  Zinszins  •  Rechnung  genau 
iibereiii,  nährend  die  Rechnung  mit  einfacheii  Zinsen  ganz  un- 
gereimte Resultate  aufstellL  Das  Gesagte  wird  seine  Bestäti- 
gung an  der   Beantnurtung  folgender  Frage  finden. 


lOOUU  auf  zefnt  Jahr 
lonimen  und  zahlt  ar 
,  am  Ende  des  zehutei 


Jemand  hat  ein  Kapital  ^ 
zu  lauf  Procent  Zinsen  auf; 
Ende  der  neun  ersten  Jahre  ! 
imW.  Ein  andermal  hat  er  dieselbe  Summe  unter  den 
gleichen  Bedingungen  aufgenommen,  und  zahlt  in  den 
ersten  Id  Jahren  500,  im  20sten  Jahre  10500.  Wie  gross 
ist  der  Stand  der  Schuld  In  beiden  Ffillen  am  Ende  des 


a)  bei  Zinseszinsen, 

b)  hei  einfachen  Zinsen. 

Auflilsung  durch  die  Rechnung  mit  Zinseazinsen.  Nach 
Nr.  U.  g.  6.  ergibt  sich  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehn- 
ten Jahres,  wenn  man  die  im  letzten  Jahre  iailige  Summe  10300 
in  10000  +  500  auflöi^t,  und  p  =  5,  t,  =  11,  =  ..../,„_!  =  500. 
L„=10500,  ie  =  10  und  f^lüüOO  achreibt: 

S  =  10000.1,05»o— (500.1,05«-f500.1,05H  -.500)-JOÜOÜ 
.051'^—  1 


0,05 


-lOOOO. 


=  10000.1,0510-500, 
1  den  Tafeln  erhalt  man 
W)  S=  10000. l,628S946— 500. 12^778y-25  —  I00ÜÜ 

=;  I6288.9J6  - 10000—6288,946  =  0. 


Setzt  man  i 
^«tehl  für  die  zweite  Frage 


20   unter  den  gleichen  Bedingungei 


,,Ä  =  10000. 1,05»— 500(I,05'H  1.03"-f ....  1.05+ I)  -  10000 


=  10000.  LOS»«  -500— 0^g 10000 

=  10000. 2.6532977-500. 33,0fi5954I  -  lOOOO. 


2,977  — 16532,977  — 10000  =  0. 
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Aufiösuiig  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen.     Mach 
Mo.  19)  und  23)  §.6.  ergibt  sich  der  Stand  der  »Schuld,  wenn'jTs::  MOOO, 

n=  10,  r=:jgg    L,  =jL,  =  ....  L„_i  =  600   und   1^  =  10500 
=  10000+600  gesetzt  wird: 

7) 
«1=:  10000.1.5-500(1,45+1,4+....  l,05  +  ])-]0000 

s=  15000— 500=— i^- 10000 

=  5000 -6125  =  ,-1125. 

§ 

Wird   aber   bei  den  eben  angegebenen  Werthen  n  =  20   gesetzt» 
so  ist  der  Stand  der  Schuld  im  zweiten  Falle: 

8) 

Ä,  =  10000x2,00—500(1,95  +  1,9-M,85 ....  1,05  + 1)  - 10000 

=  20000-500^^^^-10000 

=  10000—14750=^—4750. 

Während  nun  die  Zinszinsrechnang  aussagti-  dass  der  Schuldner 
durch  die  in  beiden  Zeiträumen  geleisteten  Zahlungen  seine 
Schuld  vollständig  getilgt  hat,  wie  diess  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  behauptet  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  dass  der 
Schuldner,  im  ersten  Falle  durch  die  obigen  zehn  Zahlungen  1125 
und  im  zweiten  Falle  durch  zwanzig  Zahlungen  4750  zuviel  ge 
zahlt  und  <)aher  diese  Summe  zurück  zu  erhalten  habe.  Das  sind 
offenbare  Ungereimtheiten,  die  noch  stärker  hervortreten  würden, 
wenn  man  die  angeblichen  Schuldsummen  von  10639,14  und 
11808,033  mit  den  eben  genannten  Zahlungen  (500  und  10500) 
vergliche  und  den  Stand  der  Schuld  am  Enc^e  des  zehnten  und 
zwanzigsten  Jahres,  ermitteln  würde. 

.  §.  ifi. 

Wie  gross  ist  der  gegenwärtige  Werth  einer  jähr- 
lich fälligen  unverzinslichen  Summe  von  2000  (Rente), 
die  10-,  20-,  30-,  40-,  50-,  100-  oder  lOOOmal  ausgezahlt 
wird,  bei  fünf  Frocent  Zinsen: 

a)  wenn  Zinseszinse, 

b)  einfache  Zinse  gerechnet  werden! 


\ 
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Auflösung  zu  a).  Der  gegenwärtige  Werth^  einer  jäbriicb 
föUigen  Summe  JT,  bei  p  Proc^t  und  n  Jabren,  ergibt  sieb  auf 
folgende  Weise  allgemein: 


K        K       *jr 


x 


l,Op  ^  1.0p>  T  1.0p»^  ••"  LV 

-^*     0,(]!P      • 

Man  findet  daber  die  fraglicbeH  Werthe,  wenn  man  j9=55  jr=2000,  ^ 
und  statt  n  allroälig  die  angegebenen  Zablen  scbreibt.    Hiemach 
ist  der  Wertb  einer  zehnjäbrigen  Rente  :v 

1  —  1  06- w 
/gio=2000.       QQ^      =2000x7,7217349 

=  15443,4698; 

der  einer  2QjährigeD  ist: 

1  —  I  05-*> 
Ä«>=a)OQ.      Q'qg  —  =  2000X12.4622103 

=24924,4206; 

der  einel*  30jäbrigen  ist: 

1— r05-»ö  » 

J2jo  =  2000.       ^^  =  20000x15,3724610, 

=30744,9020^ 

der  einer  40j8hr!gen  ist: 

1— 105-*<> 
ß4o  =  2000.^— Q^— =  2000x17,1690863 

=  34318,1727; 
der  einer  50jäbrigen  ist: 

1  —  1  OS-»*" 
g^=2000.       Q^Qg =  2000x18,2559265 

=  36611,851; 
der  einer  lOOjäbrigen  ist: 

Äioo=2000. ^     =  2000x19,8479102 

=  396963204; 
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der  einer  lOOC^fiKrigeiK  iat: 

»       _^ww>  i  - 1.05-^"°"  _  200. 100     2000.100 
«1000  — ZWI r^j^         ~~5  fe.l,Ö5'«»<» 

9 

Der  zweite  Ansdruck  ist  mit  Logaritl^men  zu  rechnen.    Eis  ist 
Ig  1051000  _  1000  Ig  1,06  =^  21,1892991 . 

Hieran^  wird  ^ 

Ig40000=  46020600 
lgl,05»oöo  =  21,1802991 


0,4127609—17 

Nora.  0,4127609  - 17  =  ^^^ 

oder  die  hiezu  gehörige  Zahl  ist  ein  Decimalbrach,  der  nach  dem 
Komma  16  Nullen  stehen  hat.    Es  ist  ^aber 


2586788      _._ ^ 

1023 


Äiooo  =  40000— ~T7^  =  39999,9999.... 


Oder  der  Werth  von  /^looo  ist  eine  mit  einem  Decimalbniehe  be-  • 
gleitete  Zahl,  dessen  16  erste  Ziffern  nnr  di^ 'Zahl  9  enthalten, 
und  daher  nicht  von  40000  zu  unterscheiden. 

Auflösung  zu  b).  Der  'gegenwärtige  Werth  einer 'jährlich 
fölligen  Summe  ergibt  sich  unter  den  gleichen  Vöranssetzmigen 
wie  oben  bei  einfachen  Zinsen  durch : 

r 

2)  Äi  =  r^  +  r4:.+i-^+.-    ' 


l,fl!p  ^  IJSftp  ^  l,03ip  ^  •  •  1.0itp 

Ffihrt  man  nun  die  erforderlichen  Werthe  ein,  benutzt  die  Tafel  II. 
§.  14.,  so  ist  der  gegen wfirltige  Werth  einer  lOjäbrigen  Rente: 

=  2000.7,944949475=15889.8989....; 
der  einer  20jäbrigen  ist: 


der  poUlhchtH  Arithmelik. 


=  aKW.  13,6I606763(!  =  27232,1353.. 


I 


r  30}ährigen  ist: 


Uäi 


2,V 


=  2000.  lS,ü29;JI36-i3  =  36058,6272 . . . . ; 
r  4piährigen  ist; 

=  2000.21,G426IS]16=  43285,2302....; 
der  einer  SOjährigeii  ist: 

^2000.24,701942009  =  49403,8840.... 


Der  einer  lOOjSlirigeri  herechnet.s 
100,   A:  =  2000  geschrieben 


3h  aus  No.  1)  g.  U.,  wenn  p  = 
'ird,  tind  es  ist: 


,.^ri„g600        1  S       ,       5'  T 

—  juuuuui^     5      +2.600     12.600*  + 120.600*' "J 

—  iUWiuu  1^     g  2  105  ~  12. 105"  ^  120. 105*    ■J 

—  iUUUUUj^         5          +1200      l2.ä6.l04~I20.1296.IO«-J 
.  |4,^9e035_J 5_ 1 :     -| 

— -uuuuu|  g  2]()      132300+252.105.4410  ■■■_] 

Werden  nun  <tie  angezeigten  Geschäfte  ausgeliifart,  so  erhält  man 
ßr  die  beiden  eingeschlosseneu  Reihen  folgende  Zahleuwertbe :  < 


1,279385932 
+  0^000833333 

1,280219265 
—0,000000115 

T^  210 160 


0,930792070 
—0,004761904 

0,926030166 
-0,000037792 

0,925992374 
+  0,000000008 

0,925  992382. 


276 


Oettinger:    Weitere  Amführung 


Die  spätem  Glieder  Id  beiden  Reihen  influiren  niplit  mehr  auf 
die  betreffeDdeo  DeehnabteJleq.  Kieraus  ist.,  wenn  man  letztern 
von  ersterm  abzieht: 

Äioo=2000ü0[l,280219150— 0,925992382] 

=  2Q0000.0,35'4226768  =  70845,3536. 

Der  Werth  eine^  1000jährigen  Rente  ist,  wenn  n=:  1000  in  No.  I) 
§.  14.  neben  den  genannten  Werthen  geschrieben  ivird : 

Äjooo = 2000  (^ j-^  +  j^  f  j-jg  + . . . .  g|-gQj 

-9nnnnnr!2t51P?._L_     __!_.      1 

-.4uuuuu|_     g      +2.5100~i2.5100»^"J 


5 


6» 


200000  r'og '08 1__.  

'^^^''^"L     5         2.105     12.105«^  120. !(»«■• 

oder  da  der  Werth  der  zweiten  Reihe  schon  bestimmt  ist: 


] 


8,53699582  ,      1 


5 


] 


Äiooo— 20000 1^^        g      -rr  10200 ""612. 510000' •• 

s 

—  200000.0,925992382. 

Man  /erhält,    wenn  die  Zahlen werthe    bestimmt   werden,   fiir  die 
Glieder  der  ersten  Reihe: 

+  1,707399164 
+  0,000098039 
+  1,707497203 
-0,000000016 
1,707497187,  • 


and  hieraus: 


klOOO 


AXXX\ 


[1,707497187— 0,925992382]= 15630(^9610. 


Man  sieht  ans  den  erhalteneu  Resultaten,  und  diess  ist  der 
Zweck  der  gegebenen  Aufgabe,  wie  unverhältnissmässig  die  Werthe 
der  Renten,  die  mit  einfachen  Zinsen  berechnet  werden,  gegen-, 
über  den  Wertben  derselben  Renten,  die  sieh  aus  der  Rechnung 
mit  Zinseszinsen  ergeben,  wachsen.  Diess  fuhrt  zu  folgender 
Zusammenstellung:  ^        *- 


?r 


9« 


10  Jahre      20  J. 


30  J. 


40  J.   I   50  J^.       100  J.       1000  J. 


15443,46 

15889,99 


24924,42 
27232,13 


30544,90 
36058,62 


34318,17 
43285,28  494a1 


36511,85 

1,88 


39695,82 
70845,35 


39999,999 
156300,961 


der  polnischen   Mlfunetih- 
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Die  ernte  Uoriznotalreihe  gibt,  die  aus  iler  Rechnung  mit  Zinses- 
sinsen  sich  ergebenden  Rentenwertfae,  die  ziveite  die  aus  der 
Recbnnng  mit  einfacben  Zinsen  sieb  ergebenden  für  die  angezeigte 
Zahl  von  Jahren. 

Nun  ist  bekannt  und  jedes  Rechenbuch  lehrt,  dass  eine  be- 
ständige Rente  das  Sovieiracbe  der  Rente  ist,  als  der  Zinsfuss 
in  der  Zahl  100  enthalten  ist,  Haas  also  eine  beständige  Rente 
von  2000  keinen  br>hern  Werth  als  40O0O  haben  kann,  und  dass 
sich  die  Renteniverthe  von  bestimmter  Zeitdauer  nach  g.  13.  No.7) 
mit  der  Zunahme  der  Zeit  einer  festen  Grenze  mehr  und  mehr 
nähern,  ohne  sie  überschreiten  zu  können-  Dagegen  behauptet 
die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  dass  die  Renlentverihe  mit 
der  Zunahme  der  Zeit  ohne  Grenzen  wachsen,  ivie  dieas 
hier  klar  vorliegt,  dass  schon  eine  40jährige  Rente  von  2000  einen 
böhern  Kapitaltverth  (43285,28)  sichere,  als  der  Kapitalwerth 
(4O0O0)  einer  IjestSndigen  Rente  vdd  derselben  Grösse  gibt 
Alles  djess  ist  unhaltbar  und  ungereimt.  Uas  Gesagte  gibt  Ver- 
anlassung, die  Kehrseite  dieser  Frage  bervorznheben  und  fährt 
zu  folgender  Aufgabe. 


I 


§.  17. 


\ 

Eil 

1  Schuldner  hat 

,  ein  Kapital 

1  vo 

n  4000U 

au  fg. 

nie 

n  n 

nd   verzinst    es 

zu 

5   Pruce 

nt. 

Welch 

es   \i 

St 

and 

der   Schuld    u 

ntei 

r    dieser 

Vo 

raussei 

:zung 

20, 

30 

und  40  Jahren 

nung 


■  it  Zin 


a)  bei  der  Recl 

b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 

le  Antwort  auf  diese  Frage  lasst  sich  leicht  geben.  Denn  nenn 
der  Schuldner  jährlich  nährend  irgend  einet  Reihe  Fon  Jahren 
nicht  mehr  als  die  bedungenen  Zioge  zahlt,  so  bleibt  die  Schuld 
uugetilgt,  also  unverändert  dieselbe. 

Fragt  man  nun  die  beiden  Rechnungsarten,  so  geben  sie  fol- 
gende Antwort. 

Auflösung  7^  a).  Die  jährlichen  Sprocentigen  Zinsen  von 
40000  betragen:  40000.0,05  =  2000  Werden  diese  20mal  ge- 
zahlt und  vergleicht  man  Ende  des  20sten  Jahres  die  Forderung 
des  Gläubigers  mit  den  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  so 
erhält  man  nach  No. 8)  §.7.  den  Stand  der  Schuld,  wenn  ^  =  40000, 
£.  =  ^000,    p  =  5    und    n=20    geschrieben    wird: 
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105**— 1 
5»  =  40000 . 1 ,06«»  -  2000 -^^^-gg- 

=  40000.2,6532977—2000.33,0659541 
=  106131.908 — 66131,908 = 40000. 
Eben  so  erhSIt  man  den  Stand  der  Schnid  am  Ende  des  SOsten  Jahres : 

1  05S0 1 

1.S0  =  40000 . 1,05»»  -  2000 .  i^^J^-^ 

=40000.4.3219424  —  2000.66,4388475 
==172877,696—132877,698=40000. 

Der  8tand  der  Schuld  am  Ende  des  408tei]  Jahres  ist: 

1  0540 1 

Ä40  =  40000 . 1,05*0-  2000 .      ^^^ 

=  40000.7,0399887-2000. 120!7997742 

=  281599,548—241599,548=40000. 

Auflösung  zu  b).  Durch  diQ  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen erhSit  man  nach  §.  6.  No.  23)  fiQr  den  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  20sten  Jahres: 

Äao=40000.2,00-2000. =-^.20=80000-59000=21000. 

Hiernach  waren  durch  Zahlung  der  Jahreszinse  19000  aoi^  Ende 
des  20sten  Jahres  am  Kapital  getilgt. 

Nach  30  Jahren  ist  der  Stand  der  Schuld: 

«50 = 40000 . 2,5  -  2000 .  «y"  •  30  =  lOOOOO  — 103500 = — 3500. 

Durch  Entrichtung  der  einfachen  Jahreszinse  wäre  hiernach  am 
Ende  des  30sten  Jahres  das  Kapital  nicht  nur  getilgt,  sondern 
der  Schuldner  hätte  noch  an  den  Gläuhiger.  3500  zu  fordern. 

Nach  40  Jahren  ist  der  Stand  der  Schuld : 

30*1 
«40=40000.3,00— 2000.^,40=120000— 1580OO=r-58OOO. 

•  - 

Das  Kapital  wäre  durch  Entrichtung  der  40jährigen  Zinsen  nicht 
nur  getilgt,  sondern  der  Gläubiger  hätte  sogar  noch  58000  ^  den 
Schuldner  berauszuzahlen. 

Man  siebt  auch  hier,  dass  die  Zinseszins  -  Rechnung  richtige 


^ 
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AntvTorteii  »vA  Resultafp  $;ibt.  liie  Rechnung  mit  «inTschen  Zinsen 
aber  unrichtige'  und  ungereimte,  die  um  so  Nlärker  li  er  vortreten, 
je  grüsser  die  Zeitdauern  sind. 


Jemand  will  ein  Gut  verkaufen,  norauf  ihm  drei  An 
erbieten  gemaclil  n  erden.  A  bietet  30600  baar;  B  hie 
et  iäOOO  baar  und  am  Ende  der  fnlgenden  zehn  Jahr, 
e  2000;  C  bietet  7000  und  am  Ende  der  lolgenden  zebi 
lahre  je  ^000.  Welches  ist  das  vortheilhaltetite  Aner 
hieten,  neini  5  Procent  Zinsen  gerechnet  werden 

a)  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen? 

b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 


Um  die  vorstehende  Frage  zu  beantworten,  bann  man  den 
Werth  der  aiti^ehoteneD  Zahlungen,  da  sie  nicht  gleichzeitig  sind, 
entweder  niif  die  Gegen>Tart,  oder  auf  den  Zeilpunkt  der  lets- 
len  Zahlung,  oder  auf  irgend  einen  andern,  aber  bestimmten 
Zeitpunkt  zurückbringen. 

Erste  Auflüsung-2u  a).  Man  bringe  die  Wertfae  der  An- 
erbieten von  B  und  C  auf  die  Gegenwart  durcli  Rabattirnng  auf 
zehn  Jahre  zurHck.     Hiernach  ist  das  Anerbieten  von  B  werth: 

_ -2000 

"'1,03  "^1,05""^  i.oö""^"  i.oa»o 


=  15000  +  9000.-'     ''**''" 


""^'""" —  0,05" 

^15000  +  2000.7,7217349  =  15000  + 15443,46fl8 
,  =30443,4698. 

Das  Anerbieten  von  C  Ist  werth ; 

IV  -  7000  +  ?000     3000     3000  3000 

in_/ooo+  i^öä  +ra5*+rörs+- ■■  vs^^ 

=  7000  +3000.^-^^- =7000  +  3000.7,7217349 
=  7000  +231^,2047  =  30165,2047. 

Zweite  Auflösung.  Die  Werthe  aller  drei  Anerbieten  sind 
auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  zurückzubringen.  Das  Aner- 
bieten von  A  ist  demnach  werth : 
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Wi = 30600. 1,0510=30600. 1,6288946=49844.1775. 
Das  Anerbieten  des  6  ist  wertb: 

ir,=  15000. 1.05»<»+2000.  l,05»+2000.  l,05»+2000.1,05'...+2000 

1  05^0 1 

=  15000 . 1,05w + 2000 .  i^^^^g-^ 

=  15000 . 1,65»8946 + 2000 .  12.5778925 
=24433,4194 -I- 25155.7850 =49589.2044. 

« 

Das  Anerbieten  von  C  Ist  werth : 

|F8=7000.1,05w+3000.1,05H3000.1,05«+3000;i,05'^+...300O 

=7000.1,06*0+3000.^  QQg 

=7000. 1,6^88946+3000. 12,5778925 
=  11402,2623 +37733,6776  =  49135,9399. 

Dritte  Aufiösong.  Man  wähle  irgend  «inen  andern  Zeit- 
pnnkty  etwa  das  Ende  des  ffinften  Jahres,  and  bringe  den  Werth 
der  drei  Anerbieten  hierauf  zurfick.  ,Man  hat  dann  die  Summen 
zu  bestimmen,  wozu  die  früher  ßiil igen  Kapitalien  anwachsen  und 
die  später  fälligen  zu  rabattiren,  x 

Das  Anerbieten  des  A  ist  am  Ende  des  fünften  Jahres  werth  : 

Wi  =30600. 1.05» = 30600. 1,2762816=39054.2158. 

Das' Anerbieten  des  B  ist  werth: 

If,  =  15000 . 1.05»  +  2000(1,05*  + 1,05»  +  1,05«  +  1,05  +  1) 

+ ^^^^  (rö5 + t;ö5» + •  •  •  nös») 

•   1  05»—]  1-^1  05-» 

=  15000 . 1 ,05»  +  2000 .  '^  Qg     +  2000 .      qJ^ 

=  15000.1,2762816+2000.5,5256313+2000.4.3294767 
,=19144.2234+ 11051,2625  +  8658,9533=38854,4392. 

Das  Anerbieten  des  C  ist  wertb: 

Tr,=7000. 1,05»  +  3000(1.05*  +  1.05»  + 1.05»  +  1,05  +  1) 

+  ^®®^(i;ö5  +  i;ö5ä+-  ••  l705»y 

=7000.1,2762816+3000.5,5256313+3000.4,3294767 
= 8933,9712  +  16576,8939  + 12988,4301  =  38499,2952. 


■!^^^ 


rfer  politischen  Arilhmeiik. 


^ 


Erste  AuflOsang  zu  b).  Bringt  ni 
men  mit  einTachen  Zinsen  auf  die  Geget 
Anerbieten  von  B  jetzt  «erth  : 


D  die  angegebenetj  Sum- 
.•arf  zurück,    sa  ist  das 


I 


r 


Wa=  15OO0  + 


2000     2000     2000 
1,05  +    1,1    ■•"  1,15  + 


=  15000  +  2000 . 7,944949475 
=  15000  +  15889,89895=3088! 
Anerbieten  Ton  C  ist  jetzt  werth : 

1^3  =  7000  -f  3000  C  ^     ■    *    ' 


\.i,05^u^rr5^ 

=  7000  +  3000 . 7,9449404755 

=  700,0  +  23834,848426  =  30834,8484. 


Ä) 


Zweite  Anflüsung.  Man  bringe  die  Wertbe  sämmtlicber 
Anerbieten  auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  zun'ick.  Das  Aner- 
bieten von  A  ist  dann  werlh: 


Da»  Anerbieten  t 


«,  =  30600. 1,5  =  45900. 
I  B  ist  nertb  : 


,^  =  15000.1,5+2000(1,45+1,4+ 1,35  +  ....  1,05  +  1) 
=  15000 .1,5,+  2000;^^—  =  22500  +  24500 
=  47000. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  wertb: 

«5=7000.1,5  +  3000(1.45  + 1,4  + 1,35  +  ....  1,05  +  1) 


Dritte  Auflösung.  Der  Werth  * 
uur  da»  Ende  des  fäntlen  Jahres  zun 
bieten  von  .\  ist  dann  irerlh  : 


immllicher  Anerbieten  ist 
[^kzubringeii.     Das    Aner- 


S,  =30600.1,25^38250. 
Das  Aaeibielen  von  B  ist  iTerlh; 
ThflU  .XXXVl. 
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S,=1S0Ö0. 1,25-1- 2000  (l>2-f],lS  + 1,1 -f  1,05  +  1) 

=  15000 . 1,25  -1-2000  •  ^^+2000 . 4,384370412 

=  18750 + 11000  +  8728,74082 
=  3847^,7408. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  werth:     ^ 

*      Sj=:7000.1.25+3000(l,2-H,15  +  l,l-hl,05-H) 

+  ^**®(i;Ö5  +  Tri+iJ5+- W 

= 7000. 1,25  +  3000 .  ^ .  5  -f  3000 . 4,364370412 

=8750  +  16500+13093,1112 
=38343,1112. 

Stellt  man  nun  die  erhaltenen  Resultate  zusammeo,  so  ergibt 
sich  Folgendes,   und  zwar  nach  der  Rechnung  mit  Zieseszinsen : 


das  Anerbieten  von 
A  ist  werth 


gegen  wärt,  i  am  Ende  des  10.  J. 


am  Ende  des  5.  J. 


30600 


49844,1775 


39054,2158 


das  Anerbieten  von 
B  ist  werth 


30443,4698 


49589,2044 


38854,4392 


das  Anerbieten  von 
C  ist  werth 


30165,2047 


49135,9399 


38499,2952 


Nach  der  Rechnung  mit  einfachen  Zins^: 


das  Anerbieten  von 
A  ist  werth 


gegen  wärt. 


am  Ende  des  10.  J. 


*'> 


am  Ende  des  5.  J. 


30600 


45900 


38250 


das  Anerbieten  von 
B  ist  werth 


30889,8989 


47000 


38478,7408 


das  Anerbieten  von 
C  ist  werth 


30834,8484 


47250 


38343,1112 


Die  drei  aus  der  Zinszinsrechnung  folgenden  Auflosungen  geben 
fibereinstimmend  die  gleiche  Antwort  und  erklären  das  Anerbieten 
des  A  für  das  vortheilhafteste  und  das  des  C  fnr  das  schlechteste. 


B 

^^^m 

^^m 

^^^1 

der  piilUiSChei 

Aritlimeiik. 
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"""Die  aus  der  Rechnung  mit  einrachen  Zinsen 

olf'encleii  Anf.               H 

IDsungen 

riidersprechen   den  fnlht 

ni  und  unter  sieb  selbst,    denn               ^| 

jede   Auf 

iisun^    u'iilersp rieht    der 

Aussage    der    a 

ilerii.     Ureter            jm 

Umstantj 

allein  genügt,    um  ein 

gerechte»  Misstrauen  gegen  die               ^| 

von  ihr  aulirestellten  Resultate  zu 

hegen. 

■ 

Uass 

dieses  Misstraiien  ein  b 

egründetes  ist,   z 

eigt  sich  ganz               V 

deutlich. 

»enn  man  die  Werthe, 

»eiche  man  durch  beide  Rech- 

nungsarle 

für   ein    und    dasselbe 

Anerbieten   erhält.    Schritt   Tür 

Schritt   ei 

ner  Prüfurie  unternirft  i 

nd  die  etnas  im 

hevolle  Recb- 

nung  durchführt.      Diess  soll   an  d 

em  Anerbieten  de 

B  geschehen. 

um   späte 

einer   weitem    derartig 

en   Nachneisung 

überhoben   zu 

sein,    da 

ie  nhnedem  viel  Raum 

einnimmt. 

Da  B  J5000  baar  zahlt,  so  ist  zuerst  der  VVerth  v 

nn  15889,89895 

(Werth  d 

s  Anerbietens  bei  einlachen  Zinsen)  und 

dann  der  von 

15443,469858  (Werlh  des  Anerbieten*  hei  Zinst-si-.ir 

sen)  zu  unter- 

suchen. 

.  15889,89895 

Isles  Jahr 

Stand  des  dlnthabens 

■V 

Zins  hinüu    ..... 

794,49494 

1(5684,39389 

Zahlung  ab 

.    2000 

2te8  Jahr. 

Stand  des  Guthabens 

.  I4ti84,3ä38<) 

Zins  hinüu 

.     734,21970 
15418,61359 

Zahlung  ab 

.    2000 

3te8  Jahr. 

Stand  des  Guthafiens 

.  13418.61359 

Zins  hinziv 

•  .    . 

.     670,93067 
14089,54426 

■•<fc>  Jahr. 

Zahlung  ab 

.    '2000 

Stand  des  (iutbabens 

.  12089,54426 

Zins  hinzu  

.     604,47721 

nmiMüi 

Zahlun«  ah 

.    2000 

Sil»  Jahr 

Stand  lies  Guthabens 

,  10694,02147 

Zins  hinzu 

534,70107 

11228,72254 

Zahlung  ab 

.    2000 

etei  Jahr. 

Stand  des  Guthabens 

9228.72254 

Zins  hinzu   .... 

.      461,43612 

9690,15866 

m 

Zahlung  ah 

.    2000 
7690,15866 
19« 

f 


I 
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7tes  J^hr.    Stand  des  Guthabens .    '^    .7690,16866 

Zins  hinzu' 384^0793 

8074,66659 

V      Zahlung  ab  . .  2000 

8tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens  .    .\    .    .    .    .   .' .    .6074,66659 

_  Zins  hinzu'. 303.73332 

6378,39991 

Zahlung  ab  ........ .2000 

9tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens .  4378,39991 

^  Zins  hinzu , .   . 218,91999 

4597,31990 

Zahlung  ab 2000 

lOtes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 2597,31990 

Zins  hinzu .129,86599 

2727,18589 
Zahlung  ab  ..:..........    .    .    2000 

Ueberschuss  am  Ende  des  löten  Jahrs    .......    727,18589 

Nach  dieser  Rechnung  müsste  sieh  sofort  ein  Ueberschuss 
Yon  727,185....  fär  den  Verkäufer  durch  die  Zahlungen  des  Schuld- 
ner von  je  2000  am  Ende  eines  jeden  Jahrs  ergeben. 

Stellt  man  nun  dieser  Rechnung  die  folgende  gegeniiber,  welche 
von  dem  Ergebniss  der  Zinszinsrechnung  auisgeht,  so  erhält  man : 

Istes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 15443,469858 

Zins  hinzu     . 772,173492 

16215,643350 

Zahlung  ab 2000 

2te8  Jahr.    Stand  des  Guthabens 14215,643350 

Zins  hinzu. t  .    .    .    .     710,782168 

14926,425518 

Zahlung  ab :    2000 

3tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 12926,425518 

Zins   hinzu 646,321276 

13572,746794 

Zahlung  ab 2000 

4tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens ...  11572,746794 

Zins  hinzu 578,637339 

12151,334133 

Zahlung  ab 2000 

5tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 10151,384133 

Zins  hinzu 507,569206 

10658,953339 
Zahlung  ab   ........  ^ 2000 

8658,953339 


der  ptilitischeii    \riinmelili. 


IJites  Jahr,     Stand  Hes 


(iuthalietis 8698,U5333U 

432,947667 


9091,001000 

Stand  <le«  GLfhabetis    .... 

7091,901006 

Zahlung  ab 

7446,496036 
,  2000 

272  324803 

5718,820859 

3718  820859 

Zins  hinzu     

185,941043 

test 


3904,761902 

Zahlung  ah 2000 

Jahr.     Stand  des  Guthaben« 1904,761902 

Zins   hinzu 95,238095 

1999,99999 

ZahlrniRah 2000 

0000...".. 


da  1999,99999=2000  ist.  Hieraus  zeigt  sich,  dass  wenn  Jemand 
in  zehn  auf  einander  folgenden  Jahren  je  2000  zahlt,  der  gegen- 
wärtige Werlh  dieser  Zahlungen  gerade  15443,4698....,  nicht  mehr 
nicht  weniger,  beträgt,  und  dass  diese  Summe  den  wahren  Werth 
sämmtlicher  Zahlungen  Teststellt.  Vitiim  nun  die  Rechnung  mit 
einrachen  Zinsen  den  gegenvrfirtigen  Werth  derselben  Zahlungen 
zu  15880,8989....  angibt,  so  ist  diese  Angabe  uDrichtig  und  zn 
hoch.  Der  Verkäufer  wird  durch  sie  getäuscht  und  kommt  offen- 
bar, wenn  er  ihr  vertraut,  in  Schaden. 


5-  19- 

Der  Besitzer  einer  Fabrik  fordert  zum  Eintritt  in 
sein  gut  rentirendes  Geschäft  mit  EJntajre  irgend  einer 
Summe  auf.  Drei  Anerbieten  tverden  gemacht.  ^  bie- 
tet die  Einlage  von  62500  gleich  baar  an  und  verjiflich- 
tet  sich,  wenn  noch  ein  anderes  oder  mehrere  Anerbie- 
ten erfolgen  soll  ten.  1000  mehr  als  die  hlichst  angebotene 
•Summe  einzulegen. 

B  bietet  die  Summe  20000  baar  und  am  Ende  eine 
jeden  der  folgenden  15  Jahre  je  4000.   C  bietet  die  b 


J 
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Summe  von ^500  und  am  Ende  eines  jeden  der  folgen- 
den 15  Jahre  je  3000. 

Welches  ist  das  vortheilhafteste  Anerbieten  und 
wie  viel  muss  A  aufzahlen,  wenn  der  von  ihm  bezeich- 
nete Fall  eintritt  und  sein  Anerbietet)  angenommen 
wird? 

Die  Vorliegende  Frage  soll  auch  hier  durch  die  Rechnung  mit 
Zinse£$zinsen  \ind  einfachen  Zinsen  beantwortet,  jedoch  nur  eine 
Auflösung  statt  dreier  wie  im  vorigen  Paragraphen  gegeben  wer- 
den, da  die  Diflferenz  der  verschiedenen  Auflösungen  im  vorigen 
hinlänglich  klar  hervorgehoben  wurde. 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  Zioseszinsen.: 
Das  Anbieten  von  B  ist  gegenwärtig  werth : 

« 

Ä.=20000+4000(jl-5  +  ji-,  +  jigg  +  ....  ,-ip,) 

« 

=20000+4000. — ^^—  =20000+4000,10,3796580 

=20000  +  41518,6320  =  61518,632. 
Das  Anerbieten  van  C  ist  gegenwärtig  werth : 

l2,=30500  +  300o(Tj;Jg  +  jJ^,  +  ^^ 

=30500+3000.10,3796580 

=  30500  +31138.9740  =  61638,974. 

Die  Anerbieten  ordnen  sich  wie  folgt: 

Werth  des  Anerbietens  von  A:    62500, 
„        „  „  „0:    61638,974, 

„  „     B:    61518,632. 

♦ 

A  muss  hiernach  noch  138,974  aufzahlen. 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinaen: 
Das  Anerbieten  des  B  ist  gegenwärtig  werth : 

= 20000  +  4000. 10,980835237 
=20000 -I- 43923,3409=6392^,3409. 


mm 


I 


zier  iioHliacheii  Arlihmetilf- 
Das  Aaerbieten  von  C  ist  )jegenwifrtig  werth : 

fl,=30500  +  3000(jl-5+ij4^5  +  ...iI-J 
= 30500  +  3000 . 1 0,980835237 
=30500  +  3-2942,5057  =  63442,5057. 
Die  Anerbieten  ordnen  sich  vtie  folgt: 

WerEh  Hes  Anerbietens  von  B:    63923,3409, 

C:    63442,5057, 

«     A:    62500. 
A  riiüsst«  hiernach  noch  2423,3409  aufzahlen. 

Auf  ein  zu  verkaufendes  Haus  bietet  A  21600  baar, 
B  4000  baar  und  viermal  am  Schlüsse  eines  jeden  Jah- 
res je  4000  und  am  Ejide  dea  fünften  Jahres  4100;  C 
4000  baar  und  siebenmal  am  Schlüsse  eines  jeden  Jah- 
res 3000.  Welches  iet  das  vortheühafteste  Anerbieten 
bei  5  Procent  Zinsen? 

AuFlilsung  durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen,  die  in 
ibgelcüTzter  Form  gej^eben  wird. 

Das  Anerbieten  von  B  ist  jetzt  nerth : 

-1.05-*      4100 
0,05       +l,05«~ 
Anerbieten  von  C  iet  wertb  : 


:=  4000  +  4000 


=21396,2894. 


Da« 


ß5=4000 + ;m)oo.  '  q'^  ' 


=21359,1202. 


erbieten  ordnen  sich  : 

das  von   A   Ist  < 


;rth:     2)500, 

21396.2594 . 
2I3S9,1202. 


AaflSsung.     Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 
Das  Anerbieten  von  B  ist  werth : 

R.  =4000  ,.  400o(,^og  +  jL  +  j^  +  ,y  +  gW 
=21537,4813. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  werth  : 
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ßj = 4000  f  3ooo(j^  +  n  +  ns  +    rb) — 21623,0252. 

Die  Anerbieten  ordnen  sieb  in  umgekehrter  Reihenfolge: 

« 

das  von  C  ist  iverth :  21623,0250, 
B  „  „  ?15Sf7,4813, 
A    „        „         21500. 


§.  20. 

Nun  soll  noch  eine  hieh^r  gehörige  Aufgabe,  die  aus  Claus- 
herg*s  „Demonstrativer  Rechenkunst^',  S.  123Ö  genom- 
men ist,  deswegen  hier,  aber  in  veränderter  Form  und  Auflösung 
mitgetheiit  werden,  weil  sie  Veranlassung  'zu  einigen  Bemerkun- 
gen gibt. 

Auf  ein  zwangisweise  zu  veräusserndes  Gut  bietet 
A  18300  baar.  Bliietet  20000,  nämlich  4000  baar  und  16000 
auf  Fristen  mit  je  4000  jährlich  in  vier  Jahren.  C  bie- 
tet 21000,  und  zwaräOOO  baar  und  die  übrigen  18000  in 
sechs  Jahren  3000  jährlich.  Welches  ist  das  vortbeil- 
hafteste  Anerbieten  bei  5  Proc.  Zinsen 

a)  bei  Zinseszinsen? 

b)  bei  einfachen  Zinsen? 

Auflosung  zu  a).  Bringt  man  das  Anerbieten  des  B  auf 
die  Gegenwart  zurück,  so  erhält  man: 

I?  ->innA    4000.4000     4000.4000 
/^.^_4ÜUÜ+  j;^  +i,06a  +  i;öP+  1,054 

=4000+4000.i^^^^*=4000+4000.3,5459505 
=  40004^14183,8020  =  18183,802. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  gegenwärtig  werth : 

ßs =3000  +  3000^  j-^  +  j^ +  ,...  |-^^ 

= 3000 + 3000  =-ö^^ = 3000  +  3000 . 5,0756921 
= 3000  + 15227,0763  ==  18227,0763. 


iler  poliflscheii  Ariikmetik. 
Die  Wertfae  der  Anerbieten  stellen  sieb  so: 

das  Anerbieten  von  A  bt  werth:    18300, 


Auflösung  zu  b). 
1  B  auf  die  Gegentva 


Bringt  man  den  Werth  di 
1  zurÜL'k,  80  erhält  man  : 


18227,0703, 
l!j  183,8020. 

Anerbietens 


«.=4000  +  4O0»([i5  h  i  +  ji.  +  ^2) 
=  1000+4000.3.564370412 
=4000+  14-2ä7,481648=  18257,4816. 
Das  .Inerbieten  des  C  ist  gegenwärtig  werth : 

fi3  =  3O0O+3«00(j^+jif  +  ^+...,A) 

=3000+3000.5,133601181 
=  3000+ 15400,8035=  18400,8035. 
ernach  ordnen  sich  die  Anerbteten  in  folgender  Weisi 
das  Anerbieten  von  C  ist  nerth:    18400,8035, 


Hiezu  macht  von 
„Also  siehet  man  at 
Berechnungen ,  sond« 
traire  Antworten.  De 
der   ersten   des    A  Li 


18300. 
18-257,4816. 
e  Bei 


Clausberg  folgende  Bemerkung  S.  1233.: 
vorigem  Esempel  nicht  nur  zweierlei  Art 
1  auch  zwei  unterschiedene,  ja  ganz  cou' 
n  nach  der  zweiten  Art  ist  des  C  und  nacli 
tum   am   besten   zu  achten.     Und  habe  ich 


solches  Exempel  mit  Fleiss  also  eingerichtet,  damit  diejenigen 
ihren  Irrthuni  hieraus  desto  deutlicher  erkennen  mögen,  welche 
vermeinen,  es  wäre  gleichviel,  nach  welcher  von  den  gedachten 
zwei  Arten  die  Ausrechnung  angestellt  würde,  und  käme  nach 
beiden  gleichwohl  in  puncto  der  Hauptfrage,  welches  Licitum 
nämlich  am  besten  zu  achten  sei,  einerlei  Antwort." 

Nun  sollte  man  erwarteo,  dass  Clausbecg,  veranlasst  durch 
die  von  ihm  hervorgehobenen  Widersprüche,  auf  die  Untersuchung 
der  Frage  eingehen  würde,  welche  Rechnungsart  als  die  richtige 
aufgestellt  werden  müsse,  da  der  erste  Schritt  zur  Untersuchung 
und  Entscheidung  gethan  war.  Diess  geschieht  aber  nicht  und 
er  kommt,    wie  oben  §.  2.  angegeben    ist  (§.  1278)   zu  der  eigen- 
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thümlichen  Folgerung»  das«  die  Rechtegelebfien  die  angeregte 
Frage  zu  entocheiden  babeu.  Schliesslich  giebt  er  aber  >(§.  1279.) 
auf  Befragen  iseine  sul>jective  Ansicht  dahin  ab»  dasei  die  Rech- 
nung mit  Zinseszinsen  der  andern  vorzuziehen  sei.  Von  Angabe 
der  GrQnde  biefür  oder  Aufsteiluirg  eines  Beweises  ist  aber  bei  • 
ihm  und  den  spätem  Schriftstellern ,  wie  §.  2.  gezeigt  wiirde,  nicht 
die  Rede. 

§-21. 

Eine  jährliche  Rente  von  2000  ist  25  Jahre  lang  am 
Ende  der  Jahre  fällig.  Es  fragt  sich:  wie  gross  ist  Ihr 
gegenwärtiger  Werth 

a)  wenn  sie  jährlich  gezahlt  und  zu  4  Procent  jähr- 
lich verzinst^ 

b)  wenn  sie  jährlich  gezahlt  und.  halbjährlich  ver- 
zinst, 

c)  wenn  sie  halbjähf^licb  im  balbeii  Betrage  (1000) 
gezahlt  und  halbjährlich  verzinst  wird? 

Auflösung  zu  a).  Sämnitliche  Summen  sind  auf  25  Jahre 
mit  Jahreszins  zu  fabattiren.  Ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  hiernach  r 

2000  .  2000  .  2000  .         2000 


^1  —  1  n/i  +  1  nj2  +  TTkÄz  +  •  •  •  • 


1,04  ^  1,04«  ^  IW^ •  •  •  1,04«» 

1  —  104-** 
=  2000.^—77— — =2000.15,6220799 

U,U4 

=  31244,1598.... 

Auflösung  zu  b).  Der  halbjährlicbe  Zinsfuss  ist  2  Procent. 
Die"  am  Ende  des  ersten  Jahres  fällige  Summe  muss  auf  zwei 
Halbjahre,  die  am  Ende  des  zweiten  föllige  auf  vier  Halbjahre 
u.  s.  w. ,  die  am  Ende  des  25sten  Jahres  Üilige  Snmme  auf  50 
Halbjahre  rabattirt  werden.  Der  gegenwärtige  Werth  sämmflicher 
Summen  ist  daher  unter  diesen  Voraussetzungen: 

2000      2000      2000  2000 

^""  IJP  + 1752*  + 1,02«  ■''    •1,02^ 

^onoft  l-1.02-«o^  1-0.371S279 

—zuw.   i^_i  =aww.   iQ4Q4_i 

--^0,6284721      10000000.0,6284721 
=^**""    0,04W   = 2Ö2~~ 

=31112i48l. 


Der  Besitzer  der   Rente    hekommt  neniger   an    Kapital    odei 
Rente   ist    Hohlfeiler,    denn    die   halbjübri^e   Rabattin 
einen  geringem  Werth. 

dufli'sung  zu  c).  Im  dritten  Falle  ist  die  Hälfte  der  Jah- 
resrente am  Ende  eines  jeden  halben  Jahres  lliUig.  Die  Verzin- 
sung ge^^chieht  also  in  diesem  Falle  auch  halbjährlich.  (Ni>.20.§.3.) 
Die  halbe  Rente  von  1000  »ird  daher  50mal  ausgezahlt.  Alle 
diAe  Summen  müssen  daher  bei  2  Procent  rabattirt  werden. 
IVIan  erhalt  dann: 


ßj 


1000    ,    1000 


1000 
l,0>ä 


JOOO 
■),02w 


-^1000,31,4=236059 


=  *"""        0.02 
:::  31423,6050. 

kpie  erhaltenen  Resultate  ordnen  sich  so ; 
^  fij  =  31423,6059 

ß,  =  31244,1398 
fia=3I112.481. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Werth  einer  halbjährigen  Rente 
im  halben  Betrage  und  bei  halbjähriger  Verzinsung  vortbeilbarter 
ist,  als  der  einer  ganzjährigen  im  doppelten  Betrage  bei  jährlicher 
Verzinsung,  und  dieser  selbst  nieder  vortbeilhafter,  als  der  einer 
ganzjährigen  Rente  bei  halbjähriger  Verzinsung. 

Da  aber  ein  einzelner  Fall  kein  allgenieines  Gesetz  beweist, 
sondern  höchstens  andeutet,  so  soll  die  Richtigkeit  des  Gesag' 
ten  für  jeden  Zinsfuss,  jede  Zahl  der  Jahre  und  jede  beliebige 
Rente  nachgewiesen  werden.' 

Nennt  man  nun  die  Jahresrenle  K,  den  Zinafuss  p,  die  Zahl 
der  Jahre  »,  so  hat  man  für  den  gegenwärtigen  Wertb  einer 
njährigen  Jahresrente  K  hei  gansjähriger  Verzinsung: 


I) 


^  1,0p  "^  1,0p»  ^1,0^» 


-I,Op-" 


=n-7i;;('- 


""■  0,0p  ~0,0; 
Der  gegenwärtige  Werth  derselben  Rente  bei  halbjährlicher  Ver- 
zinsung ^~Pi  und  ganzjähriger  Z;>htung  bestimmt  sich,  da  die 
Rentenbeträge  in  Halbjahren  rabattirt  werden  müssen,  durch: 


ß 
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K  K      ^      K  K 


l,Oft« ^ ISipx*^  1,0/»,«^  •  1,0p,«- 
_  „  l-1.0p.-a»_        Jg 

**^'    1A««9-_1     — 1  A^  « IV'^ 


1,0/?!«- 1  -l,Opi«-r'     1,0;^*« 


). 


Bestimmt   man    nun,   den    gegenwärtigen   Werth    eider    njäbrigen 

K 

Rente,  wenn  der  halbe  Rentenbetrag   ^^=,Ki    jedes    halbe    Jahr 

ausgezahlt  und  verzinst  wird,   so  hat  man   2n  Halbjahreszahlun- 
gen auf  2n  Halbjahre  im  Zinsfuss  l^Q^i  zu  rabattiren,  und  erhält: 

*>;  «^8—1  A«      T    I  /^^  •    +  1  ft^  8  +  •    • 


Nun  ist  zu  beweisen,  dass 

ist.     Dieser  Beweis  führt  sich  so :    Die  correspondirenden  Glieder 
der  Reihen  in  No.  J)  und  No.  2)  haben  die  allgemeine  Form : 

'  K        ^       K 

und 


K  K 

Es  lässt  sieh  nun  leicht  geigen,  dass  Tnz;^  r?F~^'  ^^  ist  nämlich : 

und  ' 

Es  ist  daher: 

4)        1,(^1*  >  1,0^  und  um  so  mehr  (l,0!p,*)r>  ^QP^       ' 
folglich  ist  umgekehrt  bei  der  Division: 

Da  diess  von  allen  correspondirenden  Gliedern  in  No.  1)  und  2) 
gut;  so  ist  auch  die  Summe  aller  Glieder  in  No.  ])  grosser  als  die 
in  No.  2),  oder: 


m 

,ler  politlsefien  \ritlimfHk. 

2«)               ■ 

6) 
alio 

l-l,Op-           l_l,Op,-«. 

1 

*■      üüp      >  "    l,Op,"-l 

.       1 

■^      ün.zu 

zeigen,  ilass  ß3>ffi  ist,  liat  man  im  Summenausdrucli                 ■ 

von  No.  ;i) 
hieHurch  : 

«,  =  ,*  und  0,(>ft=?|f    einmflilirCT.       E. 

entsteht                 H 

8) 

"•     J.O.OpC     I.Op,"'     0.0p"     \0p,'->- 

1 

Vergleicht 
mit  Hflife 

man  diesen  Werlh  mit  No.  ]),   so  erltennt  n 
on  No.  4)  und  S),  daso 

an  lelebt                ■ 

9) 

IB5<'     l,0ft'-'>0,0p<'      I7F-' 

J 

ist,  weil  .1 
ser  ist,  als 

ür  eingeklammerte  .\u8drucli  auf  der  linken  Seite  grB«-r       "    ^1 
der  auf  der  recliten.     Es  ist  also:                                            .    ^H 

lt,>  ff,. 

■ 

folglich  in 

Verbindung  mit  No.  7) : 

j 

oder 

lOJ      Kl 

l-l,Op,-'\  „  l-I.Op-          l-l,Op,-'" 

H 

O.Ofi,       -        ■    Ofip      '  "•    l,Oft»-l 

upter  tier 
ist  aus  10) 

11) 

tledingung,    dass  Kt  —  IK  und  p,  =ip  ist. 
l-l,Opr"     s-l-LOp,-'" 

Zugleich                fl 

'   1 

*'■       0,0p,        ^"^   l,Op,"-l 

Jemand    hat    liher  eine  25,iährige   Rente    von 
TerTügen.     Er  will  sie  sogleich  nüs8i<!  mache» 
ihm  zukommende  Kapital    sogleich  verwenden 
neu.     Wie  gros«  ist  das    flilssig   v>^erdende  Kap 
5    Procent,    wenn    die    oben    angegebenen    Red 
methoden  angewendet  werden? 

ital    bei                 ■ 
e,lo...                 1 

Der  gegenwSTtige  Werth   bei  jährlicher  Zahlung  nn 
sung  ist: 

fi,  =28187,8892, 

Verzin- 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Zahlung: 

J 
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i25Bt=  28012,16, 

bei  halbjährlicher  Zahlung^  der  halben   Rente  und   halbjährlicher 
Verzinsung 

/  A3  =  28302,3177. 

Eine  50jährige  Ren.te  von  2000  hat  unter  denselben 
Voraussetzungen  wie  oben  bei  4  Procent  Rabatt  fol- 
gende Werthe: 

Äi=:  42964,3692, 

Äji=  42671,6352, 

«3  =  43098^3516. 


§.  22. 

Jemand  hat  ßine  Schuld  von  40000  in  20  Jahren  durch 
gleiche  Summen  mit  5  Procent  Zinsen  zurückzuzahlen. 
Es  fragt  sich:  Welche  Art  der  Zurückzahlung  ist  für 
ihn  die  vortheilhafteste?  ^ 

a)  Soll  er  sie  in  Jahresfristen  und  bei  jährlicher 
Verzinsung, 

b)  soll  er  sie  in  Jahresfristen  und  bei' halbjährli- 
cherVerzinsung, 

c)  soll  er  sie  in  Halbjahresfristen  und  halbjähr- 
licher Verz-insun^  zurückzahlen? 

Auflösung  ^u  a).  Man  nenne  die  zu  bestimmende  Summe, 
die  er  jährlich  zur  Tilgung  der  Schuld  aufzuwenden  hat,  7|t  Diese 
Summe  muss  20mal  am  Ende  der  folgenden  Jahre  gezahlt  wer- 
den. Bestimmt  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  dieser  20  Zah- 
lungen bei  5  Procent  Zinsen,  so  muss  derselbe  der  aufgenomme- 
nen Schuld  gleich  kommen.    Man  hat  daher  folgende  Gleichung: 

*""""- 1,05  ^i;^«''' 1,05»+   ••p5«'-'»       pß— • 

Hieraus  bestimmt  sich  die  gesuchte  Summe: 

40000       ^  40000.0,05  _      40000 
^1  —  1  -^  l,05-?o  ~  l-l,05-«o  ~"  12,4622103 ' 
0,05 


log  40000 =4,6020600 
log  12,462210  ==  1,0985951 

3,5064649, 


N 


t 


rfcr  pullliichen  Arithmellk. 


^  JV.  3,5064649  ^  3209,704. 


9,704    iiird    unter    der   i 


nannten  Bedingang  ohi^e  Schuld  getilgt. 


iig  zu  b).    ''Soll    die   Schuld    in    gleichen   jährlichen 


I  Sommen  mit  halbjährlicher  \'e 


mg  getilgt  «erden,  so  ist  der 


Halbjahre: 

<zins  2,5  Proient  i 

und  1 

man  hat  Kämnitliche  Jalireszahlun- 

'^n  durch 
•Werth    isl 
Jlhrlich  ., 

40  Balbjahre  zu  i 

der   aufgenomm« 

t  zahlende  Summe 

rabattiren.    Der  hierf 

inen    Schuld    gleich. 

T.„  so  hflt  man  dt 

ms  sich  ergehende 
Nennt   man   die 
e  fJlelchnog; 

,     40000  = 

rO^+ljO^"*"! 

rö^»+--jw^'= 

,„    7-1,025-« 
^-    1,025'- f    - 

,iind  hierini: 

. 

,,.      40000(1,028'- 1) 
L-      '«—      1_  1,025-40 

4001 

DO .  0,050625       40000 . 0,050625 

-0.3724306 

0.6275694      ' 

"P 

Iog40000. 
log  0,0306:25  = 

log  0,6275694  = 

^4,6020600 
=  0.7043650-2 

3,3064250 
=0.7976618-1 

3,50S7632, 

.:, 

^ 

Ta  ^  A'.3, 

,!)08763Ü  =  3226,735. 

Auflösung  EU  c).  Wird  die  Schuld  in  Halbjahres  fristen  und 
'bei  halbjährlicher  Verzinsung  getilgt,  so  ist  der  Hathjahreszlns 
2,5  und  es  werden  40  gleiche  Summen  gezahlt.  Nennt  man  diese 
Summen  T^  und  rahattirt  sie  auf  40  Halbjahre,  so  muss  ihr  ge- 
genwärtiger Werth  der  aufgenommenen  Schuld  gleich  sein.  Man 
erhält  daher: 


40000^ 
und  hien 


1,025  ^  1,025'  '^l,0i5i 


^=r. 


1  — 1,025-*» 


log  40000  = 
Iog25,102775  = 


1,3997216 


3,2023384,  ,,. 
Tj  =  iV. 3,2023384  =  1593.450. 
Er  zahlt  daher  jährlich  3186,9. 


I 

1 
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Für  den  Schuldber  ist  es  daher  vottbeilhafter,  in  halbjähr- 
lichen Summen  zu  zahlen;  weniger  vortheilhaft  ist  die  jährliche 
Zahlung  mit  jährlicher  Verzinsung  (3209^704),  am  unvprtheiihaf- 
testen  ist  die  jährliche  Zahlung  mit  halbjährlicher  Verzinsung 
(32269735).  Auch  die  hier  gefundenen  Resultate  lassen  sich  leicht 
iti's  Allgemeine  übertragen  und  gelten  fSr  jedes  Kapital  (AT)»  jeden 
Zirisfuss  p  und  jede  Zahl  der  Jahre  ft. 

Die  Auflosung  zu  a)  gibt  daher  bei  jährlicher  Verzinsung 
und  Zahlung,  ivenn  7|  die  zu  entrichtende  Jabreszahlung  be- 
zeichnet : 

. .  -  1.0p  +  J.Op«  +  hOp'  +  •••  l,Op'~   '       0,0p      • 
also : 

1^  „         K  jg.o.qp 

Bei  halbjähriger  Verzinsung  \p=p^  und  jährlicher  Zahlung  ist: 

''-l,()p,«+1.0pi4  +  l,pp,«''"—l,()p,*'-'*-     l,()pi«-l     ' 

also : 

''>  ^«-1— 1.0p,-äü~  *  1  -  Xfipi-^' 

,     I,0p,«-1 

Bei  halbjähriger  Zahlung  ubd  Vei'zinsung  ist: 

*-I,0!p,  +  l.Opi*^l.Qp,''+"I.Op,*"-'='-       0.0p,       • 
also: 

ov  T  ^  K         ^P^ 

^'  ^  »  ~  1  -  l,Opr^  -  *^  •  1  —  l,Op^-a« 

0,0p, 
Da  nun  nach  No.  6)  §.  21. : 

0,0p      ^    l,Qpt«-I  ' 
so  ist  aus  No.  1)  und  2)  dieses  Paragraphen: 

*^  *  1- 1,0p-»  ^*1- 1,0p,-«" 


/ 

V    . 


iler  pnlitisciten  Arfi/iriielih. 


I  ferner  aus  No.  9)  g.  21.: 

l-LOp,-^-        I  —  l.Oy- 
U.Op        '^        0,0> 

so  erhält  man,  Nn.  3;  doppell  fEenonimen; 


T,  =  K., 


i.O.Opi 


1  — l,Oft 
folglich  hieraus  unil  aus  Nn.  i) 
l    ») 


„        0.0p * 

"■l-l,Of,-«"— 1-1,0 


0,0p 


1- 1,0p,-'"  ^"^  111,0p- 


oder  -ITi^Ty,   neun  die  Summe  der  jährlichen  Zahlungen  unter 
einander  verglichen  wird.     Verhindet  man  Nn.  i)  mit  S),    sn  ist: 


0.0p 


l,llp,'— 1 


Jemand  will  mit  einem  verTügbaren  Kapital  tod 
20000  eine  äOjähri^e  Rente  IcauTen.  Wie  s^ross  ist  ihr 
Werth  bei  3,S,  4,  4,5,  5  Proceot  Zioaen. 


Aus  der  Formel 

T 

Ä.O.Op 

hei  3,5  Procerit 

7"=  1407,545 

bei  4 

7"=  1471,035 

bei  4.5 

?■= 1537,523 

bei  5 

rz=  1 604,85-2. 

Üer  höhere  Zinsruss  bringt  dem  Käufer  Vortheil,  wie  sich  diess 
leicht  nachMei^en  läasi,  denn  es  ist  nach  den  hiRberigen  Mitthei- 

0,0/'        ^        O.Ov        ' 

wenn  p's.q  iHt,  folglich  erhalt  man,  wenn  man  nach  No.  1)  den 
Werth  der  aus  einem  bestimmten  Kapitale  K  zn  L.iufenden  Jah- 
resrente bei  verschiedenem  Zinsfnss  darstellt: 

Iheil  XXXVl.  20 
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,1-1,09— -^*l-1.0p-"' 

weno  ^^/i  ist;  d.  h.  der  Werth  der  Rente  wächst  mit  dem  bSbe- 
ren  Ziosfuss. 


§.  23. 

Jemand  kann  im  Laufe  der  folgenden  20  Jahre  jähr- 
lich die  Summe  2000  bei  5  Proeent  Zinsen  anlegen. 
.Welche  Art  der  Anlage  ist  die  vortheilbafteste? 

a)  Soll    er    sie  jährlich    bei   jährlicher   Verzinsung, 

b)soU  er  sie  jährlich  bei  halbjährlicher  Verzinsung, 

•I 

c)  soll  er  sie  halbjährlich^  also  im  halben  Betrage, 
mit  halbjährlicher  Verzinsung  anlegen? 

Auflösung  zu  a).  Geschieht  die  Anlage  jährlich,  so  tragen 
die  einzelnen  Anlagen  bis  zu  19  Jahre  Zinse.  Der  Werth  sämmt- 
licher  Anlagen  ist  daher  im  Augenblicke  der  letzten:  f 

Si  =2000. 1,0519  +  2000. 1,0518  +  2000. 1,051^+ ....  2000 

1  0^520 1     '^ 

=  2000.^^|j^ —  =  2000.33,0659541  =6()J31,9082. 

Auflösung  zu  b).  Geschieht  die  Anlage  jährlich  und  die 
Verzinsung  halbjährlich,  so  tragen  die  einzelnen  Anlagen  der  Reihe 
nach  durch  38,  36,  34  Halbjahre  u.  s.  w.  Zinsen  zu  2,5  Proeent. 
Hiernach  ist  der  Werth  sämmtlicher  Anlagen  für  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage; 

Sa= 2000. 1,025»«+ 2000. 1,025»«+ 2000. 1,025»* +  ...,  2000 
=2000.^^^^^  =  2000.2'^^-» 


1,025« -1 

2000.1,6850638 
0,050625      ' 


1,050625-1 


log  2000        =3,3010300 

log  1 ,6850638  =  0,226^64 

3,5276464 

Iog0,050625   =0,7043650-2 

4,8232814, 

Äa  =  iV.  4,8232814  =  66570,423. 


der  jioUUschen  ArilbmeUk. 
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AaflSsung  zu  c).  Geschieht  die  Anlage  halbjährlich  im 
halben  Betrag«-  (1000),  so  sind  die  cintelnen  Anlagen  bis  auf 
39  Halbjahre  \vn  Zinsfitsae  '2,5  zu  verzinsen.  Hiernach  ist  der 
Werth  sümmtlicher  Anlage  für  den  Zeitpunbl  der  lelzlen: 


Ss-:l000.1,025as  + 1000. 1,02538+ 1000.  r.O; 
1,025*0 


=1000. 


o,o-2r, " 


..  1000* 

=  1000.67,4025535  =  67402,55;j.'-., 


Offenbar  ist  die  halbjährliche  Anlage  mit  halbem  Betrage  und 
halbjährlicher  Verzinsung  die  vnrtbeiliiarteete  Anlage .  dann  l'olgt 
die  ganzjährige  Anlage  mit  halbjährliGher  Verzintiung  und  hierauf 
die  ganzjährige  mit  jährlicher  Verzinsung. 

Auch  diese  Sätze  lassen  sich  leicht  allgemein  nni-hweisen. 
Nennt  man  die  jährliche  Anlage  K,  den  Zinsfusti  p,  die  Zahl  der 
Jahre  n,  wie  frQber,  an  ist  die  Summe,  imzii  n  Jabre.szahlungen 
bei  jährlicher  Verzinsung  anwachsen: 


1)  s. 


=  K.\,(ip' 
=  K 


'  +  Ä.1 


-a+ AM,0;>'"-»  +  ....  Ä'.1,0;)  +  Ä 


1,0p-— 1 
0.0p 


Bei  jährlicher  Anlage  und  halbjährlicher  Veritneting  wachsen  sie 
in  n  Jahren  an  zu  der  Snmme: 


Si  =  /:.  1,0p,  *"-*  + JC,  1,0p,«"-*  +  J.  1,0p,  2 


Ä'.i,Op,'+jr 


■-'■"1,0p,«- 


Bei  halbjährlicher  .\nlase  im  halben  Betrage  wird  jedesmal 
5f  — if,  angelegt  und  im  hidbjahrlicben  Zinsfuss  \p=pi  während 
(2b  —  I)  halben  Jahren  verzinst.  Die  Summe,  wozu  sämnitliche 
Anlagen  hiernach  erwachsen,  ist: 

Äj  ^ff, .  l.Op,-»-'  ^  Kt .  1,0p,'""'  +  Jf, ,  1,0p,'" -3  I  ...ä:,  .  l,üpi  +  Kl 

_r    1,0p,«"- 1 
"*'■      0,Opi 

Vergleicht  man  nun  die 
einander,  so  haben  die  c> 
No.  l)und  2)  die  Form: 


.  I)  — 3)   crhalteneD  Werthe    unter 
nndirenden  Glieder  in  den  Reiben 


\ 


I 


I 
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r-ljO/?»"  und   jr.l,0;>i*'". 
Da  nun  nach  No.  4)  §.  21. : 

SO  erhält  man  aus  No.  1)  und  2)  für  die  Summe  aller  dieser  Glieder: 

^^  ^'     0,0/>    ^^-  l,0;?i2^) 

oder 

Um  die  Werthe  von  No.  2)  und  3)  zu  vergleichen,  hat  man  Fol- 
gendes.    Es  ist  aus  3): 

*»-*>•   0.0p,    -     j(0;oi»)    -*•    0,0p    ■ 

Aus  2)  ist: 

^  i.Opt'"- 1  Jr(i,0pi»»  - 1 )  i.opi'"— i 

;sa  _ Ä .  j  ^j^  2  _  1  -  j  ^  2. 0,0p,  +  0,0p,« - 1  ~  '^  *  0,0p  +  0,0]»,«' 

folglich  ist: 

l,Op,'^-l      ..-l.Op,««^! 
'^•0.0p  + 0,0p,  «'*>*•      0.0p      ' 

da  0,0p  +  0,0p,« >  0,0p  ist.    Hieraus  hat  man: 

-.  l,Op,«»~l  1.0p,«»-l 

*'  *l,0p,«-l  ^^•-     0,0p, 

od«r  ^2  <  1S3.    Aus  der  Verbindung  von  Mo.  4)  und  5)  ergibt  sich: 

ß.  l,0r-1        l,0;it^"~l  l>0;^i^"~l 

oder  «Si  <  i$a < <$3,  unter  der  Bedingung,  dass  Ki^=-\K  und />|  =a/9 
ist,  was  oben  behauptet  wurde.  Beispiele  hiefür  lassen  sich 
leicht  in  Menge  aufstellen. 


§.24. 

£ine  20jährige  Rente  von   2000,    die  auf  den  Zins 
fuss  4  berechnet   ist,    soll   in    eine  Rente   von   gleicher 
Dauer   umgewandelt    werden,    die   auf  den   Zinsfuss   5 
berechnet  wird.    Wie  gross  ist  letztere 

a)  wenn  sie  jährlich  ausgezahlt  und  verzinst. 


«■ 


■  twliliscri{-n  .iTliliineiih. 


b)  wenn   sie    jShrljcb    ausgezahlt    und    halbjShrMfh 
verziost, 

c)  wenn   sie   halbjährlich    im  halben  Betrage   auKge- 
zahlt  und  halbjährlich  verzinst  nird? 

Auf'lüsun^  /.u  a).     Man  bestimme  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  bei  4  Pruuetit.     Er  ist: 


1 


"  1,04  ^  1,04*  T  i_04! 
1—1,04 


-2000 
■  i,04^» 


-^"""■^0:Ü4~ 
=  27180,6526. 


ÜOOO.  13.3903263 


NuD    venvandle    man    diese   Summe  in    eine  20jährige  Rente    hei 
dem  Zinsfuss  5.    Nennt  man  die  Traglicbe  Reute  7',,  so  bat  man: 


27180,6526  = 

=ro8  +  röP+i:(«'+    ros»- 

ind  hieraus : 

^        -27180,6526     27180,6526 

'       I-l,0B-«'-12,4622103 

0,05 

log  12,462210  =  1,095  5«54 

y,  =A. 3.3386644  =  2181,043. 

Allgemeine  Auflüsung.  Nennt  man  die  gegebene  Heute 
K,  die  Zahl  der  Jahre  n,  den  Zinsfnss  ;),  so  ist  ihr  gef;enwär- 
liger  Werth: 


')     ''^=TW.'^ 


1,0p  ^  1,0;**  "^1,0^» 


■      Ö.Öp 


Nennt  inaa  den  Ziuf<fuäs,  in  welchen  sie  umgesetzt  werden  soll, 
y,  nrid  die  zu  bestimmende  Rente  T,,  so  bat  man  iteij  Werth  ß^ 
in  eine  njährige  Rente  fi'ir  den  2in«fiiss  überzutragen.    Man  erhält; 


'~1,09'^1.09«+  1,0^» 
HierauH  ivird : 


■   LOf/"""" 


0,0?    ■ 
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0,0^ 

wenn  der  Werth  fn'r  /?|  aus  No.  1)  eingeführt  wird. 

Auflösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 
ist,  wenn  halbjährlich  im  halbjährlichen  Zinsfuss  lis=z^  rabattirt 
wird  : 

_  2000      2000^00  ^000 

^2  — 1,022  +  1,02*  +  1 ,026  +    ••  1^02*0 

=  2000:^-=^^^==2000.'-^^^^«^^ 


=2000. 


1,022-1  —*"-"•    1,0404-1 
0,5471096     547,109585 


0,0404    ■"     0,0202 

=  ?7084,6329. 

Nennt  man  den  Werth  einer  5procentigen  gleich  lange  dauern- 
den Rente  T^,,  so  gibt  bei  halbjähriger  Verzinsung  die  Umwand- 
lung: 

97081  fi*?9U  —     '^2      ,       ^g      ,       ^2      ,        ?a 1  rp    1~1>025~^ 

z/wö4,D.3zy-  j^^2  +  1,025*+  1,025«"*"  •••1,025*>"^«'  1,0252—1  ' 

also : 

27084,6329(1,0252-1)     27084,632.0,050625 
^*""  1-1,025-40         —      1-0,3724306 

27084,6329.0,050625 
—  0,6275694  ' 

Iog27084,632  =  4,4327229    * 

Iog0,050625   =0,7043650—2 

3,1370879    ^ 

log  0,6275694  =  0,7976618  -  1 

3,3394261 , 

r«  =  N.  3,3394261  =  2184,8725. 

Allgemeine  Auflösung.  Nennt  man  die  Reute  wie  oben 
K,  den  halbjährigen  Zinsfuss  \p=Pif  so  ist  ihr  gegenwärtiger 
Werth : 

3)  ,  . 


fier  pofilisc/ien  Ariihmetik.  303 

Wird  dieser  W«rtb  unter  den  gleichen  Bedingangeu  in  eine  Rente 
für   den  Zin.afu^s  q  umgeivanilelt,    ho  hat  man,    wenn  die   zd  tie- 

stinimenile  Rente    7*9  genannt  nird : 


I 


^  +  r 


,  _ffg(l.07,«- 
■^—   1  —  1,0*/,- 


1-I.Oy,- 


i-"')(I.Q?i«-l) 

■I)(l~1.0y,-«») 


All  flu  SU  Mg  zuc).  Man  bestimme  den  gei^enwärtigen  W'erth 
der  Reute  im  halben  Betrage  (1000)  und  iiu  bitlbjähri(;en  Zins- 
fiiHS.     Man  erhält: 


-  1,02  + 1,0-2^ +  1,0-2=  ^ 


JOOO 


-  1000.27,3554792^27355.4792. 


Nun  rernandle  man  diesen  Kapitaltvertb  in  eine 
jährlich  föllige  Rente  hei  dem  Zinsfuss  2,5.  Es 
■  man  die  zu  befitimmende  Rente    T-^  nennt; 


Ä^'äbrige,   halb- 
entstelit.    nenn 


-1,025 +  1.023-*  + 1,023' 


b 


"  1  —  1,0252^ 
0;025 


-2733S,47a2 
~-  25,1027731  • 


1  og  27353,4792  =  4,4370443 

Io}t25,102775  =1^39972lft 

3,0373227. 

7^3  =  iV.  3,0373227  =  I089,73!i. 


Allgemeine  Auflösung.  Der  ijegen  wärt  ige  Werth  ei 
halbjährlich  fälligen  njährigen  Rente  im  hallten  Betrage  \K^ 
hei  dem  Zinsfuss  Ip^-p^  ist: 


"»-rS^^l.Op,' 
Wird    dieser  Werth   in 


l,0/.,3+   ■■■|,0p,2 


1  ^1^%,- 
0,0p, 


gleich    lang    dauernde,    halbjährlich 
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föllige  Rente   bei   dem  Zinsfuss  q  verwaadelt,   so  ist«    wenn  der 
Werth  dieser  Rente   T^  genannt  wird : 

o  _    ^'s     ,_Iz_._I?_.         Jus     -T    »-»>0g»-'" 
und  hieraus : 

,    "^  ^»  -  1  -  l.0y.-«»-  *  •  0.0p,  (1  -  1.0y -«") ' 

0,09, 

wenn  der  Werth  aus  No.  5)  eingeföhrt  wird. 

Eine  20jährige,  jährlich  föllige  Rente  von  2000,  die  auf  den 
Zinsfuss  3,5  berechnet  ist,  soll  in  eine  gleich  lang  dauernde  vier- 
procentige  nmgeivandelt  werdei^.    Wie  gross  ist  ihr  Werth? 

7^-9000    '-^-^^^"'^   _ML__9091547 
/  —  ^^         0,035  1  -  l,04-*o  ■"  ^^''ö*'- 

Jemand  hat  eine  18jährige,  jährlich  fällige^  Rente  von  1800 
bei  3,5  Procent  unter  der  Bedingung  gekauft,  dass  sie  ihm  ^Is 
eine  4procentige  von  gleicher  Dauer  ausgezahlt  werde.  Wie  hoch 
stellt  sich  ihr  Betrag? 

.    r=  1875,414.  i 


§.25. 

Eine  vierprocentige,  20jährige  Rente  von  2000  soll 
nach  dem  Wunschedes  Besitzers  in  eine  16jährige  bei 
demselben  Zinsfuss  verwandelt  werden.  Wie  gro8s 
ist  der  Werth  der  letztern 

a)  bei  jährlicher  Zahlung  und  Verzinsung? 

b)  bei  jährlicher  Zahlung  und  halbjährlicher  Ver- 
zinsung? 

c)  bei  halbjährlicher  Zahlung  im  halben  Betrage 
und  halbjährlicher  Verzinsun'g? 

Man  hat,  um  die  vorstehende  Frage  zu  beantworten,  zuerst 
unter  den  angegebenen  Bedingungen  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  zu  bestimmen  und  dann  diesen  Werth  unter  densel- 
ben  Bedingungen  in  eine  16jährige  umzuwandeln.  Da  der  erste 
Theil  schon  im  §.  24.  beantwortet  wurde,  so  können  die  dort  ge- 
fundenen Werthe  hier  benutzt  werden. 


der  iiiililiScäeH  .irillimelllt. 
a).     I>er  gegenwärtige  V 


Ä,  =  27180,6526. 

Nennt  man  den  Weilh  der  I6jahrigeri  Heute  T,, 
dem  Vorgänge  von  §•  24 ; 

y,       T,       r,  T, 

27180,6526  =  J-Ö4  +  j^  +  PJs +■■■  TTtJTS  = 
[  and  hi 

_  2718(^6526  _  27180,6526 
^*-~  1^1,04-  »tf  ~  11,6522956' 
0,04 

tng  27180,652  =  4,4342508 
logll.652285=  1,0664114 

3,3678484, 

=  A'.3,3678484  =  2332,644. 

AnriDsung  zu  b).     Der  ge[;enivärtige  Werth    der  Rente  TsT 
nach  §.  24. : 

ßa  =  27084,6329. 

Nennt   man  den  Werth    einer   16jährigen,    halbjährlich    zn   verzin- 
senden Rente  Tg,  so  gibt  die  ümtrandlung: 


_7^ 

"1,02"  ^1,02*  ^1,02«  ■" 


-'a      1,02*-1 


27084.6329(1.02»-  1)  _  27084,6329(1,0404  —  1) 

1  —  1,02-"      "  ~     "     1—0,5306333" 
27084,632«.  0,0404 


AaflUBun 
ist  nach  g.24.: 


log  27084,6320  =  4,4327229 
Iog0,0404  =0,6063814-2 

3,0391043 
logO,46Ö3667  =0,6715122  —  1 

3,3675921, 

T^  =  N.  3,3675921  =  2331,267. 
;  zu  c).     Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 


I 
I 
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Äs  =  27355,4792. 

Nennt  man   den  Wertb    einer   löjäbrigen,   halbjährlich   zu   zahlen- 
den und  zu  verzinsenden  Rente   T3,  so  ist: 

97*^^^  17Q9  — -^  4. -Z»-   I   _ZL   I  ^a     -    y     1  —  1,02-» 

und  hieraus :  , 

27355,4792      27355,4792 


r.=: 


1— 1,02-M  —  23,4683348 ' 


0,02 

log  27355,4792  =  4,4370443 

log  23,4683348=  1,3704822 

3,0665621, 

Tg  =  jy .  3,0665621  =  1 165,634. 

Die  allgemeine  Auflösung  dieser  Fragen  ergibt  sich,  wenn  man 
die  gegebene  Rente  JT,  die  Zahl  der  Jahre',  worin^  sie  fällig  ist, 
n,  den  Zinsfdss  p  und  die>  Zahl  der  Jahre,  während  welcher  die 
umzuwandelnde  gezahlt  werden  soll,  m  ivennt,  auf  folgende  Welse. 

Allgemeine  Auflösung  zu  a).  Der  gegenwärtige  Werlh 
dieser  Rente  ist  nach  No.  1)  §.  24. : 

,   -         l-l,Oy>-^, 

^^-^     ofip    : 

Nennt  man  den  Wertb  der  durch  m  Jahre  zu  zahlenden  und  jähr- 
lich zu  verzinsenden  Rente  7\,  so  bat  man: 


»— m 


p'-JjL  4.    ^>    4.JL  .        J1.-T    lui^- 
"1  — 1,0»  +  TjS^  +  1,0;»»  +  •" \,0j^~  ''  ■       0,0;»       ' 

und   hieraus: 

l^  T  ^'        _      1-l.Oy-» 

'^  ^'  ~1  — l,0p-"'~^l-1.0p-'" 

0,0p 

Allgemeine  Auflösung  zu  b).     Der  gegenwärtige  Wertb 
dieser  Rente  ist  nach  No.  3)  §.  24.: 

i^-jMz^ 

Wird  dieser  Werth  in  eine  mjährige  unter  denselben  Bedinp^un- 
gen  umgewandelt,  so  entsteht,  wenn  man  den  Werth  derselben 
T2  nennt: 


rief  paliilschen  Arithmetik. 


"«~l,0;j,a+  1,0p,* 
jiiü  hieraus: 


"1,0p, 


1,0p,* 


l-l,Op,- 
■    I-Op,"— 


:^=jr. 


l-l,Op,- 


r 


Allgemeirie  Auflösung  zu  c).     Der   ^Bgenwarltge    Werlh 
«er  Rente  im   halben  Betrage  K,  ist  nach  No.  5)  §. -24. : 

'        '"        0,0p, 


Wird  dieser  Werth    i 
wandelt,  so  erhält  m 


iHJährioe,    halhjfitirlich  ßllige   umge- 
1  ihr  Werth   T^  genannt  wird: 


und  hieraus 
3) 


+  1  (In.  8  +■    ■  ■   1  n« 


.Opi*     i.Opr 


ff,0pi 


I  — 1.0p,- 
o.Op, 


-l,Opi- 


Itie  in  den  §6.  ii. — 25.  angeführten  Aufgaben  wurden  au»  dem 
Grunde  in  der  angegetieuen  Weise  aufgestellt,  um  zu  zeigen, 
welchen  Einßuss  die  Art  der  Zahlung  und  Verzinsung  auf  den 
Werth  der  Kapitalien  und  Renten  äussert.  Er  ist,  wie  man  sieht, 
von  Bedeutung.  Da  diese  Behaiidlungsweise  gezeigt  ist  und  ihre 
Anwendung  keine  weitere  Schwierigkeit  im  vorkommenden  Falle 
bietet,  so  wird  sie  später  nicht  weiter  berücksichtigt  werden. 
Die  Auflösungen  seibat  werden  im  Folgenden  in  etwas  abgekürz- 
ter Form  gegeben   werden. 


Der    Besitzer   eii 


§.  2tl, 

4procenIigen  Jahresrente  von 
WO  lind  ^jähriger  Dauer  wünscht,  dass  dieselbe  in 
Ine  Jahresrente  von  lOjähriger  Dauer  bei  4,5  Procent 
mgewandelt  werde.     Wie  gross  ist  letztere? 

Auflilsung.       Der    gegenwärtige    Werth    dieser    Rente    ist 
i.;h  g.-J4,; 

It  =  -2000 .  — ö^ —  ^  ■27180,6526. 
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Diesen  Werth   verwandle   man  in   eine  16jährige  Jahresrente    T 
bei  dem  Zinsfusse  4A     Man  erhält: 

« 1L.J[_.^^.  y  rp  I  -  1,045-iP 

"""  1,045  ^  1,045«  '^  1,045»  ^  '  *  1,045 1«  -  ^  •       0,045 

und  hieraus :  •  • 

R  27180,6526 


T  = 


1  —  1,045-1«""  11,2340150' 


0,045 

lg  27180,6526  =  4,4342598 

lg  11,234015   =  1,0505349 

3,3837249 

r  =  jY.  3,3837249  =  2419,496. 

Allgemeine  Auflösung..  Ist  der  Betrag  der  Uahresrente 
K,  die  Zahl  der  Jahre  n,  der  Zinsfuss  p,  so  ist  der  gegenwär- 
tige Werth  derselben  nach  No.  1)  §.  24. : 


0,0p 

Nennt  man   den   Werth   der   umzuwandelnden  Rente  1\  die  Zahl 
der  Jahre  m,  den  Zinsfuss  q,  so  hat  man  für  die  Umwandlung: 


»—in 


und  hieraus: 

-  „  rp  ^  K  (l~»>0y^-»)0.0y 

""  l-l^Oy-"»  "^      (),0/?(l  -  l,Oiy-?) 
0,0^ 

Jemand  besitzt  eine  4proeentige  Rente  von  2400 
und  24jähriger  Dauer,  die  er  unter  der  Bedingung  ge- 
kauft hat,  dass  er  bei  Aenderung  des  Zinsfusses  ent- 
weder die  Auszahlung  des  noch  rückständigen  Kapi- 
tals oder  die  Umwandlung  der  Rente  forderti  ku^ne. 
Nach  Umlauf  von  4  Jahren  steigt  der  Zinsfuss  auf  4,5 
Procent.  W^ie  gross^ist  im  ersten  Fall  das  auszuzah- 
lende Kapital?  WMe  gross  im  zweiten  die  künftig  aus- 
zuzahlende Rente? 

Auflösung.  Die  auszuzahlende  Summe  entspricht  dem  ge- 
genwärtigen Werth  einer  20jährigen  vierprocentigen  Rente  von 
2400.    Sie  ist: 


der  politischeu  ArHhmetfk. 
™.   1—1,04- 


•2400. 13,590326:1 


Wird  die 
Wandet  t. 


:  Summe  in  eine  20jährige  Rente  bei  4,5  Prot 
entsteht  nach  No.  1): 


3-261  fi,783l 
l_],045-*>- 


32616,7831 
'13,0079365' 


Ig32616,7831=:  4,5134411 
Igl3,007936  =  1,1142084 

3.3il9-J3-.>7 

T  =  iV.3,3y9-2327  =  'i5ü7,45-2. 

Die  allgemeine  Auriüsuns;  hiefiiT  ergihl  sicli  aiiT  gleiche 
Weise,  wenn  K  Her  ßetra<;  der  auf  n  Jahre  gekauften  Reute,  p  der 
ursprüngliche  Ziiisfus^,  r  die  Zahl  der  Jahre,  worin  sie  ausge- 
zahlt wurde,  q  der  umgeänderte  ZinAlu«^8  ixf.  Mari  erhält  nach 
dem  Vorgange  von  No.  1): 


1-1,0/) -'"-'■)_ 
0,0/1 


■  1-I.Op- 


2) 


-  I.O9- 
0,09 


,  (l-1.0p-"+'-)0,0y' 
'■0,Öp(l-l,09-«+r)' 


Eine  5prncontige  Jahresrente  v. 
riger  Duucr  wurde  unter  der  Hcdin« 
bei  Aenderung  des  ZinsTüsseB  di< 
Tückständige  Kapital  i 


n  3000  und  '25jät.- 
ing  erkanft,  A&ss 
Wahl  freistehe, 
I  Empfang  zu  neh- 


meu,  oder  die  Rente  in  eine  dem  Zinsfuss  entspri 
chende  umwandeln  v.x\  lassen.  Nach  ümriuss  von 
Jahren  fällt  der  Zinsfnss  aof  4,5.  Wie  gross  ist  im  e 
Eten  Falle  das  riickstSndige  Kapital?  Wie  gross  ii 
im  zweiten  die  künftig  zu  beziehende  Rente,  wenn  si 
bei  dem    Zinsfuss  4,3    wieder  in -eine  'iSjäbrige    umgi 


ndel t  werden  e 


tll? 


Auflüsungi     Da  5  Jahre  verfloBsen  sind,  so  ist  die 
r  noch  20  Jabre  Auszuzahlen.     Ihr  Werth  ist  dabei 


\ 


.  « 
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1  —  1  05-20 
Ä=:3000.^— ^^ — =3000.12,4622103^ 

=  37386,6309 

und  diess  ist  der  Werth  des  auszuzahlenden  Kapitals.  Soll  nun 
dieses  Kapital  in  eine  25jährige  Rente  bei  dem  Zihsfusa  4,5  um- 
gewandelt werden,  so  hat  man 

_  R         _  37386,6309 

^  ""  1  — 1,045-ao  -  14,8282090 ' 
0,045 

Ig  37386,6309  =  4,5727163 

Ig  14,8282090  =  1,1710887 

3^4016276 

# 

r  =  jy.  3,4016276  =  2521.318., 

Die  allgemeine  Auflösung  ergibt  sich  leicht  auf  folgende 
Weise.  Das  auszuzahlende  Kapital  ist,  wenn  die  nämlichen  Be- 
zeichnungen wie  bei  No.  2)  beibehalten  werden : 

/  0,0p  0,0p 

Soll  nun  dieses  Kapital  in  eine  mjährige  Rente  bei  dem  Zins- 
fuss  q  umgewandelt  werden,  so  hat  man,  wenn  die  zu  bestimmende 
Rente   T  s:enannt  wird : 


0,0p 


und  hieraus: 


*'  '  —\-  l.Oy-P»  ■"  *  ■  0,0p .  (1  -  LO^-") 


0,09 


§:  27. 


Eine  30jährige  Rente  im  Betrage  von  2500  wurde  zu 
d^em  Zinsfuss  4  gekauft.  Der  Käufer  behielt  sich  das 
Recht  der  Umwandlung  vor,  wenn  der  Zinsfuss  sich 
ändern  sollte  und. das  Recht  der  Heimzahlung  an  seine 
Ei'ben  im  Falle  seines  Todes.  Nach  5  Jahren  hebt  sich 
der  Zinsfuss  auf  4,5  Proceot.  Die  Rente  wurde  auf 
Verlangen  des  Besitzers  in  eine  4,5procentige  umge- 
wandelt.    Nach   weitern  5  Jahren  stirbt   der   Besitzer, 


der  polili sehen  ArhhmeUh. 
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Nzah 


;%  ruck- 
das  ursp/ünglicti 
e>vnn<lelteKeiite? 
is^e-iahlt  .Verden» 
<^ie    Um 


ng 


an d^e eine  Erben  verlangen 
stlindi^en  Kapitals.  VViegri 
aniielegte  Kapital?  Wie  gross 
Weiche  Summe  muss  den  Ei 
Wie  gross  wäre  sie  gewesoi 
nicht  geschehen  wäre? 

Auflösung.      Das    KRpital,    womit  die   :]Oj!ihrrge  Henlc  ( 
2500  bei  4  Procenf  angekaull  ivurile,  Ist: 


Der  Werth  der  umgeivandelten  Rente,  die  nach  5  Jahren  erfolgt, 
er|>ibt  sich,  trenn  man  den  Werth  einer  4|irocenligen  Rente  von 
25jährigBr  Dauer  ermittelt.    Er  ist: 


l  =  2;i00  ■ q'qj —  =  2500>C  15,62207119 

=  ^9055. 1998. 

an  den   Werth   der  in  den   Zinsfuss   4,5  umgesetzter 
>  ist  derselbe  für  eine  Dauer  von  25  Jahren; 


Nennt  r 
Reute  T.  s 


'  I  -  I,045-"~U.8282090' 


0,045 
lg3905S,l»9  =  4,59I6788 
Ig  14.828209  ^1,1710888 
3,4205900 

7'^  iV. 3,4205900  =  2633,844 

Der  Werth  des  den  Erben  auszuzahlenden  Kapitals  ergibt  sich, 
da  der  Tod  nach  weitern  5  Jahren  erfolgt,  wenn  man  deu  Werth 
einer  20jährigen  Rente  im  obigen  Betrage  bestimmt.     Er  ist: 


«,  =  2633,844.- 


=  2633,844X  I3,00793ti5 , 


lg  2633,844  =3,4203900 

Ig  13,007936  =  1,1142084' 

4,5347984 

ff ,  =  A .  4,5347984  =  34260,88. 
Das   Kapital,   welches   den  Erben  ohne  erfolgte 
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hätte  ausgezahlt  werden  /  müssen ,  findet  man,  wenn  der  Werth 
einer  2(>jährige8  Rente  von  2500  im  ursprunglieben  ZinsAfss  er» 
mittelt  wird  und  ist: 

1  —  1  04-^ 
^  =  2500 tJ^j —  =  2500  X  13,6903263  =  33975.8158. 

,  U,Ü4 

Bei  deip  Kaufe  einer  20jährigen  Rente  von  1850,  die  auf  den 
Zinsfu^s  3,5  berechnet  ist,  wurde  bedungen,^  dass  jeweils  auf 
Verlangen  das  rückständige  Kapital  ausgezahlt  werde.  Nach  6 
Jahren  verlangt  der  Käufer  die  Auszahlung.  Wieviel  muss  aus- 
geliefert werden? 

'         R,  =  1850 .  ^^ools"'^  =  20202,9625 

Eine  25jährige  Rente  von  2360  wurde  zu  4  Proceht  unter  der 
Bedingung  gekauft,  dass  bei  dem  vor  dem  Schlüsse  des  Renten- 
genuss  eintretenden  Tode  des  Käufers  das  noch  nicht  aufgezehrte 
Kapital  den  Erben  unbelastet  ausgezahlt  werde.  Der  Käufer  stirbt 
nach  13  Jahren.    Welches  Kapital  haben  die  Erben  anzusprechen? 

12  =  22148,7740. 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  wurde  eine  22jährige  Rente 
von  2000  gekauft.  Der  Besitzer  stirbt  nach  10  Jahren.  Das  den 
Erben  auszuzahlende  Kapital  Ist: 

1—104-** 
Äi  -=  2000  .  — ö^ — ;=  18770,1476, 

die  Rente  hat  gekostet:  ' 

R  =  28902,2306. 


§.  28. 

Die  Herstellung  einer  Maschine  kostet  30000.     Nßch 
25  Jahren  ist  sie  unbrauchbar  und  aus  dem  auf  sie  ver- 
wandten Material  kann  nur  ein  Werth  von  1200  gewon- 
'   nen  werdep.     Wie  hoch  ist  das  jährliche  Abnutzungs- 
.Kapital  der  Maschine  bei  5  Prpcent  anzuschlagen? 

Erste  Aiiriösifng.  Man  reducire  den  Erlös,  welcher  am 
Ende  des  25sten  Jahrs  aus  dem  Material  gewonnen  wird,  auf  die 
Gegenwart.    Man  erhält: 

Ä  =  ^^  5=  1200 .0,2953028  =  354,363326 . 


der  polnischen  Arithmetik. 


äi3 


Das  Kapital,  welchee  hieroach  in  25  Jahren  verbraucht   tvird,  be- 
tragt gegenwärtig: 

ß,  =:  30000—354,363326  =  29645,63668. 
Nennt  man  nun  die  jährliche  Abnut^tungs- Summe  A,  so  muss 
dieselbe  während  der  folgenden  '25  Jahre  jährlich  in  Ausgabe  ge- 
rechnet werden.  Bringt  man  diese  Ausgaben  auf  die  Gegenwart 
bei  5  Procenl  Eurück,  so  musaen  sie  dem  obigen  Werthe  gleich 
kommen.     Man  bat  daher  die  Gleichung: 


29645.6366  = 
folglich : 


1,05  ^l,05a"^l,05i 


f.... 


i.os^^- 


|_l,05-a6 

0,05      ' 


29645,636        29645,636 


l—  I,05-a»  ~  14,0939446  ' 


» 


Ig29645,636  : 
lgU,0<l3944fl 


=  4,4719607 
-  1,1490325 
3,3'22'J2t*2 


A  =  iV.3.3229282  =  2103,430. 

Zweite  Auflösung.     Man  bringe  den  Werlh  der  Maschine 
bei  5  Procent  auf  das  Ende  des  25sten  Jahres  zurück.     IVIan  erhält: 


S  =  30000. 1,05= 


30000.3,3863549  =  101590,647. 

n  die  aus  dem  Material  etliiste  Summe 


Von  diesem  Werth  z\ 
ab.     Es  ist: 

S,  =  101590,647— 1200=  100390,647. 

Neont  man  nun  das  Abnutzungskapital  A,  so  muss  dieses, 
25mal  bei  5  Procent  angelegt,  dieser  Summe  gleichkommen.  Man 
bat  daher  die  Gleichung: 


100390.647=: 


^  1,05«»— 1 


J.l,05  +  ^ 


100390.647.0.03  _  100390.647 
~  47,7-27"0B88  ' 
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ii  =  iV.3,3%9i!82= 210^430. 

Verallgemeinert  man  diese  Auflusangen,  soerfaSltraan  nachder» 
beiden  Methoden ^  winm  die  Anschaffungskosteo  der  Maschine  K, 
der  Erlös  aus  dem  Material^  Ey  der  Ziosfuss  p  und  die  2ahl  der 
Jahre  n  genannt  werden^  nach  der  ersten  Auflosungs- Methode: 


0,0^ 


Dach  der  zweiten : 


0,0p 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  eiiie  Form  sich  leicht  in  die 
andere  überfähren  lässt  und  dasfs  daher  beide  das  gleiche  Resul- 
tat hervorbringen  mfissen. 

Wie  viel  ist  die  fragliche  Maschine  nach  einem  Ge- 
brauche von  zehn  Jahren  unter  den  oben  angegebenen 
Bedin^u'ngen  noch  werth? 

Erste  Auflösung.  Man  vergleiche  den  Werth  des  An- 
schaffuhgskapitals  nach  Umlauf  von  10  Jahren  mit  dem  Werthe 
aller  in  diesen  Zeitraum  fallenden  jährlichen  Abnutzungssammen. 
Der  Unterschied  glebt  die  fragliche  Summe.  Der  Werth  des  An- 
schaffungskapitals ist  nach  10  Jahren: 

«1=29645,6366.1,0510. 

Der  Werth  sämmtlicher  Abnutzungssummen  in  diesem  Zeitraum  ist : 

Ä  F=  2103,43 . 1,05^  +  2103,43 . 1,05»  + . .  .  2103,43 

=2103.43  i%-l. 

Die  Maschioe  ist  daher  liach  zehn  Jahren  noch  werth: 

iOS'O  — 1 
ir=  29645,fl36 . 1 .05»« — 2103,43  ^^^^^-i 

=  29645,636 . 1,6288946  -  2103,43. 12.5778925 , 

10^29645,636=4.4719607 

log  1,6288946 = 0,2118929 
•      4.6838536, 

Si  =  2^.4.6839536=48289,60. 


^^m 


der  polltlschr.n    ArUlimelik. 

I 
Iog2103,430     =3,3229282 
log  12,57789ÜS=:l,09t)6078 
4,4225380, 

.Sa  —  /V.  4.4225360  ^  26456,72. 
Uer  gebuchte  Werlh  ist  daher: 

IP  =  48289,60  —  26456,72 

=  21832,88- 

Airgemeine  AuflCfung.  Behält  man  Hie  oben  zu  No.  1} 
und  2)  angeeehenen  allfüemeinen  ßezeiclin untren  bei  und  nennt  die 
Zahl  der  Jahre,  nach  deren  CmlauT  der  Werth  der  Maschine  be- 
Mimmt  nerden  soll,  m;  so  ist  der  Werth  des  Anschaffhngskapi- 
tals  nach  ni  Jahren : 

der    Werth    sSninitlicher    AbDutzuiigssummeD 


_  ,  1.0p-- 


demselben   Zei(- 
-4.1,0p  +  A 


0,0p 


Hiernach  ist  der  Werth  der  Maschine  nach  Umlauf 
3)  W=fÄ—i;.  1,0p-"). 1,0p" 


1,0p* -I 
0,0p     " 


Führt  man  den  Werth   för  A  a 
0,0p  (vegfSlit, 


4)      IF=(A-£.I,(1 


-).l,fl 


-(a:-e..,Op-").|^;. 


Zireite  Auflösung.  Die  Maschine  dauert  noch  15  Jahre. 
Man  "hat  daher  für  diese  Zeit  jährlich  einen  Werth  von  2103,43 
zu  rechnen.  Bringt  man  den  Werth  dieser  Sammen  auf  den  An- 
fang dieses  Zeitraums  hei  5  Procent  zurück,  so  ist: 


ß=2103,43 


-l,05-">_ 
0,03       " 


2103,43.10.3796580, 


Io[:2103,43     =3,3229282 

log  10,379638  =  1,0161830 

4,3391112, 

ß=  ff. 4,3391112  =  21832,89, 


■  ■       / 

•  « 
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Diese  Zahl  stimmt  mit  der  obigen  bis  auf  die  letzte  Ziffer  über- 
ein  und  ist  nur  um  1  von  jener  verschieden,   was  auf  die  Rech-- 
nung  mit  Logarithmen   zu   setzen    ist,    denn    beide   Auflösungen 
müssen  zu  demselben  Resultate  führen. 

Allgemeine  Auflösung.  Ist  die  Maschine  m  Jahre  im 
Gebrauch,  so  ist  die  Zahl  der  rückständigen  Jahre»  worin  sie 
noch  dienen  kann,  (n-^m).  Während  dieses  Zeitraums  beträgt 
dfe  jährliche  Abnutzungssumme  A.  Um  nun  den  Werth  sämmt^ 
lieber  Abnutzungssummen  zu  erhalten,  hat  man  diese  auf  (n — m) 
Jahre  bei  p  Procent  zu  rabattiren.    Der  gesuchte  Werth  ist  daher : 


1,0p  ^  Ifip^  ^  l,0/>8  ^  •  •  l,Op'^^-^) 
Führt  man  hier  den  Werth  für  A  aus  No.  1)  ein ,  so  entsteht : 

«) 

Die  Gleichungen  No.  4)  und  6)  führen  auf  das  gleiche  Resultat 
oder  fallen  zusammen.  Diess  zeigt  sich  auf  folgende  Weise. 
Vervielfacht  man  den  zweiten  Ausdruck  in  No.  4)  nach  Angabe 
der  Klammer,  so  entsteht: 

(ir-£.l.()p-»)j,Qp.»  +  -(^-^''QP7l\^J^/^-^-^'<^-''> 

{K-  I,Qp-").  1 ,0/?"»  (1  -\Jdp''^)-(K-E.  1  ,Op~»)l  ,()p"» + (i:-£;.l,()p-«) 
""  l-l,Op-» 

_  (ä:- 1,0p-«).  1,0p""  (1  -  i^djp-«— 1)  +  (JT— £.i,^r-~) 
-  i-i,Qp-«         7 

— {K—  l,Qp^~) .  l.Qp"».  l.Qp-"  +  {K—E,  1,0p-") 
~"  1— 1,0p-«  . 

_  (K-E.  1,0p-») — {K—  1,0p-») .  l,Op-«+" 

—  1  -  l;Op-" 

{K-EA Jüp-*)  (1 — i;Op-«+'") 

-  l-l,Qp- 


lier  poUHscIii 
also  ist  ans  No.  4) : 
7)     ff=(Jr— E.I.Op—)!,) 

^(Ä— fi.l.Op-") 


-<ir-£..,o,-.,.i*-=i 


1-1,0 


in  =  1471.635. 


und  dieser  Ausdruck  fallt  mit  INo. 

'  Jemand  besitzt  eiu  Kapital  von  20000.  das  ihm  seine 
Existenz  auf  20  Jahre  sichern  soll.  Ueber  welche 
Summe  kann  er  jährlich  ivährend  dieses  Zeitraums  bei 

4  Proceiit  verfügen?     Wie  weit  ist  dieses  Kapital  nach 

5  Jahren  aufgezehrt? 

Die  jährlich  Terfiigbare  Snmme  ist  nach  No.  1)^  tt  enn  «"=20000, 
£=0,  p  =  4,  «=20  Besetzt  wird: 
20000 
~1  — '.04-' 
0,04 

Nach  UmfluEs  von  5  Jahren  beträgt  die  noch  vorhandene 
nach  No,3),  4)  und  6): 

I  04»—  I 
5=20000.1,04»-  1471,635  'pQ^ 

=  20000 . 1,04»  ~  20000  j^fj^^ii, 

1  —  1,04-" 
1  —  1,04-» 
=  16362,209. 


= 20000. r 


§.  2g. 

Ein  Kapital  von  6000  trägt  jährlich  4procentige 
Zinse.  Der  Besitzer  kann  ausser  den  fälligen  Zinsen 
dieses  Kapitals  jährlich  noch  460  zu  demselben  Zins- 
Tuss  nutzbringend  anlegen.  Wie  lange  muss  er  mit  de^ 
Anlage  dieser  Ersparnisse  fortfahren,  um  im  Ganzen 
ein  Kapital  von  20000  lu  erwerben? 

Erste  AuflUsung.  Da  schon  6000  vorhanden  sind,  so  bat 
-der  Besitzer  nur  noch  14000  zu  Erreichung  feines  Zwecks  zu 
erwerben.  Seine  jährlichen  Ersparnisse  betrafen  6000x0,04 
+  460^700.  Es  fragt  sich  daher.,  wann  werden  diese  700,  jähr- 
lich angelegt,  zu  14000  erwachsen.  Nennt  man  die  fragliche  Zeit 
X,  so  hat  man  folgende  Gleichung: 
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14000=700. 1.04*-H700.1,04'-«  +  ....700.1,(W+,'H)O 

104*— 1 

0,04 
oder 

1.04' -1       14000      ^ 

0,04     —   700   ~  '^^ 

Verfährt  man  nuo  naph  der  S.  298.  u.  ff.  meiner  Anleitung  ange- 
gebenen Methode,  so  erhält  man  aus  den  Tafeln  ohne/ Rechnung 
ganz  nahe  a;=15.  ^ 

'  Verfährt  man  aber  nach  der  gewubnlichen  Methode^  so  erhfilt 
man  aus  der  vorstehenden  Gleichung: 

1,04*  =  20.0,04+ 1  =  1,8, 

also 

"^  ~  log  1,04  ~  0,01 70333  T  "'*^ 

Zweite  Auflosung.  Nennt  man  die  Zeit,  in  welcher  das 
Gesammtverraögen  des  Besitzers^  auf  20000  sich  erhebt«  x^  so 
wachsen  6000  sammt  4procentigen  Zinsen  zu  der  Summe  6000.1,04'. 
Die  jährlichen  460  erbeben  sich  sammt  Zinsen  zu  folgender  Summe: 

460.  l,04*-i+460.1,04*-2+.... 460.1,04 +460=460^^^— . 

Hieraus  ergibt  sich  folgende  Gleichung: 

104*-*1 
6000. 1,04*  +  460. i2^^j-^=20000 

oder 


also : 


6000. 1,04*  +  11500. 1,04*- 11500  =  20000, 
17500. 1,04*  =  31500, 

1,04*  =  yj^  =1.8, 


und  man  erhält  hieraus  durch  die  Tafel  ohne  Rechnung  oder  durch 
Logarithmen  die  nämKchen  V^erthe  wie  oben. 

§.30. 

Bei  Begründung  der  im  ersten  Kapitel  §.  3.  und  §.  6.  aafj^e- 
stellteD  Lehrsätze  wurden  zur  leichtem  DurchGuhrung  des  Calctils 
und  Feststellung  der  Beweise  für  Debertragung  fillliger  vKapilal- 
summen  auf  die  Gegenwart  oder  auf  künftige  Zeitpunkte  die  zu 
machenden  Zahlungen X^,  L^^  L^.,*,Ln  in  Kapltalabtragoi^en  und 


^ 


der  pitliliscAeii  Arilkmelik. 


3iy 


'  zerleg    oder  ale   ia    solche    zerleirbar 


iDtfiprecbondei: 
fiedacht. 

Es  wurde  aber  niederholt  in  g  4.  wnd  §.  7.  die  ÜetDerlcung 
beigeltigt,  dass  diese  Zerlegung  durch»us  Iteiii  H-esenlliches  Mo- 
ment hei  Ffihrunp;  des  Beweises  und  Gültigkeit  der  gewonnenen 
Lehrsätze  abgebe,  i^ondern  dass  die  fälligen  Summen  in  ganz  be- 
liebiger Grosse,  also  entweder  so  gross,  oder  grosser  oder  klei- 
ner als  die  fälligen  Zinse  angenommen,  ja  sogar,  dasa  In  ein- 
zelnen Jahren  die  Zahlungen  ganz  ansgescizt  werden  künnen, 
indem  alle  diese  Voraussetzungen  in  der  angegebenen  Beweis- 
führung vorau.-'geseben  seien  und  die  Grösse  der  fälligen  Kapita- 
lien keinen  Eintluss  auf  die  Richtigkeit  der  geraachten  Schlüsse 
ausübe. 

Die  Richtiglceit  dieser  Behauptung  soll  nun  hier  im  Beson- 
dern noch  nachgewiesen  werden.  Wir  wählen  hiezu  znr  Vermei- 
dung grösserer  Rechnungen  folgende  einFache  Falle  nnd  verdeut- 
lichen das  Gesagte  durch  Anwendung  der  ZinKzinsrechnuug  und 
der  von  mir  in  §.  3.  aurgestellten,  auf  einfacher  Zinsrechnung  be- 
ruhenden Methode. 


1)  In  den  folgenden  fünf  Jahre 
2300,  200,  200,  2200.  2100  gezahlt, 
genwärtiger  Werlh  bei  5  Prncent 


werden  die  Summ 


Erste  AuflGs 
ist  derselbe  : 


ng.     Nach    der  Rechnung    mit   Zineeszinsen 

2300     ^00        MO^     2200      2100 
"  1,05  + 1,05»  +  1,0ÖS  +  1,05*  +  1,03» 
=  2300.0,9523810  =  2190,4762 
200.0,9070295=   181,4059 
200.0.8638376=   172,7675 
2200.0,8227025=  1809,9454 
2100.0,7835262  =  1645.4049 
5999,9999, 
R  =  5999,999  =  fiOOO. 


Zweite    Auflösung.     MaT 
der  letzten  Zahlung  mit  .lahresz 


rabattire   nach    jj  5. 
t.     Es  ist: 


1,05 

Man  ziehe  die  Zinse    bievou,  2000.0,05  =  100,  von 

des  vierten  Jahres  ab  und  rabattire  den  Rest  mit  1,05. 

2200— 100       2100 

'^*  ^       1,05        —  1,05 


1er  Zahlung 
Man  erhält: 


=  2000. 


h 
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Man  ziehe  die  Zinse  der  zivei  letztcio  Summen,  4000.0,05^300, 
von  der  Zahlung  des  dritten  Jahres  ab  und  rahattire  den  Rest 
mit  1,05.     Es  wird  : 


^3  = 


200  —  200 


:0, 


1.Ö3 

und  ferner  A^^  A^-\- A^  =  ilMi.     Fahrt  man  so  fort,  so  ist: 
_200— 200_.  .  _23ü0— 200  _  2100,^ 

-^*-  1,05  -"'  '^'-  1,05  -  1,05"  ■^*^- 
Nach  §,  5.  ist  hieraus  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  : 

Ä=^,  +  4i  +  ^  +  ^,+J5  =  2000+2000  +  2000=ßOOO, 
wie  ohen.  Man  erkennt  zugleich  hieran»,  dass  im  xweiten 
dritten  Jahre  keine  Kapital-Ahtragunpen  statt  hatten,  sondern 
die  Zinne  des  rückständigen   Kapitals  gezahlt  ivurilen. 

2)  Die  Summen  2300,  100,  100,  2200,  2100  werdei 
den  folgenden  fünf  Jahren  gezahlt.  Wie  gross  ist 
gegenwärtiger  Werth  hei  5  Procent? 

Erste  Auflösung.    Nach   der  Zinszins -Rechnung  ist: 


I 


100 


100 


"1,05  ^I,05'''^l,05''^].05*"^l,( 

=  2300.0,9523810  =  2190,4762 

100.0,0070295         90,7029 

100.0,8638376         86,3837 

2200.0,8227025      1809.9454 

2100.0.7835262      1645,4049 

5822,9131 , 

II  =  5822,91.1. 


Zweite    Auflösung.     Nach    No.  1)    gehen    die  zwei    letzten 
Zahlungen  die  Werthe  vi^  +  -4,  =  4000.    Man  ziehe  nun  den  Zi 
dieser  Summe,  4000.0,05=200,  von  der  Zahlung  des  dritten  Ji 
res  ab  und  rabattire  mit  1,05.     Es  entsteht: 


100-200 


100 
1,05 


=:- 95,238095 


1 

tten 

1 


ferner  ist    ^s  + ^^+^3  =4000— 95,238095  =^  3904.761905.       Ma»' 
7.iehe  nun  die  Zinse  der  drei  letzten  Zahlungen:   3904,761905.0,09^ 
=  195,23809525....,  von  der  Zahlung  des  zweiten  Jahres 
battire  mit  1,05,  so  entsteht: 


100  - 195,2380952 
"  1,05 


95,238095 


der  paliliscben  Arithmfltk.  321 

Hieraus  wird : 

^6  +  ^4+'<8  +  '^a=4000-95,238095— 00,7021)478,...  =3814,058950. 
Mao  ziehe  nun  den  Zins  dieser  Summt::  3ä  14,05895«.  0,05 
=  190.70-2947  von  der  ersten  Zahlung  ab  und  rabattire  mit  1,05. 
Daii9  wird  : 

2300- 

''» -  1,05  —        1,05 

Hieraus  ergibt  sich  nun: 

fl  =  J,  +  .4a  +  /lg  +  ^4+ Js  =  3814,058956  +  •2008,854:33 
=  5822,91329.... 
wie  oben.     In  dem  vorliegenden  Falle  wird,    wie   man   sieht,    im 
zweiten    und   dritten   Jahre  weniger   als   die  Ztnse  des  rückstän- 
digen Kapitals  gezahlt. 

3)  Am  Ende  des  erste»  Jahres  wird  die  Summe  2300, 
am  Ende  des  vierten  die  Summe  2200,  am  Ende  des  rilnf- 
ten  die  Summe  2100  gezahlt.  Wie  gross  ist  der  gegen- 
wärtige Werth  dieser  Zahlungen  bei  5  Procenl? 

,      Erste  Auflösung.     Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt; 

2300       2'iOq       2100 
"  —  1,05   +  i,(tö*+  1,05» 

^2300,0,9523810  =  2190,4762, 
2200.0,8227025      1809,9454 
2100,0,7835262      1645,4049 
5645,8265, 
ß  =  5645,8265. 
Zweite  Aul'lüsung.     ÜJe  zwei  letztet»  Zahlungen  geben  wie 
oben  die  Summe  A^\  Ä^^ifXfy.     Zieht  man   nun  den  Zins  hie- 
ven von  der  Zahlung  des  dritten  Jahres  (L^^O,  da  keine  gelei- 
stet wird)  ab,   rabatlirt  mit  1,05,  so  entsteht: 

A^  =  **-~j|g— =— 190,47619047 . , .. 

Hiernach  ist  ^^  +  ^4+^3  =  4000- 190,476190,..,  =  3809,52380952.... 
Zieht  mau  die    Ziase  hievon  r    3809,523809.0,05  =  190,476190...., 
von  der  Zahlung  des  zweiten  Jahres,  JL^^O,  ab  und  rabattirt  n 
1,05,  so  wird: 


—   s 
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und  man  erhält: 

i<5+i<4+i<s+^Ä=3809;5238(»S-- 181,405  895  r=3628,ll79l383t^.. 

Zieht  man  nun  die  Zinse  dieser  vier  Zahlungen:  36^»117915 
X0,05i=:  181,40589569....,  von  der  Zahlung  des  ersten  Jahres  ab 
und  verfährt. wie  bisher,  so  entsteht: 

.       2a00--181,405895...._2118,594104306....     «^^i^^^ftirrn^A 
Ai  = j-gg i=s j-gg • — =2017,7(l8o7Q7o...., 

und  m^n  erhält  für  den  gesuchten  Werth :/        . 

R=zAi^A^  +  A^  +  ^4+24»=3628,1179138  +  2017,7086707 

=  5645,826584...., 

wie  vorbin.  In  dem  vorliegenden  Falle  wird,  wie  mau  sieht,  im 
zweiten  und  dritten  Jahre  kßine  Zahlung  geleistet. 

Die  Harmonie  in  den  Resultaten  bestätigt  die  Richtigkeit  der 
'  aufgestellten  Lehrsätze  und  der  angewendeten  MethodeD.  Die 
Richtigkeit  der  Resultate  selbst  lässt  sich  gleichfalls  darthun,  wenn 
man  die  Werthe  der  Zahlungsleistungen  Schritt  fär  Schritt  ver- 
folgt. Wir  wählen  hiezu  den  Fall  No.  2).  Die  Rechnung  ist  fol- 
gende: 

Istes  Jahr.    Stand  der  Schuld  . 5822,913293 

Zins  hinzu 291,145664 

6114,058957 

Zahlung  ab .  2300 

2tes  Jahr.      Stand  der  Schuld 3814,058957 

Zins  hinzu .    190,702948 

4004,761905 

Zahlung  ab  .   . 100 

3tes  Jahr.      Stand  der  Schuld 3904,761905 

Zins  hinzu    ;..... '.   .    19{S,238095 

4100,000000 
Zahlung  ab  . 100 

4tes  Jahr.      Stand  der  Sthold ^  .   .   .   .   .   .  4000   ' 

Zins  hinzu ;    .    .    20Ö         ' 

4200 

Zahlung  ab 2200. 

5te8  Jahr.      Stand  der  Schuld   ........   .^ .   .  ÖÖOÖ     ~ — 

Zins  hinzu 100 

5IÖÖ 

Zahlung  ab 2100 

0000. 


« 


i:eber  ilie  Betliiain.  tiei  i  'niislfuiien  iei  Ser  Keitentinie  3^3 


Ueber  die  Besiimmung  der  Constänten   bei  der  Kel- 
tenlinie. 


L^fU^ 


Die  ßiSercntUlgleichung  der  Ketleniinie,  ivie  aie  nach  den 
Grundsätzen  der  Statik  eiit»ickell  nird,  erscheint  genOhnlicIi  unter 

der  Form  1+?"=^-)  v'"^-  1"""«  ""^  horizontale  Coordinaten- 
axe  mit  x-  die  vertikale  aber  mit  y  hezeiebnet  wird  // repräsenlirt 
die  in  irgend  einem  Punkte  der  Kette  stattfindende  Horii'.ofltal' 
Spannung,  p  ist  das  (ieiricht  der  l'ängen«inti«it.  Ubh  TulIstHndige 
Integral  dieser  Gleichung  enthält  enei  nillkfibrliche  Constauten.  zu 
deren  Bestimmung  zwei  Bediiigiinsfen  gegeben  irerden  müssen. 
Die  Unbekannte  tf  erfordert  aber  eine  dritte  Bedingung,  die  durch 
Angabe  der  Lfinge  de«  Faden«  erhalten  «ird.  Die  Gleichung 
«ber,  Kuf  vrelelie  diese  Bedingung  rührt,  ist  eine  transcendente. 
Um  die  Schwierigkeit,  weiche  die  Lü«ui>g  dieser  Gleichung,  bei 
.dem  igegeaMSrtJgen  Stande  der  AnaljfiK  bietet,  zu  umgehen,  iiiuks 
man  eine  andere  Bedinsang  »talt  der  lelzlgenannleii  einrühren, 
die  auch  ttir  die  praktische  AitsliCihrung  der  Kettenbrücken  von 
einigein  NuFzefi  sein  dürfte. 

Der  Begriff  von  einer  Horizontal-  und  einer  Vertikftlspannung 
in  den  Aufbäiigepunkten  der  Kette  ist  ein  fundamentaler;  »setzen 
wir  ein  einfaches  Veihiiltiiiss  zwischen  beiden  Siiaanjjugen  voraus, 
so  wird  die  Besliniinung  der  Conslante  H  keinen  Schwierigkeiten 
unterliegen. 

Auf  diese  Weise  kiinn  die  Anfgabe  gelöst  werden:  die  Glei- 
chung für  die  von  einem  durch  awei  Piitikle  gehenden  unelasti- 
schen und  biegsamen  Faden  gehüdete  Linie  des  (ileichgewichtes 
anKUgeheu,  fallx  in  den  Authänueijuiiklcn  die  HoriKontalspannung 
die  VertikalspaQtiung  um  das  flache  übertrifft. 


I 
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H  ■ 

Setzen  wir   deV  Kurze  wegen  —  =  6,   so  ist  das  «rollständige 

Integral  der  Differentialgleichung  der  Kette: 

6* 


X 


«—  6  +  C^. 


Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  die  Aufhängepuokte  in 
einer  und  derselben  Horizontalen ^  den  Ursprang  der  Coordinaten 
aber  in  der  in  dem  Halbirungspunkte  dieser  Horizontalen, zu  errich- 
tenden Senkrechten.  Es  sind  demnach  die  Coordinaten  des  einen 
Anfhängepunktes  — Xi,  A;   die  des  zweiten  -f  ^i>   A, 

'  Die  Vertikalspannung  V  in  den  Aufhängepunkten  ist  V=ffff\ 
Wird  die  Beziehung  zwischen  V  und  H  durch  die  Gleichung 
H::=nV  repräsentirt^  so  ergeben  sich  für  die  Constanten  Ci,  c^,  J3 
nachfolgende  Werthe: 


-h. 


6  =  ^  = 


2' 
Xi  Log  e 


]. 


P       Lög[l  +  V«*+1]— Log« 

Wird  Xi  in  Klaftern   oder  Schuhen  gegeben,   so  muss    auch 
p  aU  Gewicht  für  eine  Klafter  oder  einen  Schuh  angenommen  werden. 

Die  Gleichung  der  Kettenlinie  verwandelt  sich  in: 

mm  ^ 

Für  a;=0  ist  y  ein  Minimum  gleich  b  +  c^;  bezeichnet  marr  diese 
Grosse  mit  ^o»  ^^  stellt  uns  A  —  yo  die  Pfeilhöhe^  2ar£  hingegen 
die  Spannweite  dieser  Curve  vor.  Um  jene  Beziehungen  zwischen 
Pfeilhohe  und  halber  Spannweite  aufzufinden,  welche  von  den 
Ingenieuren  bei  dem  Baue  der  Kettenbrücken  angewandt  worden 
crtnd,  kann  man  ^lem  n  Werthe  Beilegen,  die  zwischen  3  und  5- 
enthalten  sind.  Bei  der  Projectirung  muss  man  Sorge  tragen ,  bei  , 
einem  bestimmten  n,  A  so  zu  wählen,  auf  däss  yo  nicht  negativ  werde. 

Nachfolgende  kleine  Tabelle   erleichtert  in  speciellen  Fällen 
die  Bestimmung  der  Horizontalspannung;    setzt  man  nämlich : 


Log« 


=  K,  so  ist  HzizKpxi* 


Log[l  +  Vn2  +  l]— Log» 

Für  n=     l,         2,         3,         4,        5       ist: 
iS:=M34,  2079,  3054,  404,  5033* 

Die  Bogenlänge  der  Kette  wird  durch  die  Gleichunj 


Grunerl:    re6fr  ä.  EnifernuHgeii  der  merkvürd.^l'uiiku  elc   325 

reprisentirt. 

Zar  näherungsweisen  Berechnung  der  Ordinalen  und  des  Bo- 
geiia  dienen  die,  durch  Entwickelung  in  Reihen  erhaltenen  Fonneln: 


L>6  +  26 ' 


S-2:r,+ 


^-.    5=2^. +_^ 


Uieber  die  Entfernangen  der  merkwürdigen  Punkte  |des 
ebenen  Dreiecks  von  einander. 

Von 
dem    Herausgeber. 


s.  1. 

F^s  giebt  bekanntlich  einen  sehr  nterkHÜrdigen  Ausdruck  der 
Entfernung  der  Mittelpunkte  des  um  und  in  ein  ebenes  Dreieck 
besehriehenen  Kreises  von  einander,  welcher,  so  viel  ich  weiss, 
von  Euier  gefunden  worden  ist.  Uaas  die  Entfernangen  der 
übrigen  sogenininten  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  von 
einander  in  ähnlicher  Weise  untersucht  worden  wären,  ist  mir 
nicht  bekannt,  weshalb  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eine 
anf  diese  Entfernungen  bezügliche  Untersuchung  anstellen  werde, 
welcher  zugleich  der  folgende  allgemeine  Gedanke  zu  Grunde  liegt. 
Ich  habe  nämlicb  schon  frUber  die  Bemerkung  gemacht,  dass  alle 
hier  zur  Sprache  kommenden  Ausdrücke  sich  in  besonders  ele- 
ganter Form  darstellen  lassen,  wenn  man  den  Halbmesser  des  um 
das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  ulx  lineare  Hauptgriisse,  ge- 
wisscrmassen  als  die  Längeneinheit  zu  Grunde  legt,  durch  welche 
alle  zu  bestimmenden  Grössen  ausgedrückt  werden,  und  ausser- 
dem   vorzugsweise  die  Winkel   des    Dreiecks  in    die   analytische 


( 
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• 

'  BehaDdlooi^  aufnimmt.  Diesen  Gesicbtspankt  wird  mao  im  Fol- 
genden überall  festgehalten  finden,  weshalb  ich  mir  denselben 
hier  besonders  hervorzuheben  erlaube.  Es  unterliegt  einiger 
Schwierigkeit,  f&r  alle  zu  bestimmenden  GrSssen  völlig  symme- 
trisch gebildete  Ausdrücke  zu  erhalten,  welche  mir,  wie  man  sehen 
wird,  bei  der  hier  befolgten  allgemeinen  Methode  nur  dadurch 
zu  überwinden  mSglich  gewesen  if^t,  dass  ich  bei  den  verschie^ 
denen  zur  Behandlung  kommenden  Aufgaben  nach  und  nach  jede 
der  drei  Seiten  des  Dreiecks  als  Abseissenaxe  eüies  rechtwinkll* 
gen  Coordinatensystems  zu  Grunde  lege.  Mehrere  hSuGg.  zur  An- 
wendung kommende  Relationen  zwischen  den  drei  Winkeln  des 
Dreiecks  habe  ich  am  Ende  der  Abhandlung  zusammengestellti 
und  werde  auf  diese  Zusammenstellung  in  den  einzelnen  Fällen 
Bezug  nehmen.  Naturlich  werden  sich  die  im  Folgenden  vor- 
kommenden Sätze  auch  nach  anderen  Methoden  beweisen  lassen, 
und  durften  sich  selbst  zu  Uebungsaufgaben  eigenen,  was  ich  dem 
Ermessen  der  Lehrer  an  höheren  Uoterricbtsanstalten  überlasse. 


§.2. 

Das  gegebene  Dreieck  sei  ABC,  seine  drei  Seiten  vnerden 
wie  geo^ohnlicb  durch  a,  6,  c,  die  denselben  gegenüberstehen- 
den Winkel  beziehungsweise  durch  A,  ß^  C  bezeichnet. 

Wir  nehmen  A  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems der  xy  an;  der  positive  Theil  der  Axe  der  jr  sei 
die  Seite  AB,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde  auf 
der  Seite  von  AB  angenommen,  auf  welcher  der  Punkl  C  liegt. 
Vnter  diesen  Voraussetzungen   sind   die  Coordinaten  der  Punkte 

A,  B,  C 

offenbar  lii  v5ttiger  Allgemeinheit  respective: 

b,«0;    c,  0;    bcosA,  bsinA, 

Bezeichnen  wir  den  ßalbniesser  desuv  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises  durdb  B ;  so  hat  man  offenbar  die  drei  folgenden 
aUgemeiB  gültigen  Gleichungen: 

.    1)    .    .    .    fi='2ißflin/l,  6=:2ßsiiiß,  csrÄÄsinC; 

und  die  Coordinaten  von 

A,  B,  C 
sind  also  auch  respective-:  -     .    * 

0,0;    2e8uiC,  0;-   ^RamA^nB.^RttwAsknB. 


\ 
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*  « 

Die  Coordinaten   der   Mittelpunkte    der  Seiten  a,  6,  c  sind 
folglich  nach  der  Reihe:  ^ 

RicosAsinBi-sinC),    BainAemß; 

RcosAsinB,    R^smAainB; 

ÄsinC,    0. 

Die  Gleichungen  der  drei  Seiten  a,  ö,  c  sind  nach  der  Reihe: 

(  sinJsing  .   ^ 

^  ^      cos^sin^ — smC^  ' 


s 


Weil  aber  bekanntlich 

i\aC=^8\n(A  + B)=zaiuAcoeBi-eo»ABinB 

ist,  s6  sind    die  Gleichungen  der  Seiten   a,  b,  c  auch  nach  der 
Reihe :  ^ 

t  |y  =  -tangÄ(a;— 2ÄsinC), 

3)  .....   .  ^y:i:::     tang-^.iT, 

'2,=  0. 

Die  Gleichungen  der  auf  die  Seiten  a,  b,  c  von  den  Gegen- 
ecken geßülten  Senkrechten  sind : 

y:si     cotB.a, 

4) {   j5f  =  — cotJ(Ä-2ÄsinC), 

xz^     2JBcaSiisinfi.  - 

Die  Gleichungen  der  auf  die  Seiten  a,  b,  v  in  ihren  Mittel- 
punkten ertichtetetn  Senkrechten  sind: 

5)     ■ 

^  — jß8in2Jsin/^=     cot^l^— J?(cos2lsin£-f  sinC^)}« 

y  —  Asini4sin^=^cot^(a;  —  iZcos^si'n^^, 

'a:=     12  sin  C 

Die  Gleichunge«  der  von  den  Mittelpankten   der  Seiten  a, 
b,  c  nach  den  Gegenecken  gezogenen  GUifadeii  sind:  ^    - 
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sXnA&xnB 

^""cos^lsioiB  +  sinC^' 


6) 


oder: 


7) 


v=: -j-i — ö — o   .   tg^KX — ^2/iC8int/)» 

^       cos2l«iniS — 2sioC^  ^ 

2 sin 4 sing  .  ^ 

^      2cos^siniD — sinC^  ' 


y 


sin  ^  sing 


cos^sing-fsinC 
sin  ^  sin  g 


X 


V=      A  '    p — a  '    ^(^  —  2ÄsinO» 

^  cosasing— 2sinC^  ' 


'2sin^sing 


y-- 


sm 


/^_^(ar  — jBsinC);  ■ 


'  VFO  die  Form  'der  dritten  Gleichung  an  sich  zwar  einfacher,  ist  als 
die  Form  derselben  Gleichung  in  6)^  jedoch  iur  manche  spätere 
Betrachtung  nicht  so  geeignet  wie  diese  letztere  Form,  was  wir 
hier  ein  für  alle  Mal  bemerken,  wenn  wir  im  Folgenden  vielleicht 
nicht  immer  die  scheinbar  einfachsten  Formen  vorkommender 
Gleichungen  aufstellen  sollten,  weil  die  Zweckmässigkeit  der  Form 
ßir  uns  hier  durch  den  von  gewissen  Gleichungen  später  zu  ma- 
chenden Gebrauch  bedingt  wird. 


§•  ^ 

Bezeichnet  man  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt 
der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  gefällten  Senkrechten 
durch  (xy) ;  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  §.  2.  4),  wie  man 
dieselben, auch  zu  zweien  verbinden  mag,  werin  map  nur  hier  und 
im  F9lgenden  i^raer  die  Gleichungen 

sinC=      sin(^ -|-g)=:  sin i4 cos g-f  cos ^ sing, 

cosC=  — -cos  (24  +  g)  =  sin  2I  sing:— cos  i4  cos  g 

gehörig  berücksichtigt,  sehr  leicht  die  Formeln: 

r    >    *  >  ■    . 

1)  .    .    .    ,  X  =  '2RcösAsiTiB,    y  =  2Rco6AcosB,  ^ 

Wenn  man  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebe- 
nen Kreises  durch  (xy)  bezeichnet;  so  erhält  man  aus  den  Glei- 
chungen §.2.  5),  wie  man  dieselben  auch  zu- zweien  verbinden 
mag»  sehr  leicht  die  Formeln: 


/ 

♦  \ 

I 
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2), x=z  RsinC,    y  =  Rco8C, 

Bezeichnet  man  dagegen  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  durch 
{xy);  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  §.2  6),  wie  man  die- 
selben auch  zu  zweien  verbinden  mag,  leicht  die  Formeln: 

a:  =  }  A(cos  ^  sin  ^  -f  sin  C) , 


/ 


3)  ......  < 

C  ^  =  Ißsin^lsin^. 


Wenn   wir  endlich  den  Mittelpunkt  des  in   das  Dreieck  be- 
schriebeneu Kreises  durch  (xy)  und  den  Halbmesser  dieses  Krei- 

*ses  durch  r  bezeichnen;  so  ist  offenbar: 

- 

ar  =  rcoti-4,    y  =  r. 
Bezeichnet  aber  d  den  Inhalt  des  Dreiecks,  so  ist 

2^  =  (a  +  6  +  c)r, 
folglich  nach  §.2.  1): 

4) ^  =  Är(sin^  +  siniB+sinC); 

nun  .ist  bekanntlich  auch 

2i^  =  6<;sin  i4  =  casin  ^  =  a6sin  C, 

■  ■  •  .  ' 

also  nach  §.  2.  1): 

5)    ......    .  ^  =  2ß«sin^sinÄ8inC; 

folglich  nach  4)  und  5): 

— .  ^^sin  A  sin  B  sin  C 
^)    '       '       '   '   '   ''-^slnJ  +  sinÄH^sinC* 

Nach  Rel.  I.*)  ist  aber 

sin  A  +  $in  B  +  sin  C=  4co8  ^A  cos  JA  cos  i  C,   • 
also  nach  6),  wie  man  sogleich  äbersteht: 

7) r  =  4ÄsinJi4siniÄsiniC. 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  r  in  die  obigen  Ausdrücke  von 
a:,  y  ein,  so  erhält  man: 


*)  Unter  dieser  Bezeichnung  sind  immer  <1ie  am  Ende  der  Abhand- 
lung zusammengestellten  und,  wenn  nuch  meistens  bekannt,  kurz  bewie- 
seneD  Relationen  zu  verstehen. 

theil  XXXVt.  .22 


8) 


C  v  = 
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X  =  4ß  cos  \A  sin  \B  sin  \  C, 

y  =  4ßsin  ^  ^Isini^sin  j[C 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  drei  äusseren, 
Ober  den  Seiten  a^  b^  c  beschriebenen  Beruhrungskreise »  deren 
Mittelpunkte  wir  respectiye  durch  (xaya)t  (^byh),  i^cye)»  und  de- 
ren Halbmesser  wir  resp^ctive  durch  Va,  Tb,  Vc  bezeichnen  wollen. 
Auf  der  Stelle  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  fol- 
genden Ausdrficke: 

ara=     c+ratangJB,    ya^Val 

arft  =  — rjtangJJ,  yb  =  rb;  , 

Xe=     rctangi^l,  yc  =  -^re; 

und: 

2^=i(— a-f6  +  c)ra, 

2J=     (a-b^c)rhs 

2J=     (a  +  b-c)rc; 

also  nach  §.  2.  1) : 

d  =  fltai — sin -4  +  sinÄ  +  sin  C), 

9)  .    .   .   .    (  d:=Rrb(s\nA — sin  ^-f  sin  C), 

J  =  Rr  e(si  nA  +  6inB — sin  C) ; 

folglich  nach  5): 

2Asin24sin^8inC'  '  " 


7 


10) 


"      — sin^+ sinÄ  +  sinC' 
211?  sin  i4  sin  ^  sin  C 


.X 


<  n  = 


rc=: 


smA'^sinß  +  sin  C' 

2ißsin2lsini&sinC 
sin  A  +  sinB  —  sin  C 


Daher  ist  nach  Rel.  IL: 

!ra=:AR8miAco8ißcoBiC, 
Tb  =  iißcos  ^^  sin  i^  cos  l  C, 
r«  =^  4  J2  cos  ^il  cos  i^  sin  i  C 

Hieraus  ergiebt  sich  mittelst  des  Obigen,  weil  bekanntlich 


des  e.tieneM  l/reieeks  ton  eitmndfr. 


ist: 


=  4fi(9iti  ■  C  +  sin  i  ^  sin  iß)  cos  iC 

,  wegen 

sm\C=aosi(A^  B)=cos\Acna\B~s\n',Aa\n\B, 

sogleich 

^a  =  4ftcosiJcoH;ßco8.^C 

folgt.     Also   hut  man    nach    dem    Vorhergehenden    offenbar   ubei 
haupt  die  fotgeiideo  Ausdrucke: 

(   a:„  =  4ffco8j^cosificDsir, 
12)    .    .    ,    .      ] 

/   ya^iÄsieUcosißcosiC; 

I  xi^= — 4ß8inljisir  ißcosJC, 
^  ■    '    ■    ■     j    y»=      4ßcosU8inißcoBiC; 

>    xc=      4ß8inMcoslß8iniC, 
14)   ...    . 

I    j^^-4ßcos;^cosiÄsiRj6\ 


§■  4- 

Aus  den  vorhergehenden  Formeln  läs&t  eich  Pine  Menge  theilti 
bereits  hekannfer ,  theils  neuer  Sätze  und  Relationen  mit  der 
grOssten  Leichtigkeit  und  Eleguiiz  ableiten,  worüber  ich  mich  aber 
hier  nicht  weitläufig  verbreiten,  sondern  nur  mit  einigen  kürzeren 
Bemerkungen  begnügen  vterde. 

Nach  g.  3.  1),  2)  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt 
des  um  das  Ureieck  beschriebenen  Kreises  und  den  DurchschuUts- 
punkt  der  aal'  die  Seilen  von  den  Gegenecken  gefällten  Senk- 
rechten gehenden  Geraden: 


2cosj4cosß  — 


^(^r-ÄsinC). 


Ferner  Ist  nach  §.  3.  2),  3)  die  Uleicbung  der  durch  den  Mittel- 
punkt des  umschriebeneu  Kreises  und  den  iSchwerpunkt  gehen- 
den Geraden : 


s. 


\ 
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^  2cos-4siD^  — Sin  C 

Wegen 

cos  C  = — cos  2^  cos  B  +  sin  ^sin  Ä, 

sin  C  =      sin  2^  cos  i^ -l- cos  i^  sin  ^  v 

reduciren  sich  aber  diese  beiden  Gleich ungen  offenbar  a^if  die 
eine  Gleichung:  '  , 

r,       ^         3cosi4cosiB  —  sin  ^  sin  A,         ^  .    ^^^ 

woraus  sich  also  der  längst  bekannte  Satz  ergiebf,  dass  der  Mit- 
telpunkt des.  umschriebenen  Kreises,  der  gemeinschaftliche  Dureh- 
schnittspunkt  der  drei  Hohen  und  der  Schwerpunkt  jederzeit  in 
einer  Geraden  liegen.  .  ^ 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  den 
Ecken  A,  B,  C  respective  durch  Eaj  Eb,  Ec;  so  ist  nach  §.2. 
und  §.  3.  3),  da  die  Coordinaten  von'  A  beide  verschwinden : 

Ea^-  tR^HcosAaioB  +  sinO^-^swA^smB^, 

woraus,  zugleich  mit  gehöriger  Vertauschung  der  Buchstaben,  leicht 
folgt : 

E^2  =  ^ß2(6ini52  +  sinC2  +  2cos^sini?sinC;, 

1)  {  Eb^  =  tJ^isinC^  + sin A^+2sinAco8B sin C), 
Ec^  =?  I  /2»(sin  A^  +  sin  ß«  +  2  sin  A  sin  B  cos  C). 

Also  ist  nach  Rel.  VII. 

2)  .    .  jE^«+JE;Ä2+£c*  =  iß*(sin^^  +  sinß«  +  sinC«), 

\ 

und  folglich  nach  Rel.  VI. : 

3)  .   .  EA^+EB^+E(^  =  ^R^(\  +  cosAcoßBcosC). 
Aus  2)  und  §.2.  1)  ergiebt  sich  unmittelbar: 

ein  längst  bekannter  Satz. 

Aus  1)  erhält  man  auch  leicht  mittelst  der  bekannten  Relationen ; 
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5)    ■ 

£^a  =  ;«a(lfco8^cosß-cosC  +  3cos.48inäsinC). 

£«*  =  Jfi*{l  +  COS  ^coeßcos  C+  3sin  A  cos  ß  sin  C) , 

Ec*  =  ,^fi»(l  +  coe  ^  coB  Bcos  C  +  3sin  J  ain  iJcoB  C,'). 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  gemeinBeliaCtlichen 
nui'chsclinittsi)unkts  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  ge- 
fällten Senkrechten  von  den  Ecken  A,  B,  C  respective  durch 
9j,  Cb,  (Cc;  Boiint,  «eil  die  Coordinaten  von  A  heiile  verschwin- 
d«n,  nach  §.3-  1)  offenbar: 

Sj'=:ARtcnsA', 

'also  überhaupt: 

£^«  =  4ßa  cos  A^,     «fl»  =  ilfcosB^,     ffic*  =  iR^<^os  6'*; 
folglich : 

7) 
El*  +  es»  +  Ee*  =  4fi''(cos  ^a  ^_cosÄ»  +  cos  C^) , 
und  daher  nach  Rel.  V.: 


Sa^+  «fl*  +  ffic*  =  4fi*( I  -  2cos  ^  cos  ßcoa  C). 
Nach  3)  und  8)  ist: 

y) 

2  e.f' +  ffifl"  i- ffic*  _  1— 2cosJco8gcosr 

3  ■  E^»  +  £b*  +  Eo*  ~  1  +  cos ^  cos  B cos  C   ' 

und: 

10) 

«e^«  +  «B»  +  et*) +3C£4a  + £0» -I- £c«)  =  liff». 

Sind  die  Winkel   A,  B,  C  sämmtlich    nicht  grösser  als  QO«', 
80  ist  nach  6) : 

11) 

e^  =  -2ftcosH,    efl:=2ßcosß,     iBc-2RcoeC, 

also: 
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12).   .   .  (g^  +  (gÄ+«c  =  2ß(co8^+cosÄ  +  cosC), 
and  folglich  nach  Rel.  IIl.: 

13)   .    .  «^+«B  +  «c=:2ß(l  +  4sinj2l8inJÄ*siniC), 

also  nach  §.  3.  7) : 

14) e^  +  «B  +  «c  =  2(ß+r). 

Ist  einer  der  Winicel  A^  H,  C,  etwa  A,  p:rö8ser  als  90^«  so 
ist  nach  6):  ' 

^j=— 2ÄCOS2I,    ^11=: 2ßcosÄ,    ec=2ßcosC; 

also : 

15)  .   .  «^  +  (gii  +  «c  =  2ß(— cosil  +  cosÄ  +  cosC),     ' 

und  folglich  nach  Rel.  IV.: 

16)  .    .  e^  +  «ii  +  ec  =  2ß(4sini^cosJiBcoslC-l), 

folglich  nach  §.  3.  11): 

17) «^  +  «B-K^c=2(rö-.Ä).  ' 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  um 
das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  den  Ecken  A^  Sy  C 
durch  Ddi  Db,  De;  so  ist  natürlich: 


18) 


Da  =  R,    Db  =  R,    Dc=R. 


Werden  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  in  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  von  den  Ecken  A,  ß,  C  durch  JPjg,  !Dj|> 
jDc  bezeichnet;  so  ist  nach  §.3.  8)  offenbar:     ^  "^ 

lD^«  =  16Ä«sin4Ä*8JnjC«; 

also  überhaupt: 

IjD^=i=4ÄsiniÄsinlC, 
Dii  =  4ßsiniCsinM, 
Dc=:4l28iniilsin4iB; 
folglich  nach  §.  3.  7) : 
20).   ......   .   .D^jDiiJDc  =  4Är« 

Bezeichnet  man  clie  Entfernungen  -des  Schwerpunkts  von  den 
Seiten  a,  6,  c  durch  fa»  Ebi  £c;  so  ist  nach  §.  3i  3): 


21)   . 


iBsia  C, 
1  Csin  A , 
lAsinB. 


Werden  die  EntreriiuTigen  des  gcnieiiischaftlichen  Durchschnitts- 
punkte  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegeoecken  gefällten  Senk- 
rechten als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  sie  von  den 
betreffenden  Seiten  a,  ö,  c  an  nach  dein  inneren  oder  Susseren 
Räume  des  Dreiecks  hin  liegen,  und  mit  Rücksicht  hieraul  durch 
Sa.  St,  Sc  bezeichnet;  so  ist  nach  §.3.  ]}: 

S£a  =  '2RcosBcoBC. 

£a  =  2ß  cos  Ccos  ^, 

'  e,=2AcoBJcoBfi. 

Betrachtet  mau  die  Entfernuiigeu  des  Mittelpunkts  des  um- 
schriebenen Kreises  von  den  Seilen  o,  b,  c  als  positiv  oder  ne- 
gativ, jenachdeni  sie  von  den  betreffenden  Seifen  a,  6,  c  an  nach 
dem  inneren  oder  äusseren  Räume  des  Dreiecks  hin  liegen,  und 
bezeichnet  dieselben  mit  Rücksicht  hierauf  durch  Da,  Dt,  D^;  so 
ist  nach  g.  3.  2) : 


23)  . 


.  Da  =  RcQsA,    D6=:Rc6bB,    öc  =  ßcosC'. 


Sind  Uo,  iP&,  Uc  die  Entrernungen  des 
das  Dreieck  heschriebencn  Kreises  von  dei 
ist  nach  §.  3.  8) : 

-24)    .    .    .    iBfl  =  Dj=IBc  =  4«sinU6iniJ 
Aus  diesen  Formeln  konnte  mau  wiederun 
Beziehungen   ableiten,  worüber  ivir  jedoch  g 
Folgendes  bemerken. 

Aus  -21)  und  §.3.  5)  folgt  auf  der  Stelle 

2     j1* 
«) £.£.«.  =  5-,.-^. 

Nach  23)  ist: 

Co'  +  />»»  -I-  />.*  =  Ä«(cos  A^  ^  cos  i 

also  nach  Rel.  V,: 

26)   .    .  üo»+öi'  +  /J,^''=fi»(I-2cos^c< 

und  daher  nach  8): 


MittelpuT 

Seiten  t 


n  manche  interessante 
ariz  in  der  Kürze  nur 
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27) 


C^«+«B«  +  *C* 


=  4. 


so  dass  also  dieser  Quotient  für  alle  Dreiecke  constant  ist> 

Wie  immer  in  der  Mathematik  ist  auch  hier  der  Reichthum 
an  solcheo  bemerkeQsiverthen  Relationen  unerschöpflich. 

Wir  wollen  jetzt  nur  noch  einige  Betrachtungen  über  das 
Dreieck  i^nstellen,  dessen  Ecken  die  Mittelpunkte  der  drei  äusseren 
Berührungskreise  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Winkel  dieses  Dreiecks^  so  me  sie  den 
Winkeln  A,  B,  C  gegenüberstehen,  durch  A\  B',  C;  so  ist 
offenbar : 

28)      A*  =  i(ß^C)s    B'  =  l(C+A),    C==\(Ai-ß). 

Ist  J'  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks»  so  ist 
offenbar 

also  nach  §.  2.  1)  und  §.  3.  11) : 

I8\nAsiniAcoslBcosiC\ 
-i-sio^cosMsiniiBcosic[, 
-f  sin  Ccos  |il  cos  ii?  sin  |C  ^ 
und  folglich:  ^ 

'   A'=:J  +  8R^8iniA^  +  siniB^  +  siB\&)cosiAcoskBcoslC, 

daher  nach  Rel.VlII. :  - 

f 

A'  =  ^  +  8Ä«(l— 2sini^8in4Äsin4C)cosi2lposl^cos4C 
=:z/  +  8/2«cosj2lco8i^cosiC-2Ä«sin2lsinÄsinC, 

woraus  nach  §.  3.  5)  sogleich' 
29) 4'=8Ä«cosi^cosii?cosiC 


folgt. 


Also  ist  nach  §.  3.  5): 


sin  ^  sin  ^sin  C 


1/^» 


'A'      4cos  JiJcosii^cosiC 
woraus  sich  sogleich 


de$  ebenen  DreiecHs  eon  einander. 


■blglich  nacb  g.  3.  7) 

•3.) i: 


"2K 


oder    2ß^  =  rJ' 


ergiebt.  ' 

Bezeichnet  R'  den  Ualbniesser  des  um  des  Dreieck  ^'  be- 
scbriebenen  Kreises,  so  ist  nach  g.  3.  5); 

J'  =  2Ä'aHin  A-  sin  B'  sin  C", 
lo  nacb  'J8): 

^'  =^  ^ß'^sin  l(A  +  ß) sin  i(ß-f  C) sin ;{6'  +  ^) , 
glicb: 

J'  =  -m-^  C08  \A  cos  iß  cos  iC, 
jtroraus  sieb,  wenn  man  dies  mit  '29)  vergleicht,  die  Gleicbun^ 

32) ß'  -  2ß 

rgiebt. 

Wird,  der  Halbmesser  des  in  das  Dreieck  J'  begcbriebenen 
Ereises  durch  r'  bezeicbnet,  so  ist  nach  §.3.  7):      .  i 

r'  =  4ß'8in  M'siniß'sinir. 

Jao  nach  32)  und  28) : 

33)  .    .  r'  =  8ß6iniM  +  fl)8iiiKÄ+OflinJ{C+^), 

34)  ,    .r'^8ßsin(45''  — ,M)siD{45''-lß)sinC4an— IC) 
mA  daher  nach  Uel.  X. : 

36)    .    .    .    .  r'=2ß{siniJ  +  sinJß  +  BiniC-l). 

Auch  die  bekannten  Relationen  zniscfaen  den  Halbmessern 
T,  Tat  n<  Tc  der  die  Seitea  des  Dreiecks  J  berührenden  Kreise 
lassen  sich  mittelst  der  obigen  Formeln  ungemein  leicht  beiveisen. 

Ans  g.  3.  11)  erhält  man  nämlich  auf  der  Stelle: 

!r;+ri  =  4fi  sin  kiA  +  ß)  cos  ^C  =  4K  cos  JC» , 
i.ft+r,  =  4ßsini(B+  C)cosU  =  4ßcosi4«, 
T<,+ra  =  4fieini(C+^)co8  4ß  =  4ßco8Sß»; 
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und  aus  §.  3.  7),.  11)  ergiebt  sich:  '       ,  ' ' 

1ra-r  =  4ÄqosKÄ+C)sinJ^  =  4Äsini^2, 
n— r  =  4Äco8i(C+^)sinJÄ==4/?siiiiÄ«, 
rc— r  =  4Äco8i(^  +  Ä)siiijC  =  4Ä8injCa; 

also^  ivenn  man  diese  Gleichungen;  je  zwei>  durch  Addition  ver- 
bindet: 

38) .    .Ta-i-rb-{-rt'-r^=i  AR. 

Durch  Multiplicatlou  erhält  man  aus  §.3.  7),  11)  sogleich: 

39)  ...    .    .  rrar6rc  =  4Ä4sin^2öinÄ«sinC2, 
also  nach  §.  3.  5) : 

40)  .^ rrdrbrc'=  ^, 

wie  längst  bekannt  ist. 

§.5. 

Unserem  ^eigentlichen  Zwecke  jetzt  näher  tretend,  wollen  wir 
zunächst  die  Entfernung  D  des  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkts der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  gefüllten  Senk- 
rechten von  dem  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  beschriebenen 
Kreises  bestimmen.  .  . 

Nach  §.  3.  1),  2)  ist: 

/)2  =  Ä2{(2coSi48inÄ— sinC)2+{2cos^cosÄ— cosC)2|. 

Nun  ist  aber  offenbar: 

■• 

(2co8  2lsinÄ— sinC)2  +  (2cosilcosJ?— cosC)2 
'  =1 +4cos^{cosil  — cos(J5 — iJ)\ 

=  1 -4cosi^tco8(^+ C)  + cos(J?- Ol 
,  =  1  —  8cos^cosJ9cosC\  ' 

also: 

1) /)a=(l-8cos^co8fic^sC)Ä», 

welcher  Ausdruck  ganz  symmetrisch  geformt  ist. 

Nicht  immer  ist  es  so  leicht  wie  hier,  die  gesuchten  Aus- 
drücke in  symmetrischer  Form  zu  erbalten.  Dann  kann  man  sich 
eines  dem  folgenden  ähnlichen  Verfahrens  bedienen,  welches  frei- 
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lieb  im  vol'liegendeii  Falle  bei  WeHem  nicht  eo  leicht  aBum  Zwecke 
führt,  als  der  vorhergehende  Weg. 

Nimmt  man  nach  and  nach^  fSr  ^,  i?,  C  als  Anfangspnnkte, 
die  Seiten  AB  ^  BC,  CA  als  die  positiven  Theile  der  Abscissen- 
axen  an;  so  ist  ganz  eben  so  wie  vorher  nach  §.3.  1),  2): 

g2  =  (2cos^sin/?-.sinC)«  +  (^cos^cosÄ-co8C)«, 
^  =  (2  cos  Äsin  C — sin  A)^  +  (2cos  J^cos  C — cos  A)^, 

7)2 

-g^=(2co8Csin2l— «ioÄ)2  +  (2cosCcosL4  — Cos£?)«; 

also,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt r  und   die    Gleichungen 
dann  zu  einander  addirt,  wie  man  sogleich  übersieht: 

/)2 

3  ^  =  3  +  4(cos  ^a+ COS  ^2+ COS  C«) 

—  4(cos  A  sin  ^  sin  C  -f  sin  A  cos  B  sin  C  +  sin  A  sin  B  cos  C) 

—  12cos  A  cos  B  cos  C, 

und  folgIii;h  nach  Rel.  V.,  VI.,  VII.: 

/>2 

3^==:3-|-4(l— 2cos^cos^cosC) 
—  4(1  +  cos^cosBcosC) 
— 12  cos  A  cos  B  cos  C 
-  =  3^24cos'JcosBgosC, 
also:  '  -*- 

Da  =  (l  — Scos^cosÄcosQÄ«, 

,ganz  wie  vorher. 

Nach  §.  4.  3),  4)  ist: 

o*  +  6*+c*  =  8(1 +cos^cosÄposC)Ä«, 
also: 

2).    .N a«+Ä«  +  c«+üa=9Ä«, 

oder : 

3) a«  +  6«  +  c«=^9Ä«— Z)«. 

»' 

§.6. 

I 

Bezeichnen  "wir  die  Entfernunig  des  gemeinschaftlichen  Durch« 
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schnittspunkts  der  auf.  die  Seiten  vob  den  Gegenecken  geföllten 
Senkrechten  voii  dem  Mittelpunkte  des  in  das  Dreieck  besehrie- 
|>enen  Kreises  durch  D';  so  ist  nach  §.3.  1),  8),,  wenn  man  für 
Äy  By  C  als  Anfangspunkte  nach  und  nach  die  Seiten  AB,  BC> 
CA,  als  die  positiven  Tbeile  der  Abs<:issenaxen  annimmt: 

j.-g2  =     {cos  AsXxkB  —  1cos\As\\i\Bsm\C)^ 
'  ,    +  {cos AcosB — 2sini^sin|ÄsiniC)*,  ^ 

T'-Tpä  =      (cosÄsinC — 2cos  iÄsiniCsini^)^ 
+  (cos^cosC-2siniÄsiniCsin4^)a, 

1  D'^ 

2  •  -p2  =      (cos  ^  sin  A-~2  cos  i  Csin  lA  sin  IB)^ 

+  (cos  Ccos  ^ — 2 sin  ICsin  M sin  IB)^ ; 

also,  wenn  man  quadrirt  und  die  Gleichungen  dann  zu  einander 
addirt: 

3  D'^  ' 

2 .  -nä  =     cos  A^  +  cos  B^  +  cos  C*  ' 

+  4(sin4Ä« sin  4C«  +  sin  JC^sin  \A^  +  sin  i^«sin  Jl^) 

—  4cos^sin^.cos  a^sin^^sin  sC 

—  4  cos  B  sin  d,  sin  ^^  cos  LBsin  l  C 

—  4 cos  Csin^l .  sin  lA  sin ^i? cos  IC 

—  4  cos  i^  cos  ^ .  sin  |il  sin  I  ^sin  I C 

—  4cosJ?cos  Csinl^sin  4^sin  |C 
— 4cosCcosil.sin^ilsin2^sin2C, 

folglich  nach  einer,  allgemein  bekannten  Relation  und  nach  Rel. 
IL,  III.: 

3  /)'* 

j.-g2=      cos^^+cosÄ^+cosC« 

+  (l--cosl?)(l-cosO 
+  (l  —  cos  C)(l  —  cos  A) 
^.  (1  —  cos  A){\  —  cos  B) 

—  cos  A sin  B  ( —  sin  A  +  sin  ^  -t  sin  C) 

—  cos  ^  sin  C(siD  ^  —  sin  Ä+sin  C) 

—  cos  Csin  ^{sin  A  +  sin  Ä — sin  C) 

—  cos  2I  cos  B  (cos  A  +  cos  B + cos  C —  1 ) 

—  cos  B  cos  C(cos  A  +  cos  ß + cos  C— - 1) 
■    -^cos  Ccos  i4(co82l+ cos  Ä+ cos  C  —  1), 


\ 
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worauf  man,  mit  Rücksicht  auf  die  GleicIiungeiK 

cos  (-4+^),=  — cos  C,   C08(Ä+C)=  — COSi^,   cos(C+-4)  =  —cosl?, 

leicht  erhält: 

3   />'*      ^ 

j.-g2  F=3+cos^«  +  cosß2^.cosC« 

—  3(coi8  A  +  cos  B  +  cos  C) 

—  (cos  A  sin  ^sin  C-|-sin  ^cos  ^sin  C-fsin  A  sin  ^ cos  C) 
+  3(cos  A  cos  B  +  cos  B  cos  C  +  cos  Ccos  A)  [ 

— 3cos^cos^co8C4 
also  nach  Rel.  V,,  VI.,  ^VII.  offenbar:. 

« 

1    /y« 

7  •  -n^  =^  1  — 2cos  A  cos  i^cos  C 

—  (cos  A  +  cos  B + cos  C) 

I 

+  (cos  A  cos  Ä  +  cos  Bxios  C  +  cos  Ccos  A). 
Es  ist  aber 

2(Cos  A  cos  ^  -f  cos  B  cos  C  -|-  cos  C<:os  4) 
=  (cds  4  +  cos  Ä  +  cos  O«  —  (cos  4«  -f  cos  B^  +  cos  C*) , 

I 

alsio  nach  Rel.  III.,  V. : 

» 
cos  A  cos  ß  +  cos  ß  cos  C  4  cos  Ccos  A 

=     4sinii4sio4^8in;C+8sinMasinJJ5*siniC2 

■ 

+  cos  ^  cos  Ä  cos  C, 
und  folglich,  wenn  man  zugleich  wieder  Rel.  III.  anwendet: 

1    />'^ 

-T .  -^  =  8sin  lA^ain  Ji^^sin  J  C* — cos  A  cos  Ä  cos  C 

oder: 

1)    />'2=4(8sinii42sinJÄ^sinJC«— cos4cosÄcosC)/2«. 
Nach  §.  3.  7)  ist  also : 

2) /)'«  =  2(r2— 2ß«cQs4cosÄcosC), 

folglich 

2/)'»  =  4r»  —  SÄ«  cos  A  cos  Ä  cos  C ; 
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und  vreil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

/>«=  JB«— 8Ä«cosJcosi?cosC  , 
isti  so  hat  man  die  Relation : 

3)    .    .  .    D»— i/)'2=:Äa— 4r*  =  (Ä— 2r)(Ä  +  2r) 
oder:  ,  • 

U) /)a  — /2a  =  :2(Z>'2~2r^). 

§•  7. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Durch 
Schnittspunkts   der  auf  die   Seiten  von  den  Gegenecken  gefällten 
Perpendikel   von  dem   Schwerpunkte  durch  />";  so  ist  nach  §.  3. 
1),  3): 

/>"«=      Ä«{^|(co8^sinB+sinC)— 2cos-48inÄ}« 
.+  Ä2{|sin^sinÄ— 2cosJco8ÄP, 

oder,  wie  man  leicht  findet,  zugleich  mit  gehöriger  Vertauschung 
der  Buchstaben: 

9   />"« 

j  •  -päT  =  (s***  ^"~  2  cos  A  sin  B)^  +  (cos  C—  2  cos  A  cos  B)^ , 

9  /)"« 

j.  -^  =  (sin  A  —  2eos  ßsin  C)*  +  (cos^  —  2cos  £?cos  C)*, 

9    /)"* 

j.^gä"  =  (sinJ? -2cos  Csin^)«  +  (cosÄ~2cosCcös^y'2; 

also,  wenn    man   die  Quadrate   entwickelt  und  'die  Gleichungen 
dann  zu  einander  addirt:  ' 

27  />"* 

-j  . -p^  =  3  +  4(cos  il«  +  cos  Ä«  +  CO»  C«) 

— 4(cosilsin^sinC-fsinilcosJSsinC-|-sin24sin^co8C) 

—  12cos2lcos^cosC 

und  folglich  nach  Rel.  V.,  VI.,  VII.: 

27   />"*  • 

^.-™-  =  3  +  4(l — 2eosilcos^cosC) 

—  4(1 -f-cosilcos^TcosC) 
— 12  cos  ^  cos  iß  cos  C 


■r 

ilts  ebunen  Dreiecks  fon  rln/iiiäff 

m 

^ 
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^^^orauB  dich 

sogleich : 

B 

.    0"a=:^(l— Scos^cosßc 

isDfi« 

H    ergieht. 

H          Also 

nath  §.5.   1): 

1        2)    .'.    . 

.    .    .    D"  =  W,     D:D"^2 

:'i. 

■  ,  welches  ein 

längst  bekannter  Satz  ist. 
§.8. 

' 

^*         Wenri  wirdie  Eotrernung  des  Mitlelpu 
be»ichriebenen  Kreises  ?on  dem  Mittelpun 
beachrieheDen    Kreises   durch  1)  bezeichn 
§  3.  2),  8),  wenn  wir    zugleich  in  der  au 
-     sich    ergebenden  Gleiehung   die  Eiuchstah 
die  folgenilen  Gleichungen: 

nkts  des  un 
kle  des  in 
en;   so    Jia 
den  dort 
n  gehörig 

a  das  Dreieck             ■ 
da^  Dreieck             M 
en  wir  nach              fl 
nen   Formeln              H 
vertauschen,              H 

5:=<.>„c- 

4co6 JWsin  ißsin  '  Cf-  +(cos  C-48in 

',A, 

r^lB 

.in;c)>.         1 

^  =  (sin^- 

4sin  i  Jeos  IBsin  ■  CjHCcs  ^ 

-4sin 

^Asi^'^B 

-■■  1 

S  =  <.n«- 

-4;ain  Uain  lßcOB;C)»+(co8  B 

-4ain 

\Ah 

n\B 

.in!C)>;               \ 

also,    wenn    wir    die    Quadrate    CDtwickeln 
dann  zu  einander  adrliren: 

und 

ilic 

Gleichungen 

1)1 
3^  =  3-8BinCc<.8i^6in 

fisin 

',C 

1 

~-8sini4sin^Jco6 

ßsin 

,c 

^j 

—  8slnßsinUsin 

Scos 

iC 

— ScosCsin^^ain 

Bsia 

c 

^^H 

-8cos^sin^4sin 

Bs\n 

c 

— Scnsßeini^sin 

Sein 

c 

1^1 

+  lfl8in;ß2pmäC« 

+  16sioiC»sinM' 

^^^1 

+  I6sinU^sin5B2 

-^^^ 

folglich  nach 

einer  sehr  bekannten  Relation  und 

lach  Rel. 

II.,  III.: 

1 

J 

HHW 

■ 

■ 

i 

^ 
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r 

3  ^  =  3— 28m  C(— sin  A  +  sin  Ä-^  sin  C) 

-  2  sin  i4(sin  ^ — sin  1?  +  sjn  C) 

-  2sinÄ(sin2l  +  sin  J5— sin  C) 
* 

— 2cosC(cos^ -|-cos^4-cos  C — 1) 

-  2cos2l(cosi4  +  cosÄ  + cos  C — 1)     ^ 
— 2cos^(cos^  +  cos  ^-|- cos  C — .1) 

+  4(1— cosJ?)(l  — cosC) 
+  4(1  — cosC)(l  — cos^) 
+  4(1  —  cos  i4)(l  —  cos  Ä), 

und  daher,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

3^=  I5~2(8in^«  +  sin^  +  sinC«) 
—  2(cos  ^  +  cos  B  +  cos  C)« 
— 6(cos  A  +  cos  B  +  cos  C) 
+  4(cos  il  cos  Ä  +  cos  1?  cos  C  +  cos  Ccos  ^) , 
also,  weil 

2(cos  A  cos  B + cos  B  cos  C + cos  Ccos  A)  ^  \ 

.    =(cos/4  +  cosÄ  +  cosC)«  — (cy3sJ2  +  cosÄ«+cosC«) 
ist: 

1)  .    .   .    .  Da=|3— 2(coSi4  +  cosÄ  +  cosC)|Ä*, 
und  folglich  nach  Rel.  III. : 

2)  ....    .   D«  =  (l-8sinJil8inJÄsinlC)Ä«. 

Also  ist  nach  §.  3.  7) : 

3) D2=Ä(ß-2r), 

,  wie  längst  bekannt  ist 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung   gestatten  die  äusseren  Be- 
ruhrungskreise. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  um  das. 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  von    dem  Mittelpunkte  des   über 
,  der  Seite  a  liegenden  äusseren  Berührungskreises   durch  Da;  so 
ist  nach  f  ä  2),  12),  14),  13): 


^.               des  eömeri  Dreiecks  von  einander. 
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sinC— 4cosMco8jßcos'C)''  +  (cosC-4siaJ^cc 

.sificoslC)«, 

iinJ-4ainU6inißcoslC)''+(cosil+48inJ^C(j 

sißcosiO", 

1 


in£+48ini/JcosißsiiiiC)*+(cosB— 4ein.Ucosi-Bcfl 
r  äboliclie  Art  »ie  vorher: 

3  T^  =  3— Ssin  Ccosi  Je. 


'K^ 


Toi  glich   I 


-SsinCcosiJcoai^cosJC 

—  Ssi^AsiniABialBojslC 
-f  Ssin  £sin  ^  J  cos^£  ein ,  C 

—  8cos  Csin  lA  cos  IB  coa  JC 
+  8coBAs\nlAcosl,BcosiC 
— 8  cos  B  ain  lA  cos  IB  cos  iC 
+  iecosiÄ^cos4C'' 

+  16coslCVmM'' 
+  16sinU''coaifia, 
sehr    bekannten    Kelalion   und    i 


aUo,  weil 

Theil  XXXVI. 


p=3— 28inC(siDj  +  8infi  +  BinC) 
— 2sinJ(sinJ  +  sinÄ-fiinC) 
+  2slnß(sin^--sinfi  +  8inC) 
-2cos(XI-cosA  +  cosB+cobC) 
+  2cosJ(l  — cos^  +  cosB  +  cosC) 
—  2co8ß(l-cos/l  +  co8ß+cosC) 
+  4(H-cnsÄ)a  +  cosC) 
+  i(l  +  cosC)(l  —  cosA) 
+  4(l-cosJKl+cofiB) 

e  man  mittelst  leichter  Rechnung  ünilet: 

5— 2(sinJä  +  sinff'+sinC*) 
— 2(— cos  J  +  cos  B+cob  O* 
+  6(— cos^+coa£+coßC) 
+4C— coflJcosB+co&ScosC— cosCcofe JJ,    .,rt~~ 
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2(—  cps  A  cos  B  +  cos  JScos  C—  cos  Ccos  A) 

V 

=  (—  cos  ^  +  cos  J?  4-  cos  C)*—  (cos  A^  +  cos  fi*  +  cos  C«) 
ist: 

4)   .   .   .   Da*=  {3  +  2(—cos^  +  co8Ä  +  cosC)tß*. 
und  folglich  nach  Rel.  IV. : 

« 

5) Da«  =  (l  +  8sini^cosJÄcosjC)ß*. 

Also  ist  nach  §.  3.  11): 

6) Da*  =  Ä(Ä+2r«). 

Deberhaapt  hat  man  also  jetzt  die  folgenden  merkwürdigen 
Formeln : 

D«  =(l-8sini^siniÄ8ioiC)Ä«, 

Da*  =  (l  +  8sioUcosiÄcosJC)Ä«, 

i  D6«  =  (l+8co8UsiiiiÄcos4C)/?«, 


7)  .   .   .   . 


Dc*  =  (l +8co8i2lcos41?8lnjC)/2« 


und: 


8) 


D«  =:Ä(Ä— 2r), 

ba«  =  Ä(Ä  +  2ra), 

De«  =  R{R  +  2rc). 
Also  ist*: 

D»  +  D„«  +  Di»  +  De»  =  ß(4i2  -h  2(r„  +rj  +  rc  -r)), 

folglich  nach  §.  4.  38): 

K 

/9) D«  +  D««  +  Dft«  +  De«  =  12fi«. 


§.9 

Bezeichnen  vrir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  um  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  dem  Schwerpunkte  durch  D; 
so  ist  nach  §.  3.  2)  und  3): 
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9 .  ^  =  (2  cos  2I 8111 1?-  sin  C)«+(28in^8inÄ— 3cos  C)«, 

9 .  ^  =  (2cos Äsift  C— sin^)a  +  (28inÄsin  C— Scosil)«, 

9 .  ^  =  (2  cos  Ccos  2I  —  sin  Ä)«  +  (^sin  Csin  ^  -  3  cos  Ä)« ; 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

27 .  ^  =  27  -  4(^in  il«  +  sin  Ä«  +  sin  C«) 

—  1€(cos4sin^8inC-f  8iiiilco8fisin'C-|-sinil$iniBco6  C) , 
und  folglich  nach  Rel.  VII. : 

•l)   .   .    .    .D»={l-J(sin.l«  +  8inÄ«  +  8inC«)|Ä«, 
also  nach  Rel.  VI'.: 

2)     .....     ©«  =  K1— 8C0S^C08^C08C)Ä2. 

Hiernach  und  nach  §.5.  1)  und  §.7.  J)  ist: 

/>«:/>"«:lD*  =  l:J:J  =  9:4:1, 
also 

^     /):Z>":»  =  3:2:1. 


§.10. 

Die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  in  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises  von  dem  Schwerpunkte  wollen  wir  durch  E  be- 
zeichnen ;  so  ist  nach  §.  3.  3).  8) :  ^ 

9  £* 

j .  ^  =      I (cos  A sinß-f  sin  C)— ^cos \A  sin  ^ßsin  iC|* 

-|-  \s\u  Asm  B  -^^BxtklA&mlB  e\xi\C\^ , 

9   jE* 

j.  ■=  =      |(cos^sin  C+sin^)— ösina^icoSa-ßsiniCl* 

+  tsinßsinC— 6sin4^sinlBsiniC}«, 

j.-pj  =      |(cosCsio^+sinß)— ßsini-^siiiÄcosjCI* 

+ 1 sin  Csiii  A  —  6 sin lA sin  ^^sin  \C\^\ 

folglich,  wenn   man   quadrirt   und  addirt,  nach   einigen  sehr  be- 
kannten Relationen  und  nach  Rel.  II.,  III.,  VII.: 

23  ♦ 
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9   £2 

—  (cos  As\nB  -{■  sin  C)( —  sin  A  +  sin  B + sin  'C) 

—  (cos  ^  sin  C-|-  sin  2l)(sin  2I  —  sin  ^  +  sin  C) 

—  (cos  Csin  A  +  sin  ß)(sin  A'{-s\nB  —  sin  C) 

—  sin  A  sin  Ä(cos  Ä  +  cos  B  -|-  cos  C —  1)  • 
— sin  j^sin  C(cosil-fcosJ9-|-eosC — 1) 
—sin  Csin -^4(cos^  + cos ^  + cos  C—1) 
+  3(1  —  cos  J?)(l  — cos  C). 

+  3(1— co8C)(l-eos^) 
+  3(  I  —  cos  ^)(1  —  cos  iB) , 

woraus  sich,  wenn  man  bemerkt^  dass  das  Aggregat 

—  cos  ^  sin -B^ — cos  JB  sin  C*  —  cos  Csin^* 

—  siii^sin^cos'f — sin  BsXuCcobC  —  sin  Csin  ^  cos  A 


+  s 

+  8 

+  s 


n  4  sin  J?  +  sin  B  sin  C+sin  Csin  A 

n(^  +  iB)sinl?— sin  (Ä+  C)sin  C— sin  (C+  ^)sin  A 

n^sinB  -f  sin^sinC-f  sin  Csin^ 

n£sin  C — sin  Csin  ^  —  sin ^  sin  ^ 

I 

n  A sin B-{-B\nB sin  C+  sin  Csin  A 


ist,  also  verschwindet»  leicht  die  Gleichung: 

y  £* 

-.  ™  =  — 2(coSi4sinÄsinC+  sin^cosÄsinC-f  sin  ^  sin  i?  cos  C) 

+  3(1  — cosß)(l— cosC) 
+  3(1  — cosC)(l-cos^) 
+  3(1  -co8^)(l— cos  jB), 

oder  nach  Rel.  VII.  die  Gleichung : 

9    £2 

j .  ^=     3(1— cosl?)(l  -  cos  C) 

+  3(1  — cosC)(l— cos^) 
+  3(1  — cos^Kl  — cosfi) 
—  (sin  ^2  +  sin  J?« + sin  C«) 

ergiebt.     Das  Aggregat  der  drei  ersten   Theile   auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  ist  aber: 
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9 — ö(cos -4 + cos  Ä  +  cog  C) 
+  3(co8  Ä  cos  B + cos  B  cos  C+  cos  Ccos  Ä) 

Ä  9  — 6(COS^+C08l?+C06C) 

+  |(cosi4  +  cosÄ+cosC)*--|(co8^a+co8Ä*+cosC*), 

also : 

9    £* 

2  •  ™  =  18 —  12(cos  A  +  cos  B  +  cos  C) 

+  3(cos  ^  -I-  cos  ^  +  cos  Cy^ 

—  3(cos^«  +  cos  1?«  +  cos  C«) 
— 2(sin  2|a  +  siD  iB»  +  sio  C«) 

=  12  —  12(cos  ^  +  cos  1?  +  cos  C) 
+  3(cos  ^  4-  cos  i?  -I-  cos  C)« 

—  (cosJ«  +  co6^  +  cosC«), 

also  offenbar:  ^  " 

9  £* 

^.^=     3|2— (cosil-fcosB-t-cosC)!^ 

—  (cos  i|2 -|- cos  1?* + cos  C*)  , 

« 

und  folglich  nach  ReLIIL,  V.i: 

.1) 

9    E^ 

2-^  =  3(l— 4siniJsiniÄsinJC)2— (1— 2coSi<cosÄcosC). 

Nach  §.3.  7)  ist  also: 

9   jga  r  ' 

2  •  ™  =t:  3  (1  —  -p)*  —  (1  —  2  cos  A  cos  B  cos  C) , 

wo  man  das  Product  cos  A  cos  B  cos  C  durch  verschiedencf  Grössen 
aus  dem  Obigen  ersetzen  kann. 


Es  ist 

9£«  =  6(Ä— r)*— 2(1  —  2cos^cos  Äcos  C)/22 
und  nach  §.  6.  2) : 

/>'«  =  2r*— 4Ä2cos  A  cos  B cos  C, 
also,  wenn  man  addirt: 

9£;«+  /)'«  =  6(Ä— r)«—2(Ä«— r«) 
oder 
2) 9£«  +  />'«  =  4(fe— r)(ß-2r). 


/ 
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Aehnliche  Relationen   würden  sich  hoch  viele  finden  lassen, 
was  ich  aber  jetzt  nicht  weiter  ausführen  will. 

Schliesslich  wird  es  nicht  unzweckmässi^  sein»  die  merkwür» 
dige  Formel  1)  durch  ein  PW  Beispiele  zu  verificiren. 

Betrachten  wir  ein  gleichseitiges  Dreieck,  so  ist 

^  =  Ä=C=60o, 
also 

cos  A  =  cos  B  =  cos  C  =  sin  30®  =  J , 
und 

sin  a^  =  sin  iB  =  sin  iC  =  sin  30®  =  s ; 

also  nach   1) : 

=  3(l-i)«-(l-i)  =  |-|=0, 

folglich  £  =  0,  wie  es  sein  muss. 

Betrachten  wir  ferner  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABCy 
in  welchem  die  gleichen  Scl^enkel  AC  und  BC  doppelt  so  gross 
sind  als  die  Grundlinie  AB^  und  setzen  also 

AB-\,    AC=BC^1; 

so  ist  2cos/4l ^2cos£  =  9,  also: 

COS  A  =:  cos  iS  =  I , 
sin  il  =  sin  if  =  i  Vl5. 


Ferner  ifat: 


also: 


2sini2l*=  I  —  co8  2l  =  I, 
2cos  M*  =  1  +  cos  A=:i; 


V3 

sinl^  =  sin|^  = 


coslA=;g\nlB=z 


2V2' 

V6 


2V2* 
Hieraus  ergiebt  sich  weitef : 

sinlC^co8A=^i, 
cos  i  C  =  sin  ui  ^  1  Vl5 


'    I 


und 


tles  eöenen  Dreieck»,  von  einander. 


1{>  7 

cosCz=2coslC* — 1=  -K  —  1  =  §• 
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Folglich  ist  nach  1): 

^  ^-1/1      A     ^^     ^*    K±      n      >  1   ^  \ 


2v2  2V2 

=3(i-i)«~(i-L 


8/  — v»-64> 

«     57      75     57       9^ 

32* 


Bezeichnen  wir  die  Höhe  unsers  Dreiecks  durch  h,  so  ist 


A=:2sin-4=JV16, 

also  eVlS  die  Entfernung  des^  Schwerpunkts  von  der  Grundlinie. 
Der  Halbmesser  r  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  ist 

Folglich  ist 

Endlich  ist  offenbar 


11  4 

1  =Äco8  5C==  jÄVlö,     also     R^jppt* 


und  folglich 


9  E^_^   1    15      1 
2'i2«"'2'l5'16'^32' 


ganz  wie  oben  aus  der  Formel  1)  gefunden  worden  ist. 


Anhang. 

Relationen  zwischen  den  drei  Winkeln  des  ebenen 

Dreiecks. 

I. 

sin24  4-sinB4-8inC  =  4co8;^cos^i?coSftC. 


352  Grüner t:   Deberdie  Entfetnungen  der  merhmtrdigen  Punkte 

Weil  nämlich 

sin  C  =*  sin  (J -f  J9)  =  sin  ^  cos  ^  4- cos /l  sin  i? 

Ist,  s6  ist: 

sin  il -f  sin  B -h  sra  C 

=  sin  ^(1  +  cos  B)  +  sin  B{\  +  cos  A) , 

woraus  durch  bekannte  Zerlegungen,  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chung 

cos  JC=  sin  \{Ä-^B)  =  sin  lAco»lB-\-  cos  \Ä  sin  \B , 

sogleich  die  zu  bewjeiseDde  Relation  folgt. 

11. 

—  ^In^  +  sinS  +  sin  C  ==  4cos  J^i  sin  ^^sln  \C, 

sxuA  —  sinJ^^sinC=4sin^^coSai&sin2C, 

sin  ^  -|-  sin  J9— -  sin  C= 4sin  l^sin  \Bcos  IC, 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  erhält  man  sogleich: 

'  "  — 'sinil-fsinf-f  sinC 

=  — 8in^(l  — cos  B)  +  sinÄ(l  +  cos2iy, 

woraus  durch  bekannte  Zerlegungen,  mit  Röcksicht  auf  die  Glei- 
chung /  . 

sin  J  C  =  cos  l(A  -\-B)  =  cos  iAcoslB  — sin  ^ilsin  IB, 

die  erste  der  drei  zu  beweisenden  Relationen  leicht  folgt,  aus 
welcher  dann  die  beiden  anderen  sich  sogleich  durch  blosse  Ver- 
tauschung der  Buchstaben  ergeben. 

III.   V 

cos^  -f  cos ^ 4- cos  C  =  1-f  4sini^sin|J^sin4C 

Weil  nämlich  . 

cosA  +  co3B=:2co8i(A  +  B)co8l(A'—B) 

und 

cosC=-cos(/l+  ß)  =  1  ~2cos  J(-4  +Ä)« 

ist,  so  ist  < 


»  '  -      I 


de9  ed&nef^  Dreiecks  wm  einander.  353 

cos  il  +  cos  B -J;  CO«  C 

=  1  +  2cos  4M + Ä)  { €08  \{A^  B)  -  cos  4(4+  B)  ] 

=  1  +  4cos  Ui4  +  ^  sin  44  sin  4^ , 
woraus  wegen 

cos4(4  +  Ä)  =  sin4C 
die  zu  beweisende  Relation  folg). 

IV. 

— cos4-f  co8B  +  co8C=4sin4ilco8  4Äcos4C-^l, 
cos  A  —  cos  B  +  cos  C  =  4cos  44  sin  4i?cos  4  C —  1 , 
cos  A  -h  cos  B  —  cos  C  sc  4  cos  44  cos  4£sin  4C —  1. 
Weil  nämlich 

—  cos4+cosÄ  =  2sin4(4  +  ß)sin4(4— Ä) 

und  ' 

cos  C=  —  cos  (4  +  Ä)  :f  2sin  4(4  +  Ä)«— 1 
ist,  so  ist 

—  cos4  +  cosJ5+co8C 
=  2sin  4(4  +  B)  { sin  J(4 — B)  +  sin  4(4  +  i?) }  —  1 
=  4sin4(4-f  .d)sio44cos4i^  — )^ 


woraus  wegen 


sin4(4  +  J?)  =  co8  4C 


die  erste  der  zu  beweisenden  Relationen  folgt,  aus  welcher  die 
beiden  anderen  sich  durch  blosse  Vertäuschung  der  Buchstaben 
ergeben.  '        ' 

V.  • 

cos  4*  +  cosB*  +COS  C*  =  1  —  2cos  4cosi?cos  C 
Weil  nämlich 

cos  C=  —  cos  (4 + jB)  = — (cos  4c6s  Ä  —  sin  4  sin  J5) 
ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 


.\ 
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cos  A^ + cos  Ä«  +  cos  C* 
^14-3cosi4co8i?(cos  Jcos£ — slDilsiDi?), 
woraus  sich,  weil 

cos  C  =  —  (cos  A  cos  jff—  sin  A  sin  B) 
ist,  unmittelbar  die  zu  beweisende  Relation  ergiebt. 

VI. 

sin^*+sinÄ*+sifiC*=2(l  4-co8^cosiScosC). 
Folgt  unmittelbar  aus  V. 

* 

VII. 

2(cos  A  sin  ^  sin  C  -f-  sin  A  co6  i?  sin  C  -f-  sin  il  sin  i^cos  C) 

==  sin  ^«  +  siiiÄ«+  sin  C«. 

Ergiebt  sich  auf  der  Stelle,    wenn  man   die  Grosse  auf  der 
linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  folgende  Art  schreibt: 

sin  ^(sin  B  cos  C  +  cos  iS  sin  C) 

-f  sin  ^(sin.Ccos  A  \  cos  Csiu  A) 

-|-  sin  C(sin  A  cos  B  -{■  cos  A  sin  B) 

=: sin 4 sin (i? 4-  C) -f  sin i?sin(C+'^)  +  sin  CsinC^I -f  B). 

Natürlich  kann  man  für  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  auch  den  Ausdruck  VI.  setzen. 

* 

VIII. 

sinM*  -I-  sin  \B^  +  siaiC*  =  1  — ^sio  lAsm  \Bsm\C. 

Das  Aggregat  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 
ist  nämlich: 

i(l-cosi4) +i(l  — cosÄ)  +  4(i— cosO 

oder 

*  J-Ti(cosil  +  cosÄ  +  cosC), 

woraus  nach  III.  die  zu  beweisende  Relation  auf  der  Stelle  folgt. 
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IX. 

cos  Jii«  +  cos  4Ä«  +  cos  iC«= 2(1  +  sin  iiisio  iBsiD  iC). 
Folgt  unmittelbar  aus  VIIL 

4  sin  (450  _  i  ^)  sin  (45<> — \B)  sin  (45«  —  J  C) 

=  sina/l-|-  sinii^  +  sinJC — 1. 

Es  ist  nämlich 

4sin  (450— Jii)  sin  (450 — iJB)  sin  (45<> — i  C) 

=  V2 .  (cos  i4  —  sin  i^lXcos  lÄ—  sin  4  jB)(cos  1 C—  sin  J  C) 

.   =V2.icosi(^-B)— sini(4  +  B)}(cosJC— sinlC); 

aber 

JC=450-J(^  +  Ä),      . 

und  folglich 

cosiC=;^{cosi(4+fi)  +  sini(^+Ä)j, 

siniC  =  ;^|cosJ(^+iB)— ßinl(2l  +  fi)}; 

also :  t 

cosJC-siniC=  V2.sinJ(J+ J5), 

daher  nach  dem  Obigen: 

2sin  (450  -  i  J)  sin  (450— |J5)8in  (450— 1 C) 

—  {cosK^— Ä)— sinJ(^+JB)>8mi(J+i?) 

=  sin  \{Ä^B)  cos  J(^-  fi)  — sin  J(!4  +  i?)«, 

also: 

48in(450— Jil)8in(450— JJB)sio(450-.40 

ssini^l-fsiniiB—il—cosKil  4-^)1 
=  sinii4H-sinifiH-siniC-l, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 
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Einige  merkwürdige  Ausdrücke  för  die  dreiseitige 

Pyramide. 

Von 

dem    Herausgeber. 


\ 


Für  die  HauptelemeDte  der  dreiseitigen  Pyramide ,  nämlicb 
für  den  Inhalt,  den  Halbmesser  der  um  die  Pyramide  beschrie- 
benen Kugel^  den  Halbmesser  der  in  dieselbe  beschriebenen  Ku- 
gely  u.  s.  w.,  lassen  sich  merkwürdige  Ausdrücke  entwickeln,  wenn 
man  als  gegebene  Stucke  zu  Grunde  legt:  den  Halbmesser  des 
um  die  Grundfläche  beschriebenen  Kreises >  die  drei  Winkel  der 
.Grundfläche  >  und  die  drei  Neigungs\}^inkel  der  Seitenflächen  ige- 
gen  die  Grundfläche,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  jede 
Seitenfläche  als  Grundfläche  angenommen  werden  kann.  Diese 
Ausdrücke  zu  entwickeln 9.  ist  der  Zweck  der  vorliegenden  Ab- 
handlung. 

Bei  dieser  Untersuchung  werden  wir  uns  der  folgenden  Be- 
zeichnungen bedienen.  Die  Pyramide  sei  ABCD,  uni  APC  sei 
ihre  Grundfläche,  also  />  ihre  Spitze;  den  Halbmesser  des  um 
die  Grundfläche  beschriebenen  Kreises  bezeichnen  wir  durch  R, 
und  die  den  Seitein  BC^^CA,  AB  der  Grundfläche  gegenüber- 
stehenden Winkel  derselben  seien  wie  gewohnlich  A,  B,  C; 
endlich  bezeichnen  wir  die  an  JBC,  CA ,  AB  liegenden  drei  Win- 
kel, welche  die  Seitenflächen  der  Pyramide  mit  der  Grundfläche 
einschliessen ,  beziehungsweise  durch  A',.B',  (7.  Dies  sind  die 
Stücke,  welche  wir  im  Folgenden  als  gegeben  betrachten  werden. 


F 


füT  die  dreiseitige  Pyramide. 


j.  i 


Wir  legen  ein  rechtwinkliges  dreiaxiges  Coordinatensyatem  der 
xyx  zu  Grunde.  Der  Punkt  Ä  sei  der  Anfang  der  xyz,  und  die 
Ebene  der  Grundfläche  sei  die  Ebene  der  xy.  Der  pusitive  Theil 
der  Axe  der  x  sei  die  von  Ä  nach  ß  hin  gehende  Gerade;  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite  der  Axe  der  x, 
auf  welcher  der  Punkt  C  liegt;  und  der  positive  Theil  der  Axe 
der  !  iverde  auf  der  Seite  der  Ebene  der  xy  angenommen,  auf 
welcher  derPunlct  D  liegl. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  Ä  in  diesem  Systeme  sind  ,0, 
0,  0;  die  Coordinaten  von  B  sind  2AsinC,  0,  0;  und  die  Coor- 
dinaten von  C  sind  'iRcüs Äs\nB,  2ßsin^siaß,  0;  VFOrüber 
man  die  vorhergehende  Abhandlung:  Ueber  die  Entfernun- 
gen der  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks 
von  einander  nachsehen  kann,  aufweiche  wegen  verschiede- 
ner im  Folgenden  sur  Anwendung  kommender  Ausdrücke,  welche 
die  Grundfläche  der  Pyramide  betreffen,  hier  ein  für  alle  Mal 
verwiesen  wird.  Alles  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Coor- 
dinaten der  Spitze  D  zu  linden,  welche  wir  durch  X,  Y,  7j  be- 
zeichnen wollen. 

Die  Gleichung  der  durch  AB  gehendet 
ramide  ist  offenbar: 


Seitenfläche  der  Py- 


1) 


~icosC  =  0. 


Nehmen  wir  B  als  den  Anfang  und  BC  als  den  positiven 
Tlieil  der  Axe  der  x^  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
der  Xxy^H  ^"s  'i^  welchem  die  positiven  Tbeile  der  Axen  der  ^^ 
und  ii  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  angenommen  werden;  so 
ist  nach  1)  in  diesem  Systeme  die  Gleichung  der  Ebene  der  durch 
BC  gehenden  Seitenfläche: 


2/1  si 


8J'=0. 


Nach  den  allgemeinen  Formeln  der  Lehre  \ 
der  Coordinaten*)  ist  aber: 


I  der  Verwandlung 
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a:  =  c  +  ari  cos(180«— B)— yi  sin  ( 180®— J?), 

y=        ari8in(180O— Ä)+.yiCO8(180O— J5?); 
also : 

ar-^  c  =  — ÄTi  cos  B  —  yi  sin  fi , 

iy=      0^1  sin  £ — ^iCosB; 

woraus  sogleich 

ari=:  —  (a:  —  c)qosB  +  ^sinBy 

yi  =  — (ar  — c)sinB— ?ycos  B 

folgt,  80  dass  also  die  Gleichung  der  durch  BC  gehenden  Seiten- 
fläche im  Systeme  der  xyz  nach  dem  Vorhergehenden  die  fol- 
gende ist: 

!2)     orsinBsinil' -f  ^cosJ^sinil'-f  zcos2l'  =  csinBsin4*, 

wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  ii|:=:z  zu  setzen  ist. 

Endlich  nehme  man  A  als  den  Anfang  und  AC  als  cten  po- 
sitiven Theil  der  Axe  der  x^  eines  rechtwfnkligen  Coordinaten- 
Systems  der  x^^z^  an,  in  welchem  wiederum  die  positiven  Theile 
der  Axen  der  y^  und  z^  auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  vorher 
immer,  angenommen  werden;  so  ist  nach  1)  in  diesem  Systeme 
die  Gleichung  der  Ebene  der  durch  AC  gehenden  SiBitenfläche : 

y^BmB — z^eo&B'zizO. 

Nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometrie  in  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Cordinaten  ist  aber: 

x^^x^cosA — ( — y^B\\\A^:=x^cosA^y^»\x\Ay 

y=zX2,s>mA  +  ( — y^c(iBAz=:iX^BV[kA — y^cosA\ 

also : 

.^2  =  ^  cos  ^ -|- ^  sin  2^ , 

y^zzzxB\T\A — yco^A; 

~   folglich,  wenn  man  zugleich  x^zzli  setzt,  im  Systeme  der.^r^i  die 
Gleichung  der  durch  CA  gehenden  Seitenfläche: 

3)    .    .    .    arsin-^lsinß' — ycos^sinÄ'  — zcos^  =0. 

Weil  die  Spitze  D  der  Pyramide  der  gemeinschaftliche  Durch- 
schnittspunkt der  drei  Seiteilfläcben  ist,  so  haben  wir  zur  Bestim- 
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mung   ihrer   Coordinaten   X^   Y,  Z  nach*  1),  2),  3)  die  drei  fol- 
genden Gleichungen  > 

ÄsinBamA'  +  YcosBamA'  +  ZcosA'  =  csinBs\nA' , 

X  sin  il  sin  ^  —  Fcos  A  sin  B*  —  Zcos  B'  =  0, 

FsinC  — ZcosC  =  0. 

Multipllcirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cos -4sin  5*  CDS  C  +  cos  Ä' sin  C , 

cos  A'smO  •{■  cos  J?  sin  4'  cos  C , 

—  cos  B  sin  A'  cos  B  -f  cos  A  cos  A\  sin  B 
und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man^  weil 

sin  ^ sin  ^'(cos  A  sin  B'  cos  C  4-  cos  B  sin  C) 
.  +  sin  4  sin  B'(co8  A'  sin  C  +  cos  Äsin  A'  co«  C) 
=     sin  A  cos  A'  sin  B'  sin  C 
+  sin  Äsin  ^' cos  Ä' sin  C 
-f  (sin  ^  cos  i?-|- cos  2I sin  fi) sin^l' sin  i?' cos  C 
==:     shiilcos^'siniS'sinC 
■j-sinB  sin  ^'  cos  B'  sin  C 
-f- sin  ^  sin  il' sin  £' cos  C 
ist,  wenn  der  Kfirze  wegen: 

4) N—  \  sin J cos il' sin»' sin C 

-f  sin  J9  sin  A'  cos  B'  sin  C 
+ s\n  Csin  A'  sin  B  cos  C 
gesetzt  wird,  leicht  die  Formel: 

NX  =  esin  B  sin  A'(co9  B*  sin  C  +  cos  A  sin  JB*  cos  O), 

Multipiicirt  man  die  drei  ohigen  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sin^lstniS'cosCy  -  ^ 

—  sin  jffsin  il'cosC  9 

sin  ^  cos  il'  sin  B'  f  sin  ^sio  A'  cos  £' 
und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhSit  ikian,  weil 


\ 
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coaBainA'.^in'AsmB'coaO 


-t-cos^siD^.sioJSsin^'cosC 
,  -f  sin  dsiüAcoa  A^sin  B'  4  sin  B  sin  A'  cos  JBO 

=:     siD^cos^'siDJ^sinC 
-f  sin^siD  il'cos  J?' siD  C 
-{- {aiTi  A  CO»  B '\- coa  Asm  B)a\uA' am  B'coaC 
=     sin  A  cos  A'amB*amO 
-f  siD  J9  sin  ^'cos  ^'sin  O 
'\-AviCa\f\A*amB*toaC 
ist,  die  folgende  Formel: 

NTsss  csin^sin^sin^'sinf  cosC 

Multiplicirt  man    endlich    die  drei  obigen  Gleichungen   nach 
der  Reihe  mit 

sin  ^  sin  f  sin  C» 

•^  sin  J9  sin  il' sin  C5 

— cos^sinJSsinil'sinfi'  —  sin^lcosJBsinil'sinf' 
und  addirt  sie  wiederum  zu  einander;  so  erhält  man^  weil 
cos  A^ .  sin  A  sin  B^  sin  O 
+  cos  B' .  sin  B sin  A*  sin  C  .  ' 

+  cos  C(cos  A  am  B  sin  A'  sin  B*  -^  ainA  cos  B  sin  ^l'sin  B') 
=     sin^cösil'sin^'sin'C 
+ sin  B  sin  A'  cos  jB'sin  C 
^-f  (sin  il  cos£ -f  cos  ^sin  ^)sin  il'sinfi'cos  C' 
=     sin  il  cos^'sio^  sin  O 
-l- sin  i^sin  J'cos  ^'sin  C 
^  +  sin  Csin  A* sin  B*  cos  O 

ff  ' 

ist^  die  folgende  Formel:  ^ 

i\rZ  ==  csin^l  sin^sin  ^'sin  l^'sin  C. 
Weil  nun  bekanntlich 


V  / 


für  tUe  dreitettfge  Pyramide.  'itil 

c=2ftBinC 

ist,  sn  haben  wir  znr  Bestimmung  der  Coordinateii   X,   Y,  Z  der 
Spitze  D  die  TolgeDclen  Ausdrücke: 

ffX=:  2Äsiii£sin  Csin  ^'(cos  ß'sii.  C  +  cosAsin  fl-cos  6") . 

A'r=  2fi8in^sin  ßsinCsin^'siii  fi'cos  C, 

A'Z  =2ßsin  ABinBßin  Csin  J'sin  ß'wn  C. 

Bezeichnen  wir  die  Hübe  der  Pyramide  durch  //,  so  iNl  uSfu- 
bar  //=Z,  und  folglich: 


6)    ,    .    .  A'A=2i^sin^8infisin6\sin^'sinS-6inC, 
oraus  man  leicht  die  Formel: 

2/fsin^sin£siiiC' 


II  A  cot^'+siii  Äcot  B'  +  sin  Ccot  C 


7)  .    .    .   ff= 
erhfill. 

Bezeichnen    ivir    denjohalt  der  tirundfläehe  und  den  kiirper 
lieben  Inhalt  der  Pyramide  respective  durch  -d  nnd  P,  so  ist 

P=\JH, 

und   folglich,  n^eil   bekanntlich 

z;=:2fl2ein^sinB,sii]C 
ist,  nach  6)  und  7): 

8)  .    .    flr/*=SÄ»sin.4>Binß»ainC»sin^'sinß'sine  ,   __ 
und 


^ 


9)    .    .   P  = 

Auch  ist: 

10).   .P  = 


'siniJcot  J^'-^-sillJff  cot^  -|-sin  CcotC* 


3«(siii  AcotA'  +  sin  ßrnt  ß'  +  sin  CcotC)' 


Wir  wollen  uns  jet^t  mit    der  Bestimmung  der  um  die  Pyia- 
midfl  beschriebenen  Kugel  beschürtigen,  indem    wir  die  Coordina- 
■lli«il  XXXVL  24 


I  ' 
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ten  des  Mittelpunkts  dieser  Kugel  durch  3^,  P,  5  und  den   Halbr-, 

messer  derselben  durch  R'  bezeichnen. 

•   ^-       ■       ■  '    ■        

Weil  der  Mittelpunkt  der  um'  die  Pyramide  bescbriebMeeii 
Kugel  jederzeit  in  der  duYch  den  Mittelpunkt  ^es  um  das  Dreieck 
ABC  beschriebenen  Kreises  auf  die  Ebene  dieses  Kreises  er- 
richteten Senkrechten  liegt;  «q  ist  zuvörderst:    > 

1)  ,    .    .    .    .    .    .a^ssÄsinC,    IJi  =  ÄöosC. 

Ferner. hat  man  zur  Bestimmung  von  3  offenbar  die  Gleichung 

woraus  sogleich 

fol^t;  mittelst  welcher  Gleichung  0  bestimmt  werden  muss. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

sin  j^  =  sin  ^  cos  C -f- cos  ^  sin  C 

erhält  man  aus  1)  und  §.2.  5)  sehr  leicht: 

'•••..■  ^ 

=  2K^8in  Bs\n  Csm  A\sm  B  sin  B'  cos  C  +  sin  Ccos  fi'sin  C). 
Eben  so  leicht  ergiebt  sich  aus  §.  2,  5)  sogleich : 


=  4Ä*sin  B*sin  C«sin  J*« 


(cos  »'rin  C  +  CO«  i4  sin  B'  cos  O)^ 


+  sini42sin^2 
oder  nach  einer  leichtem  Transformation: 

=  4Ä« sin  J5«sin  C^sin  A'^W-- (cos B  cos  C—  cos  A sin  J5' sin  Ö)^  j. 

ff 

Schreibt  man  nun  die  obige  Gleichung,  aus  vf^kher  S  bestimmt 
werden  muss,  unter  der  Form: 

mZ%  ■_  N\X'^  +Y^  +  Z^)      ^^  N(X^+YJf) 


•  •  .> 


so  erhält  mau  zur  Bestimmung  von  S  unmittelbar  den  Aosdrack: 


^^^ 


JV'ZS 

■ilp 


Tür  rfie  rireltettigt  Pt/ramiäe. 
=     sin/i*sinC»sin^'»|l-{cosS'cö8C'-c( 


-iV.l 

nBt 

nCsin 

/«■(.in« 

infi-oo 

■ifi" 

■mficm 

CsiaA' 

sin  fish 

Csii 

^•11- 

-(co.B'co.C- 

ff(.in« 

liiiß 

cosO 

+  8in6V 

08B'S\ 

laCcosB'sinC) 


welcher  aber  einer  sehr  betiierkenswerthen  Trarisl'orination  fiihig 
ist.  Führt  man  nämlich  aus  g.  2.  4)  den  Ausdruck  -von  JV  in  die 
GrSsse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ein,  so  fin- 
det rann  zuvörderst  sehr  leicht,  iluss  dieselbe  sich    auf  die  Form 

sin  ^?sin  iSsin  Csin  A'^iuB-^sin  C^ 
-  (siü  ßa— 2cos,4sinÄsin  C+sin  t'*)sin  J'sin  ß-cosß'sin  Ccos  C 


—{sin  B  sin  Ä*  cos  C  +  sin  Ccos  E 
bringen  lässt.     Setzt  man  aber 

coaJ=  — 
so  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

sinß2--2cosJ. 
=  (mhßcosC+co 

die  Grösse  auf  i 
obige,,  (ilei 

inC.sin^si 
„...,„i    . 


s  ^'sin  fi'sin  C 


und  es  ist  ah 
Zeichens  ii 


nC  + 

sin  C 

o« 

=  .i„ 

de 

lilen 

8eite 

s  Glei 

C.i 

^'8in 

S 

sinC 

„J' 

a.B' 

o> 

^j 

0.^' 

6inB' 

cos 

c\. 

»./!■ 

».«■ 

si. 

c\ 

Folglich  ist  nach  3); 


iV'Zg 


'iß' sin  4 

=     &taA»vaB^mCi 


iifi-s 


^'einß'ati 

8in.Jsin^'eosB'cosC  ] 

-f  sinfcoB^'sinB'cosC  | 

+  8inCcosyl'cosiB'sinC  ' 


364  ' Grünet  i:    &iU§e  m€rlnHir(ü§€  AmtdrUeke , 

woraus  sich  nach   $.  2.  5)  der  sehr  merkwürdige ,  volKg  symme- 
trisch gebildete  Aasdrock: 

4)    ...     ~~fr^     sio  Jsio^sioCsittil'siDB'sinC 

.       sin  A%\n  A*  cos  B*  cos  C 
— '  +sinÄcos24'8inÄ'«osOJ , 


(■+ 


sin  Ccos  ^'cos  fi'sin  C* 


oder 


5) 


oder 


sin  2^sin  A*  cos  B^  cos  C 
^-5.|^_  j+6inÄcosJ'siofi'cosC'!„ 

\  4- sin  Ccos  ^l'cos  fi'sia  C 


Isin  A  sin  A*  cos  B*  cos  'C 
+  8inÄtos^'sinJ?*cosO' 
-f  sin  Ccos  A*  cos  R  sin  C' 

ergiebt.    Leicht  erhält  man  auch  hieraus: 

7) .   .JZ-^S^ 

I?     ^  Ä.     *!>/     .  ^.  sin  A  tang  J^ + sin  ig  tang  ^4-sin  Ctang  O 

sinacot^'4-6>D^cot^'4- smCcotC 

und  weil  nach  §.  2.  5)  ^ 

__  j^ sin^lsin  JgsinC 

»         -      sia^cot-^l'  +  sinÄcot/^'+sinCcote 

ist,  so  ist: 

8) 

>     i      sid^tang^' 
sin/lsinBsinC— cot^'cotÄ'cotC  | -f  sin i? tang ^ 

^  _  i;.  _^ 1_^ ^  +  sin  Ctang  O 

.  sin24cot^'+sin£?cotÄ'  +  sinCcotC 

Weil  offenbar 
also 

*  » 

ist,  so  Ist  nach  8): 


' 


9) 


fSr  die  äreitettige  Ppramlp*.   '  S6& 


•  •  •  : jR* 

I      sin  ^  taug  il' 
-f  sin  Atangfi' 
+  sin  Ctang  C    )  Hjs 

sin  A  cot  A*  -f  sin  jB  cotJST  +  sin  Ccot  C  \ 

oder : 

10) Ä*« 

sin^tang^' 

siniJsinAinC-cotil'cot  S'cot  C  j  +8inAtangfi' 

«  ™.  I  .  r .(+sinCtang(?^-|^ 

""^^*+L     ■      sin A cot il' ,-f  sin Bcoi B'  ^ sin  Ccot  O  J' 


§.4. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  in  die 
Pyramide  beschriebenen  Kugel  durch  x,  l^>  ?  und  den  Halbmes- 
ser dieser  Kugel  durch  r';  so  erhalten  vir  mittelst  einer  einfachen 
geometrischen  Betrachtung  aus  den  Formeln  §.  2.  5)  ^  wenn  wir 

1) 5[V'=      sin^lcosi^'siniÄ'siniC 

■  » 

-f  sin  Asin  1^' cos  ifi'sin  sC 
+  sinCsinU'sinifi'cosiC 
setzen,  sogleich  die  folgenden  Formeln: 

2)  ... 

iV'jr=2ßsinÄsinCsini4'(cosJÄ'siniC  +  cosi<sin}B'cosjC), 
N^t)  =  'IRsmAsin  iBsin^Csin  2^4' sin  «13' cos  ^C, 
iV'^ =2/2sin  2I  sin  fi  sin  Csin  2^' sin  a^sin  i  C 

und 

^  „sin  ilsin  ^sin  Csin  j^l^sin  j^'sin  jC^ 

ö)    .    .    .  r  =  IH ; — "-Ty* 

oder:   •  ,  ' 

sin^siniBsinC 


4)  .    .r'  =  2ß- 


sin^^  cot^il'  -f  sin  ficot^i^  -f-  sin  CcotiC* 

Bezeichnen  wir  die  natfirlich  stets  als  positiv  zu  betraci|ten- 
den  Entfernungen  der  Projection  des  Mittelpunkts  der  in  die  Py«v 


'\ 
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•       \ 


ramide  beschriebenen  Kugel  .auf  der  Ebene  ABC  von  den  Seiten 
üjhi  c  des  Dreiecks  ABC  dureb  pa,  pb,  pd  so  ist  nach  2): 

2R»\n  ^  sin  £  sin  CcosiA*s\nlB'»inlO 
pa  =  — ^ : Ä?: » 


5) 


also: 


i :.. 


•iV' 


2ßsin2lsin^sinCsini24'cos2'ß'sin4C' 

^  ;>5  = ■ ' — r ^ 


'N'^ 


*     i-i' 


Pc  = 


2/2sini^sinißsiriC8in<]J'sinaß'cos4C^ 

— ' ^      2v^  ; 


6)   .   .  . /?a:pA:pc=  cotJ^'rcotJÄ'teof  jC*. 


Die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  Pyramide  wollen  wir 
durch  Uf  V,  w  bezeichnen,  und  setzen  als  bekannt  voraus,  dass 
dieser  Punkt  in  der  geraden  Xioie  liegt,  welche  den  Schwerpunkt 
der/Grundfläche  mit  der  Spitze  der  Pyramide  verbindet,  und  um 
den  vierten  Theil  dieser  Geraden  von  der  Grundfläche  entfernt 
ist.  Weil  nun  bekanntlich  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der 
Grundfläche  ABC 


R(cQ^AmiB\^\xiC)t    a/^sin^^sin^,    0 


sind,   und  wir  oben   die   Coordinaten   der  Spitze  durch  Jl,  F,  Z 
bezeichnet  haben;  so  ist  nach  bekannten  Formeln  der. analytischen 
.  (Geometrie,  wie  man  leicht  findet: 


M*= 


2Ä(cos  ^  sin  ^  4-  sin  C)-{-X 


1) 


V 


2ßsin.4sinÄ+  F 


oder : 


und  folglich: 


Z 


-^  =  cos  A  sin  B  +  sin  C\  y«  » 
2^  Ä       nV^ 

Ä""2Ä' 


■\ 


'  I 


fär  d$B  ärtHeiüffe  Fpramide. 

2iVti  ZVJf" 

-^  =  iV(cos,/l  sin  Ä+  sin  C)  +  ^ 
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2i2 


-g-  =3iVsin^SinJ^-f -^ 
R    "  2Ä* 


also  nach  §.  2.  5) : 


.  I 


2Nu 

—pT  =  Nicos  A  sin  ß  +  sio  C) 


2) 


\: 


2iVi? 
R 

'INw 
R 


-f  sin  ^sin  Csin  ^^'(gos  B*  sin  C  ■{■  cos  il  sin  B'  cos  CO  ^ 
=>VsiD  As>mB  -{■  sin  il  sin  Ssin  Csin  A'  sin  ^'  cos  C , 


=  sin  A  sin  ^sin  Csin  iJ'  sin  B  sin  C. 


Bezeichnet  man  dte  Entfernungen  der  Projection  des  Schwer- 
punkts auf  der  Grundfläche  ABC  von  den  Seiten  a,'6,  c  dersel- 
ben respefctive  durch  qay  (jhi  qo\  so  ist  nach  der  zweiten  der 
vorhergehenden  Formeln: 

3) 

iD  •    D  •    rr/1  .  8in^eos^^sinJg*sinC\ 
qa  =  ißsin-ßsin  C(l  +  — ^ — ..  '   ^ r)> 

I 

1  «^  .    ^  .     ^/i  .  ainBsin^l'cosÄ'sin  C, 

^ft  =  .^/(  sin  Csin  il(l-f -j(^ ), 

iD  •    A  *    Dil  .  sin  Csin  i4' sin  B' cos  C. 
^c  =  4Ä8in2lsinJ5(l+  — jy ). 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Grundfläche  ABC 
wird  unmittelbar  durch  die  dritte  der  Formeln  2)  bestimmt. 


§6. 

I 

•    •  .  .  r 

Wenn  wir  den  Schwerpunkt  der  Pyramide  durch  S  bezeich' 
nen,  so  ist 


auch  ist: 


Sil«=i««  +  tja  +  wa; 


.iz>a=j[«+r«+z«. 
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Wenn  wir  nun  die  aus  dem  vorhergebenden  Paragraphen  bekann- 
ten Gleichungen:  - 

-^  =  iV(co62flsinJ?-f  6inC)  +'9g"» 
-g-  =  NainAsm  B  +  -^n  » 

nachdem  wir  beide  Seiten  derselben  quadrirt  haben,  zu   einander 
addiren;  so  erbalten  wir  die  Gleichung:   ^ 

^ .  Ä^«  =  1^.  ^/>«+  iV2(sinÄa  +  sin  C«  +  'icosi^sin  Äsin  C) 

'NX 
+  2iV(cos  ^  sin  fi + sin  C)  •  j^ 

NT' ' 
+  2iVsin  A  sin  ß  .  qTp  »     - 


* 

und  folglich»  werin  wir  für 


.1 


'        NX   '        N¥ 
2Ä    """*    2« 

ihre  Ausdrucke  aus  §.  2.  5)  einführen,  %veil  offenbar 

sin  B  sin  Csin  ^'(cos^i  sin^-f-sin  C)(co$  fi'sin  O  +  cos  A  sini^'cos  O) 

-|-sin  ^* sin  5* sin  Csin  ^'sin  B'cos  O 
=  sin  ^siu  Ofcos  A  sin  B  +  sinC)sin  A'cos  B'sm  C* 
+  sin  Bs\\\  C(cos  A  sin  C  +  sin  B)  siii  ^'  sin  B^  cos  O' 

i^t,  zugleich  mit  gehöriger  Vertauschung  der  Zeichen: 

4iV2   _.        N^ 


^•«^-4S^^^^ 


«« 


+  2V«(sinÄ2  +  sinC*  +  2cos^sinÄsinC) 

4-2iVsin  ^sin  C(co8i^sin  B-[^  sin  C)sin  i^'cos  J^'sin  C 

_       / 
-f  2iVsin  £sin  C(cos  ^4  sin  C+  sin  iß)  sin  ^^'sin  B*  cos  C , 


+  iV*(sin  C«  +  sin  ^* +2cos  Ä  sin  Csin  ^) 
+  2iVsin  Cuin  ^^(cos  JSsin  C4-.sin^)sin  J3'  cos  Csin^' 
'      H  2iVsin  Csin  i^  (cos  i? sin  A  4  sin  C)  sin  i^ sin  CeosA\ 


• 
•' 
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1 

^■.^c^=^.^- 

1 

+  A'«(8in  ^^  +  sin^+  2co8  Csin^Bin  B] 

1 

-|-2iVsin^ainS(coaCBiii^4-sinfi)8ineco6^-6m£' 

1 

\iIS6\uAs\RB{ca%C6\RB-^sinÄ)%mC»mA'caaB' 

J 

nder: 

i 

^^-■=.^-^-                                        _ 

j 

+  iV»(»iiB'+.inC«  +  2co..Jsin«.inC)                    S 

^ 

+  2iV(co,^sinB+i>iiiC)«inßsii.C.to^'cosB'.mC 

4-2iV(cos^siDC-fsiiiB)8inBsinC8iD/l'sinB'GosC. 

^.  SB«  _jj5.  BO' 

\ 

+  iVa(sinC«  +  em^«  +  '2siii^coBBsinC) 

,                     +2Ä(co.»sinC+.in^).hiC.ln^.in,<',lnB'co.e 

+  2iV(cosB.in/(  +  .inC)sinf.iii^to.J'.iiiB'.iiiC. 

m 

%.WC^=S,-^^ 

+  A'V"J*  +  8inÄ*  +  2sin^sinBco6C) 

,                          +  2iV(cos  Csin  A  +  sin B)sm  A  sii. ß cos  A'mm  B' sin  C 

+  2A'(co8  Csioß  +  sin  ^jain  ^sin  Bsin^'cos  ß'shi  f. 

Weil  nun  nach  einer  hekaonteti  Relation 

2(cos^8in£sinC+6in^co6fisiaC+sin^8in£cosC) 

.      .                                        =sin^*  +  sinß*  +  8inf;' 

, 

und- ausserdem 

J 

(cosßsni^+8iuC)sint:sin^  +  (cosCBia^-h8in£}8i[iilsin£ 

=  8inJ|(sinßcosC+co8Äs.nC)sin^  +  sinfiHBiDC«l 

=  6in^(sin^«  +  8i..Ä*  +  sinC>), 

(co9C8inß+sin^)sin^sinB  +  (cos^BinÄ  +  8iiiC)8inBeiiiC 

=  8inßtsin^a-|-(8ti)Cco8^-r-cosC8in^)8iniJ+sinC*t 

=  sin  ß(  sin  A^  +  sin  B»  +  sia  C*) , 

1 
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I 

(cos  ^  sin  C+siaB)  sinB  sin  C+  (cos  £  sin  C.+MnÄ)  sin  Csin  A  ' 
==  sin  et  sin  A^  -f  s^n  B^  -f  (sin  A  cos  B  +  cos  A  sin  ß)sinC\ 
=  sin  C(8in  i« -jh  sin  Ä«  ^^  iiA  (?«)       ■ 

ist  i  so  erhält  man   ^urch' Addition  der  drei  obigen  Gleichungen 
die  Gleichung : 


I '  •  . . '  ( 


\       A    .'!• 


4iVa 


j^(SA^+SB^  +  SC^) 


N^    .   T^. 


=     f^iAD^  +  BD^i^CD^) 

+  SiV^a^sfb  ifc4^isln««+8in  t*)'       , 

'        •'-|:2lV(sin2i«  +  ßLnB*+WnC*)sini^ 

4- 22V(^lri^* 4^  6ta Ä* -f  Stil  t«) sin Ä sin  2I' cos Ä' sin e 

+  2^(sin  A^  +  sin  B^  +  sin  C») sin  Csin  A'  sin  Ä* Cos  C, 

also  nach  §.2.  4),  wenn  man  zugleich   die  Gleichung  durch  N^ 
dividirt:  .___         _       


R^ 


>''  -f  .    V 


* . 


AD^+BD^+CD^ 


iR^ 


+  5(sin  A^  +  sin  52  +  sin  C«) 


oder: 


ÄD^  +  BD^  + 


WS 


s2ia^.sgÄ4,se2 


+  |fi*(sin  A^+am  Ä»  +  sin  C») 


; ! 


Nun  ist  aber  bekanntlich: 


ÄasinÄ«=i6*=  ^, 


also: 


1    « k 


■  »• 


;f 


*  • 


1).. .......    .,„.,,,,,,,^^V+,^Ä«'ri-SC», 


T~  '■'      ■  W^    1   .      '•   ■■  .     ■     •■      ^( 


I 


t 


\1  ,    .  % 
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I 

Wendet  man  diese  Gleichung  auf  jede  der  vier  Seitenflächen 

ABC,    ABD,    BCDy    CAD 
der  Pyramide  an;  so  erhält  man  di^  vi^'  folgenden '^Slelchangen: 


"     •»:•■•:  V  , 


•  •  ■    '  •       ■■ 


«  • 


iSil^+$g*  +  SC« 


AD^  +  BD^  +CD^^'  5(^Ä«  +  BC^  +  CA^) 

16 


5';'. 


t) 


,1 


Ä^«  +  SÄ«  +  ÄZ>« 


CA^  +  BC^  +  CD^ + 5(.<iW4-  BJD^  +  ^/>^) 


^: 


SÄ«+S^+Sii» 


_AB»  +  CA»  +  Äp*  ^  5(gC*  rf  CD*  +BD») 

16  . 

SC^^SÄ^-i-SJ^ 


ßC^  +  AB^  +  ^Z>«  +  5(C^a+  2lZ>«  +  C/>«) 

=  -^  IT  :      ' 

•  ■  •■■•    •   .    • 

und  durch  Addition  dieser  vier  Gleichungen  ergiebt  sich : 


v< 


3(S.42+  SB^^  ÄC«+  Ä/>2) 


UiAB^+BC^+CA^+AD»+BBß+CO»y 

■  16  .■■■■'.•   .' 


also: 


Ä.4«+ÄÄ»+SC«  +  «/)* 


^^  +  ÄC»  +  Ci4«  +  24Z>«  +  ÄD«  +  CZ>» 


woraus  sich  der  folgende  merkwürdige  Satz' ergiefot : 

In  jeder  dreiseitigen  Pyramide  ist  die  Summe  der 
Quadrs^te  der  Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  den 
viejr  E^.ken  der.  vierte  Tbeil  von  4ib^  >^ufnme  der  Qua- 
drate der  sech^  Konten. 


,i/< 


..-»1. 
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.  / 


Anhang. 

Wir  wollen«  .uns  vorbehaltend,  spätbr  auf  diese  UnterBuchun- 
gen zuruckzukommien»  einige  der  im  Vorhergehenden  erhaltenen 
Resultate  an  dem  besonderen  Falle  des  Tetraeders  oder  der  re- 
gulären Pyramide  verifieiren. 

In  diesem  Falle  ist 

also: 

cos  ii  =  cos  J3  =  cos  C  s=  sin  30^  =  s , 

sin  A  =  sin  J5  =  sin  C  =  i  V3 ; 
und  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie  findet  man  leicht: 

cos  A'  ==  cos  B'  =  cos  O  =  1^3  1I/3  ==  i »      '      • 
sin  A'  =  sin  ß'  =  sin  C  = ' 


folglich 

tang  A'  =  tang  B'  =  tang  C  =  2  V2 , 

'  1 

cotA*z=  cotB'  =  cotC  — 2v2* 

Jede  Kante  'des  Tetraeders  wollen  wir  als  Einheit  annehmen, 
so  ist  die  Hohe  den^^nndfläche  sssip^lss  4V3,  und  folglich  der 
Inhalt  der  Grundfläche  =:|V3.    Die  Hohe  des  Tetraeders  ist 

Ä=iV3.sin^'=  VI, 
und  ff^lglich  der  Inhalt  des  Tetraeders 

^  P  =  i.JV3.V|  =  r'«V2.     ^ 

>Ist  wie  gewohnlich  R  der  Halbmesser  des  um  die  Grundfläche 
bescfiriebenen  Kreises,  so  ist 

1 
Kcos30»=4ÄV3  =  l»    also    R=jrpö- 


Bezeichnet  1t  den  llalbmesser  der  um  das  Tetraeder  beschrie- 
benen ü^ugel,  80  hat  man  offenbar  die  Gleichung: 


,/ 


tir  di0  är^ieiUffe  Pprmmide^ 


878 


woraus 


Ä'  = 


folgt ;  also  ist  nach  dem  Vorhergebenden :    . 

fy_i-H_V3 

Bezeichnet  r'  den  Halbmesser  der  in  das  Tetraeder  besehrie 
benen  Kugel,  so  ist: 

1  1 

r'  =  Äsin30o.tangli^'  =  y3*itangi^'  =  .jj^tangi^l'. 


Es  ist  aber 


also 


2slnii<'«=  1  — coSi<'==:l  -1  =  |, 
2cos  ii4'«=  1  +  coSiJ'=:  1  + 1 1=  }; 


sip4^'=Vi,    cosU'  =  V!.    tang42l'  =  Vi; 
und  folglich 

i 

Nach  der  Formel  §.  2.  7)  ist : 

r 

Ä=-^l , =  vs 


Nach  der  Formel  §.2.  9)  ist: 


1 

3v2 


p=\' 


^383 


2V2 


Nach  der  Formel  §.  3.  10)  ist: 


•iV3.  iV3 .  iVS-g^.gij.  A  3.iv3.2V2-|« 
Ä«  =  i{l  +  |  t        ^^— Jl. 


[ 


^•f^-*'^^ 


woraus  man  leicht 


\ 
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Ä'^  =  U1+4)  =  I,    also   /2'=: 


V3 


2V2 
findet. 

Nach  §.4.  4)  ist:  -, 

, 2_  W^AVMV^. L 

^^VZ'    3.JV3.V2   ^2V6* 

% 

Alle  diese.  Resultate '  stimmeD   mit  den   vorher   auf  anderem 
Wege  gefundenen  vollko9imen  überein. 

Die  Entfer^i^ng  des  Schwerpunkts  von  der  Spitze  D  ist 


V3 


1' 


|iy=  JVS  =  2v2~^'' 


so  dass  also  der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  um  die 
Pyramide  beschriebenen  Kugel  zusammenßillt,  wie  sich ,  auch  von 
selbst  versteht.  Also  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfer- 
nungen des  Schwerpunkts  von  den  Ecken    ' 

4JB'^  =  4.i.|  =  |. 


V    \ 


Die  Summe  der  Quadrate  der  sechs  Kanten  ist  =  6 ,  wovon  der 
vierte  Theii  =|  =  |  ist,  so  dass  also  die- Summe  der  Quadrate  der 
Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  den  vier  Ecken  den  vierten 
Theil  von  der  Summe  der  Quadrate  der  sechs  Kanten  beträgt, 
was  wiederum  ganz  mit  dem  in  §^  6.  bewiesenen  allgemeinen  Satze 
übereinstimmt 

Durch  eine  leichte  Betrachtung  findet  man  auch 


M  =  I,    t?  = 


1 


1 


10  = 


av3''  •   ~2V6' 


und  ganz  dieselben  Werthe  liefern  die  Formeln  g.«5.  2). 


VM     ;     .-. 


i 


\ 


I- 1 


-/ 
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XX. 

Berichtigung  zu  der  Abhandlung  des  Herrn  Bacaloglo 
über  Fusspunktcurven  und  Fusspunktflächen  in  Theil 
XXXV.  Nr.  V.  .  ■ 


Herin    üoctor    Magener 


Uerr  Bacaloglo  hat  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  Fuss- 
punlclcurveniind  fusspunktflächen"  (Archiv.  Bd.  35.  pag.  36,)  den 
Satx  aul'gtstellti  „Da»  von  der  Pusspunktiläche  eines  Ellipsoids 
begränEte  Volumen  ist  constaiit  für  alte  Pole,  welche  auf  einer 
mit  der  gegebenen  Flüche  cnncentriscben  Kugel  liegen,  und  gleich 
der  Summe  öus  dem  Viertel  des  Volumene  dieser  Kugel  und  dem 
der  FusspunktllSche  für  den  Mittelpunkt.''  Dieser  Salz  steht  >»> 
Widerspruche  mit  dem  von  mir  in  dem  zunächst  vorhergehenden 
Helle  (Archiv.  Bd.  34.  pag.  iSd.  und  im.)  in  der  Abhandlung: 
„Kuliatur  des  Fusspunktenkürpers  eines  Ellipsoides"  bewiesenen 
Theoreme:  „Der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuas- 
ponktenkOrper  für  ein  un  gl  eichaxiges  Ellipaoid  ist  wiederum 
ein  ungleichasiges  Eilipsoid,  nicht  aber  eine  Kugel",  und  es 
lag  mir  daher  nahe,  den  Fehler  in  der  obigen  Abhandlung  auf- 
zudecken. 

Fährt  man  in  die  von  mir  pag.  451.  entwickelte  Gleichung  der 
FoespnnktenfiSche  eines  Ellipsoides: 

t:r(a;-«)+i,(y-ß)  +  *(i-;.)i«=o''Ca:-«)Hö''(s-ff"+c'(i~)')" 

die  Polarcoordinaten : 

a:  — a  =  rsiii'9cosa),     «  —  ä^rßin^singi,     z~y=-reo»9 
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% 

ein,  80  erhält  man  die  von  Herrn  B.  richtig  aafgestellte  Gleichung : 
r  =  — {asin'&cosg)  -|-  ße\fid'smq>  +^008-^1 
±  V  a*8ln^eo8«g)  +  6«sin^sinV  +  c2cos2*, 
oder,   wenn  man  ^ 

r|  =  ff  sin  ^  cos  9> -p^8in  <&  8in  9 -f  y  €08  <& , 

ra=  V  a«8in^co8  V  +  6*8in^sin*g)  +  c»co8^ 
«etst,   r:=  — fiira  oder  r=riJ:rt. 

Hieraus,  erfp^lbt  JickjderkQrperliGbe  lobalt  F(a,/f,^)  des  Fass- 
fiinktenkörpers  eines  fillipsoides  für  den  Pol  {ol»  ßi  y)i    • 

0  0 

oder 
B)  Via^ß^Y)  =5  /   .    /       Vi^sm ^d^dq> 

0  0 

/n    p^n         ,    .  pn  p^n 

I        ri^ir2B\nM&df+ 1      j         vir^*  sin  0d»ffq> 
^  ,      o  '  ^        ^ 

-1 

l       PX     P*7l 

+  s  /'     /        Ti^ Bin 0d&d(p. 

,  O  0 

I 
In  diesem  Ausdrucke  sibtd'  das  erste  und  dritte  flntegral  f&r 
die  angegebenen  Grenzen  gleich  NuH,  das  vierte  giebt  V^, 
den  FusspunktenkOrper  för  ^en  Mittelpunkt  des  Ellipsoides ;  das 
zweite  dagegen  verschwindet  nichf,.  sondefn  reducirt  sich 
ai|f  folgendes  dreitheilige  Integral : 

/.n  p^n 
I         ta*sin*<j^cos*9)-f /}*8iii^8in*9)-f  y'cos^} 
0       ö 

X  V  a«sin«Oco8«9  +  6*sin^sinV  +  c»co8«^sin^c^dg), 

was  sich  ohne  Transformation  sogleich  ergiebt»  wenn  man  auf  die 
Natur  der  Eiemente  der  Jntegrale  Rücksicht  nimmt.  Diese  drei 
Theiieen^prechen  denWerthen  Fa»  Vp^  Fy  in  meiner  Abhandlung. 

Herr  B.  hat  nun  bei  der  Integration  darin  sich  geirrt,,  dass 
er  1)  behauptet,  dass  4a3  Integral 


/ 
i 
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irr 


Ti^ain&d&ilqj 


gteicb  eioeiD  Viertel  <)er  Kngel  sei,  deren  Radius  i;leich  dem 
Abstände  des  Pols  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsnides  ist,  und 
2)  dass  das  zvt^eile  Integral  gleich  Null  ist,  indem  er  bei  der 
Traneforniation  desselben,  teie  es  scheint,  bei'ni  ersten  Integral 
eos'^fdip^  V  «los^^cos^jrfqa^  V  cos^Qjdsiny  setzt  und  mit  cos'gj 
die  Grüssen  unter  dem  Wurzelzeicben  multiplicirt,  alsn  den  stets 
positiven  quadratischen  Fakter  cos'qj  in  zivei  Faktoren  zerlegt, 
von  welchen  der  eine  zwar  in  den  verschiedenen  Quadranten  das 
Vorzeichen  wechselt,  der  andere  aber  lalschlich  immer  dasselbe 
Vorzeichen  behält  und  analog  bei  den  andern  Integralen  verfahrt 
Hierdurch  ist  denn  natürlich  auch  das  falsche  Endresultat  herbei- 
geführt worden. 

Zur  VerificatiQn  des  eben  Angeführten  wollen  wir  den  ein- 
fachen Fall  betrachten,  wo  die  Basis  eine  Kugel  ist  und  der 
Pol  auf  der  Oberfläche  derselben  liegt.  Verlegt  man  den  An- 
fangspunkt der  Coordiuatcn  in  den  Pol  (c,  ß,  y)  und  lässt  die 
^-Axe  rom  Pole  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen,  so  wird 
ß  — )'i=0,  a  =  K,  r,  =  Ä6indcos?i  und  r^^Ii,  wenn  ß  den 
Radius  der  Kugel  bedeutet;  mithin  wird  .F",  der  Inhalt  des  ent- 
sprechenden Fnsspunktenkörpers,   nach  der  Formel  B): 

F'  =  ^  T"   f'"  ßSsin  *&cos  ^-pd&dg) 

■V  /^  /      "  ff»ain"*cos«(p(/^dq)+  /  "/     ^  ß3sin«9cos(prförfqi 

+  ^  f  "  f     "  H^fin^d&dip. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  das  erste  und  das  dritte  Integral 
gleich  Null,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  zuerst  nach  q?  von 
0  bis  2n  integrirt;    ferner  ist,  da 


/'■ 


ist,  das  zweite  Integral: 

■fhell    XXXVI. 


'"■  +  21  „ 
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'ff 


^n 


o       ^o 

endlich  .ist  das  viert«  Integraf: 


sin  MMqf  =:  ^  tt  12' ; 


folgiicb  Ist  der  FosspunkteDkSrper  V*z=:lnR*,  gleich 
der  doppelten  Kugel  vom  Radius  R,  was  mit  dem  von 
mir  pag,  472.  bergeteiteten  Resultate  übereinstimmt^ 
während  der  oben  angeführte  8atz  des  Herrn  B.  damit 
im  widerspräche  steht. 

Der  Inhalt  dieses  Fvsspunktenfcörpers  Usst  sich  auQb  leicbt 
dtrect  ohne  BerOcksitebtigung  früherer  Rechnungen  aus  der  Fuss* 
punktencurve  des  Kreises  herleiten ,  wenn  man  den  Körper  als 
durch  Umdrehung  entstanden  betrachtet.  Wenn  die  Basis  ein 
Kreis  Ist  und  der  Pol  im  Umfange  desselben  liegt,  so  verlege 
man,  wie  oben,  den  Anfangspunkt  der  Coorjdinaten  in  den  Pol  und 
lasse  die  J¥-Axe  vom  Pole  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
gehen.  Ist  nun  R  der  Radius  des  gegebenen  Kreises  und  ^  der 
Winkel,  den  ein  beliebiger  Radiusvector  r  der  Puss^unktenfsurve 
niit  der  X^Axe  macht,  so  ist,  da  näeh  Taf.  II.  Fig.  l."")  AB=zOCiz  AD 
'  =  R-{-Rcoaq>  \at,  die  Polargleichung  der  Fusspunktencurve : 

Dreht  sich  nun  die  eine  Hälfte  der  Fusspunktencurve  um  die 
JC-Axe  einmal  ganz  herum,  so  entsteht  der  entsprechende  Fuss- 
punktenkorper,  und  wir  erhalten  seinen  Inhalt  nach  der  Formel: 

Nun  ist: 

a:   =^rcoS9;s$A(cos(9^-f«.cos^), 

y«  =:r»slnV  =  Ä*(l  +  2cos9+eosV)sinV, 
da:r=z'—  R(i  +  2  cos  q>)  sin  g>dq> ; 

folglich : , 

r*:=:'-'nR^J      {l+2cos<p+cos*g)Hl+2cosg)}sinV^y, 


"*)  Diese  Figur  kann  erst  fm  nächsten  Hefte  geliefert  werden,  weil 
zu  dem  vorliegenden  Hefte  eine  ganze  Figurentafel  zu  geben  keine  Ver- 
anlassung war.  Q, 


■ 
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oder 

Da  nan 

/       \i,K<is^\1cfis^if>\«in^rfd(p^^  und  /       (I+Scos'qjjsin'iprfip^K 

ist,  Eo  erhält  man : 

K  r'=jißsy    "(1  f5co8ä^)BinVrf9'  =  |™Ä'. 

mithin  ist,  äbereinstimmend  mit  dem  Frfihereo,  der  FuBspunk- 
tenkürper  V*  gleich  der  dappefteti  zu  Grunde  liegen- 
de» Kugel. 

Posen,  den  16.  Äpiil  1861.  Dr.  Magener. 


Nachschrift  von  Herrn  E.  Bacatogio  in  Leipzig  *). 

^e  Herr  Dr.  Magencr  richtig  bemerkt,  ist  in  der  erwähn- 
t«D  Abhandlung  über  Fusspunktürter  in  dem  Ausdruck  füir  das 
von  der  Fusspunktfläche    des  Ellipsoides  begrenzte  Volumen    W  \ 

(a)    W=\ß      f       T,*Bin9d6dip-^f"r  "  rih-^siaOdedq-' 
I         r,rj*6lnflrfÖrfip+  {  /        /         r^' eia  ßdedtp , 

r,  =/ßinecosgj  +  oisinÖsini)(j  +  KC08», 

r,  5=  Vß"sin*ecoBV+**sin«eeinV  +  ß'cös»ft 

ist,    nicht    das  zweite    und   dritte,    sondern   das   erste  und  dritte 
Doppel  integral  gleich  Null.    Man  erhält  dann  für  W  den  Ausdruck : 


*}  Ich  hatte  natürlii:b  Hertli  l)r.  Magener'a  vnratehendeii  Anfiati 
TOt  ■einem  Abdruuk  ilutTD  Baculoglii  mi tf^et heilt .  vorauf  er.  meinr 
Hittlieilung  in  der  freiindiiilisten  tVcl«e  uiifneliinend  .  mir  ubige  Kach- 
Bclirift  sar<1[G.  n. 
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0  0  • 

/n    p%n  pn    p%n 

j       T^s\n^6s\xi\d6dfp \-n^  I       1        r^^vndcos'^ddBdfp 


O  0 


o         o 


pn   p%n  * 

+  3  /       /         ra»  sin  ßdedqf. 


\ 


0  0 

Bezeichnet  nun^  wie  in  meiner  früheren  Abhandlung, 

/n     P%n 
I        r^^kinßded(p 

0  0 

den   Kurperinhalt  der  FusspanktOäche  für  den  Mittelpunkt ,.  und 
setzt  man : 

I        r2  sin  '0  C08  *<pd&dg>  =  24* , 

0  0 

pTi  pin  pn  p^n 

j     I       r^8in^8\n^(pded<pz=iB^,    1      1      r^swecoa^eded(p=C^, 


0         0    ^ 


0        0 


wozu  mau  berechtigt  ist,  da  die  Elemente  dieser  Integrale   be- 
ständig positiv  bleiben 9  so  wird: 


(b) 


W=i  A*P  +  ßhn^+Chfi+  Ä. 


Aus  diese^^^  wie  aus  der  früher  von  mir  gegebenen  Formel  (63) 
[oben  unter  (a)  reproddcirt],  folgt  offenbar  der  Satz,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ein  Minimumpol  ist.  . 

Obige  Formel  (b)  zeigt  ebenfalls^ ,  dass  die  Pole  der  Fuss- 
punktfiächen  mit  constantem  Volumen  auf  einem,  mit 
dem  ursprünglichen  concentrischen  Ellipsoide  liegen, 
welcher  Satz  tiberhaupt  nur  ein  specieller  Fall  des  unter  Formel 
(66)  a.  a.  O.  von  mir  aufgestellten  Satzes  ist. 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  .dem    Herausgeber.    , 

In  den  Exercices  d'Analyse  niiknerique  par  V.  A.  Le 
Besgue.  Paris  1859*  p.  104.  wird  folgende  sehr  merkwürdige 
Zerlegung  als  von  Prouhet  und  Cayley  gefunden  angegeben: 

{a^^bHcHd^^eHfH9Hh^){a'HVHc'Hd'HefHf'H9'Hh'^) 
=     (aa!  +  66'  +  e&  +  dd'  +  ee' ■{■  ff  +  gg*  +  hh'y^ 
+  (a6'  -  ba' — cd'  +  de'  -  ef  +  ftf — gh!  +  A^')' 

+  (ac*  +  6d' -  ca'— <»' +  cfir' — /Ä'— jTc' +  A/"')* 
+  (ad'  -  ftc*  +  (?A'  —  da'  —  eh'  -  fg'  +  gf  +  Ä«')» 

+  (fl/^  —  6e'  +  cA'  +  <^^  +  eb'  ^fa'-^gd' ^hc')^ 

+  (ai;'  +  bh!  +  ce'  —  cj^'  —  «c'  +/d'  —  .7«'  -^Ä60« 

:  +  (aA' —  6^' —  c/^' -  d«' +  ed' + /c' +  .76' —  Aa')*. 

Für  e=f^g  —  h=Q,  e'=/'=^' =Ä'=0  erhält  man  hier- 
aus die  längst  bekannte  R^ation: 

(a«+6«  +  ca  +  rfa)(a'«+6'«  +  c'«  +  rf'a)     ' 
^        =z=     (ad'  +  66'  +  cc'  +  drf')« 

+  (a6'-6a'-cd'  +  A?')« 

-f((ic'  +  6rf'-^ca'— rf6')« 

+  {ad'  —  6c'  +  c6'  —  rfo')«, 

und  wenn  man  nun  noch 


382 


MtteelUn. 


c=d=0^    c'=d'=0 
setzt,  so  ergiebt  sich:  , 

(«•+ft*)(«'*+6'*)  =  («a'  +66')*  +  («6" —^«')*. 

I 

wie  gleichfalte  bekannt  genug  ist. 


Von   dem  Heraatgeber. 


Es  ist 


-»  —. 


M  i  a  c  e  1  1  6  Q. 


Berichtigung  uird  Betnerk^ong.  ' 

Hocbverehrfi^  Herr  /Professor.  Als  ich  meine  Abbandluifig 
Nr.  XXVH.  Tbl.  34.  dieses  Archivs  las,  bemerkte  ich,  dass  ich  in 
derselben  p.  399.  Z.  12 — 16'  einen  für  den,  27wecie  der  Arbeit  zwar 
unwesentlichen  9  doch  aber  an  sich  nicht  zu  entschuldTgenclen  Pefal- 
schluss  gemacht  habe;»  der  sieb  ;^edeBi  nabefaBgenoeD  Leser  sogleich 
zu  erkennen  gibt    Es  muss  stati  jener  Zeilen  heissen: 

,9  Eine  aufmerksane  Betrachtung  dev  Reihe  (1.  b)  und  der  wei- 
teren Rechnungen  ergibt,  waa  auch  schoo  anderweitig  unmittelbar 
rer  einleuchtet,  das»  £=t=0  ist,  es  mng  die  ursprüngliche  Reihe 
aus  einer  graden  oder  ungraden  Anzahl  Glieder  bestehend  ange- 
sehen werden,  so  dass  immer  u.  s.w." 


'^Dch  fehlt  B 


■  Reihe  (I.  b)  der  [nHex  t. 


I 


Gestatten  Sie  mir  noch  die  Talgcnde  BemerkuD;;.  Ich  erin- 
oere  mich,  in  Ohm's  „Geist  der  mathematischen  Anaty- 
sis"  gelesen  xa  haben,  da^s  es  nicht  erlaubt  sei,  die  Glieder 
einer  unendlichen  Reihe,  unbeschadet  ihrer  Sumiue,  so  nie  die 
einer  endlichen  Reihe,  d.  i.  in  beliebiger  Reihenfolge,  zu  eum- 
miren.  Ohm  gibt  auch  in  einer  Anmerkung  hierzu  Beispiele,  näni' 
lieh  eine  Anzahl  Reihen,  welche  nach  bestimmten  Gesetzen  aus 
einer  zuerst  gegebenen  abgeleitet  werden  und  von  dieser  sich 
scheinbar  nur  durch  die  Verschiedenheit  der  Aufeinanderfolge 
ihrer  (illieder  unterscheiden  Ein  genaueres  Zusehen  verschaffte 
mir  aber  schon  damals  die  Ueberzengitng,  dass  die  abgeleiteten 
Reihen  keineswegs  aus  denselben  Gliedern  bestehen,  wie  die 
Ausgangsreibe ,  dass  fielmehr  unendlich  viele  derselben  f^r  die 
Snmroation  so  nenig  vorhanden  sind,   wie  die  Glieder 


1 


«  +  1 


.1+^ 


I  1 


Wollen  Sie,   ho 
vorstehende  Zeilen 


^bverehrter  Herr  Professor,    die  Güte  haben, 
u  Ihr  geschlitztes  Archiv  aufzunehmen. 


Dortmund  am  7.  August  1860'). 


Julius  Rode. 


I 


in  der  von  Herrn  Schlümilch  für  /\e)^—a  abgeleiteten  Reihe 
(b.  Abh.  XXVn.)  und  dass  dieses  die  Ursache  sei,  wessbalb  die 
Summenforniein  der  abgeleiteten  Reihen  so  beträchtlich  von  jener 
der  luerst  gegebenen  Reihe  abweichen.  Uieses  einzusehen  scheint 
nicht  schwierig  und  es  müge  daher  diese  einfache  Bemerkung 
genügen. 


i 


er  Alidriick.  U(  durch  lurällig-n  Uiiiatäade ,  deren  Biwrilif^Dg  nicht 
'  >IrvIii  tag.   Bt'hr  veTS))älcl  worden.  G. 
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Drnehf0ki$r. 


D  r  u  c  k  f  e  Ib  I  e  r. 

In  Tbl.  XXXV.  aurS.6.  inuss  in  dem-Ausdrucke  vod  (?oi-|-6rio 
in  den  iPormeln  16)  am  Ende  der  Seite  das  Minnszeicheo  vor  dem 
Bruche  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  wegfallen. 

Im  Xiiterarischen  Bericht  Nr.  CXXXTX.  S.  16.  Z.  11.  v.  o. 
statt  „Axion''  s.  m.  ,,Axiom.^'  . 


VerBeielmlsfl  der  bis  ieiMt  im  Arcliiir  an^es^yten  Feit- 
1er  in  Settrdn's  siebenstelligen  liO^arithmen- Tafeln» 

Stereotyp -Ausgabe  von  1860. 


Nr. 

• 

Fehler. 

■                   * 

Angeaeigt 

Theil.       Seite., 

1. 

Taf.  1.  S.  29.  Fusstafel,  Spalte  <>' ",  Z.  1.  statt  J    ^ 

3.35.40  lies:   0.35.40.   ...... 

XXXIV. 

368 

,  2. 

Taf. LS.  174.  Fusstafel, Spalte  o'"/Z.  1.  statt 

- 

1.15.40  lies:    0.15.40. 

XXXV.. 

120 

3. 

Taf.l. S.  174.  Fusstafel,  Spalte  ^'\  Z. 3.  statt 

" 

0.36.40  lies:  2.36.40 

x;xxv. 

120 

4. 

TaC.lK  S.324.  Differ.  zwisch.  Iog8in20<>6'30'' 

• 

und  40^  statt  675  lies:   575 

XXXV. 

120 

5. 

Taf.  I.  S.  136.  log 75000  statt  8150613  lies: 

8150613     .......   

XXXVI. 
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XXIII. 

Beilräge  zur  Theorie  der  Beugung  de»  Lichts. 


Herrn  Eugen  Lom 

ProftsHOr   In   ScIiit; 


§.  l.  Wenn  eine  ebene  Welle  homogenen  Lichtes  (ein  Bub- 
4^1  paralleler  Liclilstrahlen)  einem  irgendwie  ijui'chbrochenen,  sonst 
undurchsichtigen  Schirme  be^gnet,  so  werden  hinter  dem  Scbirni, 
neben  den  direkt  durchgegangenen  Strahlen,  auch  noch  ge- 
beugte Strahlen  sich  Cortpilanzen,  indem  nach  dem  Principe  des 
Huyghens  jeder  Punkt  der  helenchteten  Oeffnung  3ls  ein  leuch- 
tenrler  Punkt  anzusehen  ist,  ivelcber  nach  allen  Seiten  hin  Licht- 
strahlen aussendet.  Ein  Fernrohr,  welches  man,  um  die  Beu- 
gungserscheinnhg  zu  beobachten,  hinter  dem  Schirm  aufgestellt 
hat,  oder  auch  ein  blosses  Auge,  wird  immur  alle  diejenigen 
Strahlen  in  einem  Punkte  vereinigen,  welche  mit  der  nämlichen 
Richtung  parallel  sind,  oder  welche  der  nämlichen  elienen  Stelle 
angeboren.  Will  man  für  irgend  eines  dieser  Bündel  paralleler 
Strahlen  den  Vereinigungepunkt  finden,  so  braucht  man  nur  auf 
einer  durch  den  optischen  Mittelpunkt  des  Objektivs  parallel  mit  der 
RicbttiHg  des  Bündels  gezogenen  Geraden  gegen  den  Beobachter 
hin  die  BrcnuTGite  des  Objektivs  aufzutragen;  vollendet  man  diese 
Conslrulction  fär  alle  Slrahlenhnndel,  so  erb(ill  man  als  geometri- 
schen Ort  des  Beugungsbildes  eine  vom  optischen  Alittelpnnkt 
des  Objektivs  aus  mit  dessen  Brennweite  als  Radius  beschriebene 
Halbkugel,  deren  Grundfläche  init  der  Schirmebene  parallel  läuft. 
Die  Lage  des  optischen  Mittelpunktes  übt,  wie  inan  sieht,  keinen 
Einfluss  aus  auf  die  Construktion    des   Beugungshildes;  eine  Nei- 


i 

i 


J 


r 
I 

I 


n^mi^^^mifmi 


■et:    Heitriigf  a«r  Täeurie. 
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gung  der  Fernrohraxe  zur  Schirniebene  wird  our  bewirken,  ilass 
eine  durch  den  optische»  AlUtelpunkl  zur  Axe  senkrecht  gelegte 
Ebene  von  der  halbkugeligen  BiidHäche  eine  Schnitze  lostrennt, 
welche  »usserhalb  des  Fernrohrs  fällt,  und  daher  durch  dasselbe 
nicht  gesehen  werden  kann,  nährend  der  noch  sichtbare  Tbeil 
nicht  die  mindeste  Aendernng  dadurch  erleidet.  Das  ganze  Bild 
übersieht  man  nur  dann,  wenn  die  Fernrohraxe  senkrecht  steht  , 
zur  Schirmebene:  diese  letztere  Siellnng  ist  es,  welche  wir  it^ 
den  folgenden  Untersuchungen  dem  Fernrohr  gegeben   denkeo.     fl 

-§.  2.  Wird  ein  Fernrohr  ohne  Dazwischenkunfl  eines  ScHr-'" 
nies  der  einfallenden  Welle  dari^boten,  so  vereinigen  sich  alle 
auf  das  Objektiv  treffenden  Strahlen  in  dessen  Brennpunkt,  ohne 
dass  zugleich  gebeugtes  Licht  wahrnehmbar  iväre.  Die  Oeffnung 
des  Objektivs,  .ja  seihst  die  Pupille  unseres  Auges,  ist  nämlich 
zu  gross,  um  eine  merkliche  Beugungserscheinung  hervurzabrio- 
gen.  Man  erkennt  in  der  That  aus  dem  analytischen  Ausdruck, 
welcher  sich  Rir  die  von  solchen  kreisrunden  Oeffnungen  erzeugte 
Beugungserscbeinung  aufstellen'lüsst,  dass  die  bellen  und  dunkeln 
Ringe,  welche  den  von  den  direkten  Lichtstrahlen  entworfenen 
Lichtpunkt  umsäumen,  um  so  schmäler  werden,  je  grösser  man 
die  Oeffnung  annimmt,  und  endlich  ganz  verschwinden,  wenn  die 
Oeffnung  anendlich  gross  gedacht  wird.  Nehmen  wir  daher,  in 
Uebereinstimmun^  mit  der  Wirklichkeit,  an,  dass  bei  unbedecktem 
Objektiv  keine  merkliche  Begungserscheinung  stattlinde,  so  ist 
diess,  FQr  den  Caicul,  gleichbedeutend  mit  der  Annahme,  dass  das 
Objektiv,  ebenso  nie  die  einrallende  Welle,  nach  allen  Seiten  un- 
begrenzte Ausdehnung  besitze.  Diese  Anschauungsweise  soll 
nun  im  Folgenden  durchaus  festgehalten  werden. 

$.  3.  Wir  wühlen  jetzt  die  Schirmebene  zur  :r^- Ebene  eines 
Systems  räumlicher  Orlhogonalconrdinaten,  dessen  positive  z-Axe 
gegen  den  Beobachter  gerichtet  ist;  in  den  Anjaugspunkt,  dessen 
Wahl  unserm  Beliehen  viillig  anheim  steht,  verlegen  wir  den  op- 
tischen Mittelpunkt  des  Objektivs.'  Unsere  Aufgabe  ist  nun  xu- 
nächst  die,  für  jeden  gegebenen  Zeitpunkt  den  Bewegnngszustand 
eines  beliebigen  Punktes  der  Bildfläche  zu  ermitteln.  Die  Be- 
wegung desjenigen  Punktes  der  Halbkugel,  dessen  zugehöriger 
Radius  mit  den  drei  Axen  der  .t,  y  und  r  Winkel  bildet,  deren 
Cosinus  a,  b  und  c  heissen,  ist  offenbar  die  Reenltirende  aller 
Elementarbeivegungen  derjenigen  Wellenebene,  welche  die  Halb- 
kugel in  dem  Punkte  (a,  b,  c)  berührt.  Bezeichnen  wir  nun  mit 
e  die  Fortpflanzungsgeschwiiidigkeit  des  Lichts,  mit  ^l  die  Wet- 
leoläoge  der  einfallenden  Strahlen,  und  zählen  wir  die  Zeit  t  tou 
jenem  Momente  au,  in  welchem  der  im  Coordinatenanfang  liegende 


der  Sevsang  des  Lichts.  387 

A«ther)mnkt  seine  SchwtngunE>eii  begann,  so  bositzt  derselbe  zur 
Zeit  t  die  Phase 


^B^ie  nämliche  Phase  i&t  allen  Aetbertheilchen  gemein,  tvelche  niil 
~.  jsDem  auf  der  nänilichen,  durch  den  Ursprung  senkrecht  zur  Rieb- 
tang der  dirett  einrollenden  Strahlen  gelegten  Wellenebene  sich 
befinden.  Bildet  aber  die  Kichtung  der  direkten  Strahlen  mit  den 
jj^en  der  x,  y,  z  Winkel,  deren  Cosinus  der  Reihe  nacb  /,  m,  n 
sind,  so  wird  dem  Punkte  (x ,  y)  auf  der  Schirmebene,  welcher 
von  der  rorhiii  genannten  Wellenebene  um  die  (irnsse  Ix  ^  my 
abaleht,  die  Phase 

zukommen.  Der  Punkt  {x,  y)  mnss  nun,  nach  dem  Huyghen'schen 
Princip,  als  leuchlender  Punkt  angesehen  irerden,  der  nach  allen 
Seiten  [^icbtstrahlen  aussendet.  Der  Strahl,  welcher  die  Rich- 
tung (a,  b,  c)  verfolgt,  hat  (wenn  die  Brennweite  des  Objektivs 
oder  der  Radius  der  Bitdfläche  durch  f  vorgestellt  wird),  bis  zur 
■  obenerwähnten  Tangentialebene  den  Weg  f — (ax -{- by)  zuriick- 
zulegen,  und  wird  demnach  mit  der  Phase 

-^(H-f-{l-a)x-(m-b)y) 

daselbst  anlangien.  Die  Ezcursion,  welche  der  von  (x,  y)  aus- 
gebende, nach  {a,  b,  c)  gerichtete  Strahl  auf  jener  die  BildDäche 
bertiblenden  Wellenebene  erzeugt,  d.  b.  die  Entrernung  des  da- 
selbst liegenden  Aethertbeilcbens  von  seiner  Gleichgewichtslage, 
erhält  man,  wenn  man  den  Sinus  dieser  Phase  multlplicitt  mit 
der  Amplitude  des  Strahls.  Um  für  letztere  einen  Ausdruck  zu 
gewinnen,  denken  wir  uns  aus  dem  einfallenden  Lichte  ein  Strah- 
lenbündel herausgehoben,  dessen  senkrechter  Querschnitt  der 
Flficheneinheit  gleich  ist,  und  alle  Elementarstrahlen  desselben 
zu  einem  einzigen  Strahle  vereinigt;  die  Amplitude  dieses  Strahls 
wird  der  Summe  der  Amplituden  aller  Elementarstrahlen  gleich 
sein-,  bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  A,  so  wird  das  unendlich 
dünne  Strahlenbflndel,  welches  dem  Elemente  dxdy  des  Schirmes 
senkrecht  begegnet,  dje  Amplitude  Adxdy  besitzen;  bildet  dage- 
gen, wie  wir  oben  angenommen  haben,  die  Richtnng  der  direkten 
Strahlen  mit  der  Normalen  des  Elementes  dttdy  (welche  zur  i-Axe 
parallel  ist)  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  =n  ist,  so  ivird  dem- 
gelben    nur  die   Amplitude    nAdxdy    zukommen;    die    Excursion, 


I 
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»eiche  der  vom  Pu 
iler  Berührungselle 


(te  (x,  y)  ilesScfiirmea  ausgehende  Strahl  auf 
!  der  BiMH.irhe  erzeugt,  wird  demnach  durch 


I 

I 


nAdxdssm  ^  [H—f-il-a)x~{m-b)y) 

ausgedrückt  seiu.     Zufolge   ilem  Princip   deJ   Üeliereinanderlage" 
rung  kleiner  Beivegungen  erhält  man  die  Excuräion  des  Bildpunk-  " 
tea   (n,  b,  c),  wenn    man   alle  Exüuräionen  addirt,  ivelche  in  der 
zugehörigen  Tangentialebene  stattfinden r  d,  h.  wenn  man  das  Dop- 
pel integral 


»/«//Sil 


-  l„t-f-{l-a)a,-tm~b'iy)dyda: 


I 

i 


über  alle  jene  Punkte  des  Schirmen  ausidchnt,  welche  dem  Lichte 
,  den  Durchgang  verstatten.  Mit  Hilfe  dieses  Integrals  lassen  sich 
dann  alle  Umstände  angeben,  welche  die  Oscillafion  des  Punktes 
(a,  b,  c)  begleiten,  also  namentlich  auch  die  Lichtintensität,  welche 
er  auf  der  Bildlläche  hervorbringt.  Da  nun  das  Integral  nur  von 
den  Coordinatpn  fa,  fb  der  Projektion  des  Bildpunktes  auf  die 
Schirmebene  abhängig  ist,  so  wollen  wir  uns  die  im  Punkte 
{a,  b.  c)  der  halbkugeligen  Bildlläche  sfattQndende  Lichtstärke 
auf  der  Schirmehene  selbst  im  Punkte  \fn,  fb),  oder,  da  es  uns 
nicht  auf  die  absolute  Grösse,  sondern  nur  auf  die  Gestalt  des 
Bildes  ankommt,  in  irgend  einem  Punkte  des  Scbirnies  aufgetra- 
gen denken,  dessen  Conrdinaten  den  Grössen  (n,  b)  proportional 
sind,  und  statt  des  halbkugeligen  Bildes  selbst  nur  diese  sein»  m 
Projektion  weiter  untersuchen. 


le    direkten    Strahlen  senkrecht 
7n  =  0,  n  =  \.   so  gebt   das    obigi 


§.  X.     Stehen 
hat  man  also  l  = 


Affs\n  j{vt—f^-ax-^by).dydx; 

denkt  man  sich  nun  in  dem  ersten  Integral  die  Grossen  a,  b  btf] 
zieblich  durch  a',  b'  ersetzt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  es  sicfa'~ 
von  dem  letzteren  nur  durch  den  constanten  Faktor  n  unterschei- 
det, welcher  angibt,  wieviel  weniger  Lichtstrahlen  in  geneigter 
Richtung  durch  die  nämliche  Oeffnung  dringen,  sobald  man  nur 

a'-l=a,     b'—m^b 

nimmt;  um  also  aus  der  bei  senkrecht  einfallendem  Liebt  statt- 
findenden Beugnijgserscbeinung  diejenige  bei  schiefem  Einfallen 
abzuleiten,  braucht  man  nur  die  für  erst^re  entirorfene  Projektion 


I 
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W  der  Hengiing  des  Lichts. 

parallel  mit  sieb  «eib^t  zu  verschieben,  bis  der  frühere  Aofang«- 
punkt,  in  welchem  sich  die  direkten  Strahlen  sammelten,  mit  der 
Projektion  (/,  m)  des  jetzt  vom  direkten  Licht  getroffenen  Bild- 
punktets  zusammenfällt,  uud  dann  das  ganze  Bild 
etanteu,  von  der  Richtung  der  direkten  Ntrablea  abhängigen  Faktor 
gleichmäsaig  zu  beschatten;  im  Üehrigen  errährt  die  Projektion 
4es  Bildes  bei  dieser  Verschiebung  uiubt  die  mindeste  Aenderung, 
während  das  halbkugelige  Bild  selbst  eine  uni  so  gTÜssere  Verzer- 
rung erleidet,  je  iveiter  die  Verschiebung  geht.  Wir  dürfen  uns 
sonach  auT  die  Betrachtung  des  letzteren  Integrales,  bei  welchem 
die  direkt  einfallenden  Strahlen  senkrecht  zur  Schirmebene  gedacht 
lun  an  der  Kürze  tvegen  die 


iSiad,  bescbrä 
^Bezeichnung 

nken,    führen  ab« 

l.- 

2n; 

\a  dasselbe 
gleichsetzen , 

ein,  indem  wir   z 
weil  ja  doch    n 

zugleich    den    Faktor   A  der  Einheit 
die  In tensitäts Verhältnisse,  nicht 
die  wirkliche  Lichtstärke  des  Bildes  Gegenstand  unserer  Aufgabe 
sein  können.     In  dem  so  abgeänderten  Doppelinlegral 

II)  JfBm(p  +  yj:  +  Tii)dydx 

können  die  Grössen  9  and  r,  welche  den  Cosinussen  a  und  b 
direkt,  der  Wellenlänge  l  aber  umgekehrt  proportional  sind,  selbst 
als  Coordinaten  der  Bildprojektion  angesehen  werden. 

g.  5.  Um  nun  das  letztere  Integral  in  der  bequemen  Form 
eines  Produktes  aus  Amplitude  und  Phasensinus  zu  erhalten, 
lösen  wir  zunächst  den  Sinus  auf,  indem  wir  den  Theil  j)  der 
Phase,  welcher  die  Zeit  7  in  sieb  schliesst,  von  dem  übrigen 
Theile,  welcher'  die  Coordinaten  x  und  y  enthütt,  trennen,  und 
erhalten:  , 

'■mpffi:as{rja:\ry)fhjdx^cospffs\i\Ui^\T}i)difdx=  Cs\np-\^ScoBp, 
wo  abkürzend 

ßcoB  (i/x  +  rff)di/dx  ^  C    und    jj'sin  (7-^  +  ry)dydx  =  S 
gesetzt  wurde.     Setzt  man  alsdann 

C=J<:mi     und     .S  =  ,/sio(. 
>,o  wird 

Csin/,+  ÄcoS7.=  7sin(p+i). 
während  die  (ileichungen 


I 


\ 


lang.  =  j. 


/.ur  Bestimmung  von  t  und  J  «l'ienen.     I>er    Ausdruck   J*  <;il>l  die< 
LichtstürLe  des  Punktes  {q,  r)  an. 

§.  6.  Wir  denken  uns  jetzt  das  Integral  (II)  fiir  eine  beli^^ 
bige  in  einem  dunkeln  Schirm  angebrachte  OeRnung  hergestelllj 
und  vergleichen  damit  den  Ausdruck,  der  sich  lür  ein  dunkles, 
mit  jener  Oeffnung  cotigruentes  Sehirnichen  ergibt,  welches  der 
eiiifalieiiden  nach  allen  Seiten  unbegrenzten  Lichtwelle  in  den 
Weg  tritt.      Man    muss   id  diesem  Falle  die  Integration  des  AuS' 


s\a(p -\-  t/x  ■\-  ry)  ,dydx 


% 


von  den  Wfinden  des  Schirmchens  an  nach  allen  Selten  bis  in's 
Unendliche  ausdehnen,  oder,  was  dasselbe  ist,  man  muss  von  der 
Escursion,  iielche  darch  die  gesammte  Welle  hervorgebracht 
würde,  die  Wirkung  desjenigen  Thelles  abziehen,  uelcher  vom 
Schirmchen  vecdeckt  wird.     Man  erbält  so 


rr- 


s\n(p  +  qx  +  ri,).dydx—ffsia(p+qx+Ty).dsdx, 


wo  die  Grenzen  des  zweiten  Doppelintegrals  die  nänilichen  sind, 
wie  üben  bei  der  kleinen  Oeffnung.  Um  den  Werth  des  ersten 
Doppelintegrals  kennen  zu  lernen,  denken  wir  uns  die  einrallende 
Welle  parallel  zur  Abscissenaie  In  unendlich  viele  geradlinige 
Streifen  von  der  Breite  ß  zerlegt.  Das'  Integral  nach  j  zerlällt 
dadurch  in  eine  unendliche  Menge  von  Integralen,  deren  jedes 
einem  Streifen  der  Lichtivelle  entspricht;  ein  beliebiges  dersel- 
ben ,  z.  B. 

siü(p  +  gx  +  ry).d}j 

liefert  nach  vollendeter  Integration  der  Ausdruck : 

—  -  (cos  (/i  +  q:c  +  j-a  +  r^)— cos  (/>  +  ya-  +  ra))  , 

welcher  Null  wird,  sobald  man  die  Breite  ß  der  Streifen,  welche 
ja  beliebig  gewühlt  werden  kann,  aus  der  Gleichung  rß-='ivn  be- 
slinimt,  nährend  v  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Die  .Be- 
stimmung von   {3   aus  dieser  Gleichung  wird  nar  dann  onniügKcti, 
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lier  Heugung  des  LicUfs, 


m\ 


K'Wenn  r=:0  ist;  alsdann  kann  man^  so  lange  nnr  9  nicht  Null  ist, 
[die  Lichtivelle  in  ätreifeu  verlegen,  welche  der  Ordinatenase  pa- 
u  rallel  laufen  und  nun  zuerst  nach  x  integriren ;  jedes  einzelne, 
I 'ünem  solchen  Streifen  entsprechende  lutegral  ivird  alsdann  Null 
1  nänilicben  Gründen  wie  vorher.  Wenn  also  q  und  r 
\  nicht  gleichzeitig  Null  sind,  verschwindet  das  Uoppel integral  mit 
t,  den  unendlichen  Grenzen  vollständig,  und  mau  bebüll  Iüt  die  Ex- 
i  Bildpunktea  (9,  r)  nur  noch  den  Ausdruck: 

— j(7"sln(p  +  9a:+  Ty}.dydx, 

welcher  sich  von  dem  für  eine  gleichgrosse  und  gleichgestallete 
Oeffnung  geltenden  nur  durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
unterscheidet.  Ua  der  Lichteindruck,  welchen  ein  schwingender 
Aetherpunkt  hervorbringt,  durch  das  Quadrat  der  Amplitude  darge- 
etellt  wird,  so  verschwindet  hei  der  Berechnung  desselben  der  Zei- 
chenunterschied ;  die  Liohterscheinung  also,  welche  durch 
ein  dunkles  Schirmchen  hervorgebracht  wird,  ist  voll- 
kommen identisch  mit  derjenigen,  welche  von  einer 
gleichgestalteten  und  gleich  grossen  Oetfnung  her- 
rührt, mit  ulleinigev  Ausnahme  desjenigen  Punktes,  welcher  von 
den  direkten  Strahlen  getroffen  wird.  Dieser  besitzt  nrimlich, 
weil  f^r  ihn  f;iz=r  =  0  ist,  die  Excursion 


{    I         I         dijdx  —ffdydx  1 .  t 


aeine  Am]>Iitude,  welche  durch  dpn  eingekluninierten  Faktor  vor- 
gestellt wird,  ist  demnach  gleich  der  Amplitude  der  ganzen  Welle 
vermindert  un*  die  Amplitude  desjenigen  Theils,  welcher  von  dem 
dunkeln  Schirincheu  aufgehallen  wird.  In  beiden  Fällen  also.  Cur 
das  dunkle  Schirmchen  und  die  Oeffnung,  ist  die  Amplitude  des 
.direkt  beleuchteten  Punktes  gleich  der  Summe  der  Amplituden 
aller  durch  das  Objektiv  Mer  die  Pupille  A^s  Auges)  wirklich 
eindringenden  Strahlen. 

Alle  diese  Schi  uss  Pol  gerungen  sind  ganz  unabhängig  lon  der 
rialiir  der  Grenzen  des  zweiten  Doppelintegrals;  sie  gelten  daher 
Dicht  nur  für  eine  Oeffnung  und  ein  Schirmchen,  sondern  auch 
fBi  beliebige  Gruppen  von  Oeffnungen  und  Schirmchen. 

§.  7.  Der  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelte  Satz 
lässt  sich  leicht  auch  durch  folgende  elementare  Betrachtungen 
beweisen.  Sei  A  (Taf.  11.  Fig.  ~2.)  ein  beliebiger  Punkt  am  Rande 
einer  kleinen  Oeffnung  und  ÄS  irgend  ein  von  demselben  aus- 
gebender gebeugter  Strahl,  und  legen  wir  durch  letzteren  sekrecht 


ii*i2 


Liim 


et:     BeUräge  zur  Täeorie 


zur  Ebene  des  Schirmen  (oder  der  mit  ihm  congraireiiden  Welle) 
liine  Kl>ene,  so  schneidet  diese  die  Oeffnuiig  längs  der  tieradei» 
AB.  Wollen  wir  ^etzt  die  Resultante  aller  Strahlen  finden,  «eiche 
i|i  der  genannten  Eliene  (die  zugleich  die  Ebene  der  Figur  ist) 
liegen,  so  Iheilen  wir  Aß,  von  .4  angefangen,  nath  ß  hin,  in 
gleiche  Tbeile  Aa,  ab,  Oc,  cd  u,  s.  w.,  deren  Liinge  so  heschaf- 
Ten  ist,  dass  der  Gangnnlerschied  Ai  zweier  Randstrahlen  AS 
und  Ri  der  jenen  Abtheilungen  entsprechenden  Strahlen  hü  adel 
gerade  eine  ganze  Wellenlänge  .beträft.  Alsdann  versihivindet 
die  Wirkung  der  vullstSndigen  BQndel  Aa,  nti,  iic  ganz,  und  nur 
diejenige  des  unvollständigen  Bündels  cB  (dessen  Breite  cß  in 
der  Figur  kleiner  als  Icd  angenommen  ist)  bleibt  übrig.  Tritt 
jetzt,  ohne  dass  im  Uebrigen  etwas  geändert  wird,  au  die  stelle 
der  kleinen  Oeffnung  ein  mit  ihr  congruenter  kleiner  ächirui,  und 
macht  man  die  nämliche  Coustruktian  wie  vorher,  so  stellt  jetzt 
AB  den  Schnitt  des  Schimichens.  die  bis  iu's  Unendliche  ver- 
längert gedachten  (Jeraden  AW  und  BW  dagegen  stellen  den 
Schnitt  der  unbegrenzten  Lichtwelle  dar.  Theilt  man  jetzt  die 
Gerade    WW  vuti  dem  Punkt  J  aus  nach  rechts  und  nach  linke, 

wie  oben  .angegeben,  in  die  gleichen  Theile   Aa,  nb,  bc,  cd, 

Aa' ,   so   bringen  die  Strahlen,  welche  von  den  Wellenstücken 

A  W  und  d  (F  ausgelien,  keine  Wirkung  hervor,  und  die  zwischen 
A  und  B  auf  das  dunkle  Schirmchen  treffenden  werden  ganz  ab- 
gehalten. Es  kann  also  bloss  noch  der  Theil  Bd  der  Welle  zur 
Wirkung  kommen.  Ist  aber  m  der  MUtelpmikt  von  cd!,  und 
'macht  man  dn  =  Bm,  so  vernichten  sich  die  Bündel  Bm  und  dn 
gegenseitig,  weil  sie  in  ihrem  Gange  um  eine  halbe  Wellenlänge 
dlfferiren,  und  man  behält  bloss  noch  das  Bündel  mn  übrig,  wel- 
ches sich  vuti  dem  bei  der  kleinen  Oeffnung  übrig  gebliebenen 
Bündel  cB  bloss  durch  seinen  Gangunterscbied  von  einer  halben 
Wellenlänge  unterscheidet.  Daraus  folgt  aber,  dass  die  im  Bilde 
vom  dunkeln  Schirmchen  erzeugte  Excursinn  glelcli,  aber  entge- 
gengerichtet ist  derjenigen,  welche  die  mit  jenem  congruenle  kleine 
Oeffnung  hervorbringt,  und  dass  die  Lichtstärken  selbst  in  beiden 
Fällen  die  nämlichen  sind.  Nur  wenn  der  Strahl  AS  senkrecht 
steht  zu  AB,  also  lür  die  direkt  einfallenden  Strahlen,  läsat  sich 
die  hier  angewendete  Consfruktion  nicht  durchführen,  weil  die 
Tbeile  Aa,  ab,....  alsdann  unendlich  gross  genommen  werden 
müssten.  Alsdann  werden  aber  alle  auf  das  Objektiv  treffenden 
Strahlen  In  dessen  Brennpunkt  vereinigt. 

Legt  man  der  Figur  (und  dem  Beweise)  andere  Voraussetzun- 
gen zu  Grunde,  als  hier  geschehen  ist,  (nimmt  man  z.  B.  cß>  ic(Q», - 
so  wird  man  doch  immer  zu  dem  nämlichen    Resrdtate  gelangen:..,^ 


der  Beugung  ties  Uchls. 
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~§.  8.  Aber  nicht  allein  zwischen  den  in  einem  dunkeln  Schirm 
angeliraohteu  Oeffnungen  und  congmeiiten  undurchsichtigen  Schirm- 
chen herrscht  eine  solche  üeherDinstlmmilng  in  den  von  ihnen 
hervorgebrachten  Beugunpserscheinungen,  sondern  auch  zvrischen 
Oeffnungen,  welche  in  durchsirlitigen  plaiipUuen  isotropen  Plat- 
ten au°ebracht  sind,  und  gleichgestaltelen  pliiuplaneii  durchsich- 
tigen Schirnicheii.  Man  erhält  nämlich,  wenn  d  die  Dicke  der 
Platte,  «  ihren  Brechungsexponeiiten  und  K  den  Schwächungs- 
coeflicienten  bezeichnet,  für  eine  in  der  Platte  angebrachte  Oeff- 
nung  die  Escursiun: 


l 


J 


n(/>—N  \-  qx  +  r!/).dydx 


,   -K.ff^iuip-I>i  +  ^j^+ry).d,jdx+ff^\n(p  +  qj^  +  rff).dgdx, 


und  für  ein  ebenso  gestaltetes  durchsichtiges    PiKttchen   von  der 
nümlichen  Dicke  und  dem  nämlichen  Muteriul: 


rr 


in  (p  +  ya:  +  py).riy(ia: 


-jö'sin  (p  +  qx+Tif).  dydx  -t-jfeio  (p  —  N  +  qx  +  r/f) .  dydx, 

MO  iV  statt  -r  .{n — l)rf  steht.  Da  in  beiden  Ausdrucken  die 
Integrale  mit  den  unendlichen  Grenzen,  so  lange  nicht  7^r  =  0 
ist,  verschivinden,  und  die  noch  übrigbleibenden  Ausdrücke  sieb 
nur  durch  das  entgegengesetzte  Vpr/eichen  unterscheiden,  so  er- 
kennt man  sogleich,  dass  die  beiden  Beugungsbilder  nur  in  jenem 
Punkte  von  einander  abweichen  können,  »elcber  von  den  direkten 
Strahlen  getroffen  wird,  indem  dieser  Punkt  in  beiden  Fällen  alles 
Licht  in  sich  vereitiigt,  welches  durch  das  Objektiv  des  Fernrohrs 
(oder  die  l'upille  des  Auges)  überhaupt  eindringt. 

Von  der  durch  einen  dunkeln  Schirm  hervorgebrachten  Er- 
scheinung unterscheidet  sich  die  jetzige  bloss  dadurch,  dass  jene, 
mit  Beibehaltung  ihrer  Gextalt  und  ihrer  lutensiläts Verhältnisse, 
jetzt  in  allen  ihren  Punkten  durch  einen  constanten  Faktor  gleich- 
massig  nio^ilicirt  erscheint;  was  man  sogleich  erkennt,  wenn  man 
hier  wie  oben  (§.  Q.)  die  Berechnung  der  Intensitiit  J^  des  Bildes 
unternimmt.  Man  erhält,  wenn  man  Jn  dem  ersten  der  obigen 
Ausdrucke  den  Tlieil  /(  der  Phase  von  dem  übrigen  absondert 
und  das  Doppeliotegral  mit  den  unendlichen  Grenzen,  welches 
^0  ist,  weglässt,  zuerst:' 


I 

4 

A 

\ 


Lnmmel:     BeitTilge  -mt  Iheorte 

s'"p ■jff'Lc»«  (ya;  +  ry)— JT. cos (ya:  +  ry  —  i¥)] . (fyrfj: 

■\^  foap  .lf[s\r\{_qx  ^  ry)—K.s\a{<ix  \-  ry~Ny\.dydx 

=  sinp.[C.{\  —  KcaB]S)-~K.S.6\nlS] 


./^=[C.(l-ficosiV)-ff.S.siniV]H[S.(l-JCcosA')+Ä-.C.einiV]^^ 
=  (l-l>i-cos  ^(«-  \)d  +  K^).{C-'  +  S% 


Der  Faktor  1  -  Zifcos^  (h  — 1)(/  +  Jr2  « 


indet,  uud  mit 


I 


ibni  die  ganze  Beugungserscheinung,  iveiJn  man  bat  K^=n^=\, 
d.  b.  wenn  die  opiischen  Eigen^tbaften  der  Platte  von  denen  des 
umgebenden  Mittels  nicht  verschieden  sind.  Wenn  dagegen  n  und 
K  bestimmte,  Ton  1  verschiedene  Wertbe  besitzen  (n>  I,  jr<l), 
so  ändert  sich  der  Faktor  periodisch,  wenn  sich  die  Dicke  der 
Platte  ändert.     Er  befindet  eich  in  seinem  Minimum  {\  —  K)^,  so 


oft  d  = 


vk 


erreicht  er  hei  d  — 
wieder  die  Werlhe 


I  wird  (wo  V  jede  positive  ganze  Zahl  bedeutet),  er 
in  d    der   Gleichung   cos-y  (n  — !)(/:=  ^  genügt,    fiin 
^^^  wird  derselbe  =1+4^,  sein  Maximum  (I+Ä'}*l 
chJaurt  dann  abnebi 


2i-+l 


-1' 


iv  \'A 


i\-K)-t    Ifir    d- 


ltur.o.^ 
(v+I)i 


I 


-1 


Ulli  von  da  ab,  bei  stets  wachsendem  d,  den  nämlichen  Cyclus 
von  Wertheii  von  Neuem  zu  durchlaufen.  Man  gelangt  demnach 
zn  dem  merk  wSrdigen  Satze,  dass  die  Bengnngserscheinung,  welche 
eine  in  einer  durchsichtigen  Platte  anf^ebrachte  Oeffnung  bei  ho- 
mogenem Lichte  hervorbringt,  je  nach  der  Dicke  der  Platte  iKÜd 
düsterer  bald  heller  erscheint  als  diejenige,  welche  von  einer 
gleich  gestal  tele  n ,  gl  eich  grossen,  aber  in  einem  dunkeln  Schirm 
angebrachten  Oeffnung  erzeugt  wird;  amcb  bann  mau  der  Platte 
verschiedene    Dicken    geben    (zu    bestimmen    aus  der   Gletchnng 


r!er  Beugung  lies  lichts. 


cos  Y(n  — I)d  =  y),  für    «eiche  sieb  die    Eracheinung   von   der- 
jenigen des  dunbeln  Schirmes  gar  nicht  unterscheidet. 

t  Nimmt  raati,  statt  des  homogenen,  neisses  Licht  an,  so  wei- 
den, wenn  eine  Farbe  sich  in  ihrem  Minimum  befindet,  es  nicht 
sagleich  auch  die  anderen  eeia;  da«  farbige  Bild,  welches  jetzt 
entsteht,  wird  sich  daher  in  allen  Fällen  von  demjenigen  unter- 
scheiden, welches  eine  in  dunklem  Schirm  helindliche  Oeffnui^ 
im  weisben  Lichte  zeigt. 


5-9. 


;ine  in    dunklem  'Schirm    angebrachte   Oeffnung 

r  durchsichtigen  isotropen  Platte  verschlossen  nird,  oder 

'wenn  ein    mit  jener    Oeffnung    congruentes    dunkles   Schirmchen 

'  auf  einer  satchen  Platte  befestigt  ist,  so  findet   im  Punkte    {q,  r) 

i  Bildes  im  ersten  Falle  die  Excursion 


ir.//.m(?- 

1  zweiten  Falle  aber 


die  folgende: 


J 


sin  (p  —  iV"+  qx  -f  ry)  .dydx 
-K.Jfsinip- 


]V+i/x  +  ri/)-  dydx . 

Phasenunterschied  ZV  und  durch  ihre 
denjenigen  unterscheider 


welche  sich  nur  durch  dei 
mit  JT verkleinerte  Aniphlude 

hei  Weglassung  der  Platte  stattfinden.  Die  Intensität  des  Bildes 
seihet  erscheint  bloss. durch  den  unveränderlichen  FaLtor  f  ge- 
schwächt, ohne  sich  mit  der  Dicke  der  Platte  oder  mit  der  Wellen- 
länge des  einfallenden  Lichtes  zu  ändern. 

§.  10.     In  den  heiden  Doppelintegralen 

ffcoBiqx+ry).dydx=iC    und    jj/'sii 

auf  deren  Kenntniss  die  Beantwortung  i 
geu  zurückgeführt  ist,  kann  eine  der  1 
grationen,  z.  B.  die  nach  y ,  ohn»  An 
Man  erbylt: 


,  (qj!  +  ry)  .dj/dx  ^  Ä , 

Her  bisher  berührten  Fra- 
leiden  angedeuteten  Inte- 
itand  ausgeführt    werden. 


-f 


n  (qx  -J-  ryj) 


-/■'?■' 


n(V-f  +  '-»i)  =  ^a— r;  . 


?dx 


s(9^+%)+    /       —  t 


•Biqx+Tyi)  =  2:^-^2:,, 
ivenn  man  unter  jr,  und  y^  die  Ordlnaten  der  untern  und  der  ohern 


1 


\ 


\ 
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Beugungscurve ,  unter  ix  und  ß  aber  die  äussersten  Abscissen- 
werthe  der  Oeffnimg  versteht. 

Man  bemerkt  sogleich,  dass  diQ  Herstellung  obiger  Integrale 
in  geschlossener  Form  immer  mOglich  ist  bei  gradlinig  begrenzten 
Oeffnungen.  Die  interessantesten  Fälle  dieser  Art  hat  3chwerd 
in  seinem  ausgezeichneten  Werke:  99 Die  Beugungserschei-. 
nungen,  aus  den  'Fundamentalgesetzen  der  Cnduia- 
tionstheorie  analytisch  entwickelt  von  F.  M.  Schwerd. 
Mannheim  1835^%  nach  anderer  Methode  zwar,  aber  so  meister. 
hat't  und  erschöpfend  behandelt,  dass  wir  uns  hier,,  auf  das  ge- 
nannte Werk  verweisend,  eine  Wiederholung  derselben  erlassen 
dürfen.  Wenn  wir  bun  trotzdem  die  Discussion  der  von  einer 
parallelögrammatiscben  Oeffnung  erzeugten  Erscheinung  hier  fol- 
gen lassen,  so  geschieht  di^ss  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers, 
weil  wir  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  auf  dieselbe  zMrückzu- 
weisen  genöthigt  sein  werden. 

§.  11.  l),a  wir  dem  rechtwinkligen  Axenkreuz  in  dier  jScbirm- 
ebene  eine  beliebige  Lage  geben,  können,  so  verlegen  wir  seinen 
Anfangspunkt  in  d^n  Diagpnalendurchschnitt  des  Parallelogramms 
und  nehmen  die  a:-  Axe  isenkrecht  •  zu  dem  einen  Seitenpaar. 
Dann  sind 

die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  welche  die  Oeffitung  oben 
und  unten  begrenzen.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  In- 
tegrale C  irhd  S,  und  formt  die  unter  den  Integralzeichen  vor- 
kommenden Sinus  und  Cosinus  um,  indem  man  den  mit  x  behaf- 
teten  Theil  des  ßogens  von  dem  constanten  trennt,  so  erhält  man, 
wenn  y  die  Entfernung  der  tut  Abscissenaxe  senkrechten  Seiten 
bezeichnet: 

C  =  2. •/         coa(q-i-ar)x.(u: 


_1 


iV 


und 


5  =  2. —.i      *   siii  (9  +  ar)a: .  rf^ ; 

das  Integral  'S  verschwindet,  wie  man  leicht  sieht,  zwischen  den 
Grenzen  — \y  ajlhA  ■\^\y,  so  dass  nur  das  Integral  C  auszuwerthen 
übrjg  bleibt,  welches  ohne  Weiteres 


'    I 


iler  Beuguny  des  Ueliu. 


Führt  man  jetzt,  uni  diesem  Ausdruck  eine  de 
m  geben,  statt  Her  rechtwinkligen  Coiirdinaleii  a, 
FÄ  schiefu'inklige  Coartliiiaten  n',  A'  ein.  derea  Ordin^tenaxe  senk- 
^  lecht  steht  zu  dem  zweiten  Seitenpaar  des  Parallelogra 
.rsnd  man  die  Ahstissenaxe  senkrecht  eu  dem  ersten  SeStenpaar 
beibehält,  so  findet  man  n'  =  n-f  ß&  und  h  gleich  dem  Produkte  aus 
b'  in  den  Cosinns  des  Winkels,  dessen  Tani;ente  ~a  ist;  fasst 
man,  nachdem  man  diese  Werthe  ein^esetxt  hat,  ß  mit  dem  ge- 
nannten Cosinus  zusammen  und  bezeichnet  dieses  Produkt,  wel- 
ches nichts  anderes  ist,  als  die  Entfernung  des  zweiten  Seiten- 
paares,  mit  S,  so  hat  man  schliesslich,  wenn  man  auch  noch  den 
Flächen  in  halt  ßy  des  Parallelogramms  =1  annimmt: 

-  Bedeuten  ^  und  v  unabhüngig  ron  einander  nlle  posittveu  und  ne- 
gativen gansen  Zahlen,  so  verschwindet  der  erste  Faktor  für 


der  zweite  Faktor  aber  für 


*'=i 


so  lange  nur  ^  und  v  nicht  Null  sind.  Durch  diese  Gleichungen 
sind  demnach  zwei  zu  den  Axen  parallele  Systeme  viillig  dunkler 
Geraden  vorgestellt,  welche  die  Projektion  des  Beugungshildes 
in  parallelogrammatische  Felder  zerschneiden,  die,  der  parallelo- 
gramnia tischen  Oeffnung  ähnlich,  g^gen  dieselbe  um  !H)<*  gedreht 
erscheinen.  Nimmt  man  aber  v.  also  auch  />' ,  gleich  Null,  so 
erhält  man,  weil  der  zweite  Faktor  gleich  1  wird,  die  Intensität 
airf  der  Abscissenaxe: 


und  ebenso  diejenige  i 


r  der  Ordiivalenaxe  l'üi 

_  /sin  jrfA'i-'X" 
•^     —\    ndb'X->~J' 


i 
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Man  hrauclil  demnach,  um  in  einem  betiebigea  Punkte  a\  b' 
des  Bildes  die  Lichlslärke  kennen  zu  lernen,  nur  die  Intensitäten, 
welche  auf  den  Axen  den  nämlichen  Coordinatcn  entsprechen,  mil 
einander  zu  multipliciren,  und  da  die  Ausdrucke,  welche  diese  In- 
tensitäten vorstellen ,  alle  beide  die  nämliche  Form  haben ,  so 
braucht  man  nur  die  Werthe  von 


m 


für  alle  Werthe  von  x  zu  berechnen,  und,  nie  Schwenl  es  im 
obengenannten  Werke  ^elhan  hat,  in  eine  Tabelle  zusammenza- 
stellen;  man  tcann  alsdann  mit  Fülfe  dieser  Tabelle  für  jeden 
Punkt  des  ßildes  die  Lichtstürke  sofort  an(>eben.  In  der  folgen- 
den {(leinen  Tubelle  sind  die  Alaxima  jenes  Ausdrucks  auf^efühit    ' 


I 


X 

^ 

0.000000 

0»   0' 

0" 

1.000000 

4.49340ä 

257»  27' 

12" 

0.047190 

7.725252 

442  37 

2» 

0016480 

10.904120 

624  45 

36 

0.008340 

14066194 

805  56 

1 

0.005029 

17.220753 

986  40 

36 

0.003361 

20.371302 

1167   11 

23 

0.002104 

23.519446 

1347  33 

55 

O.0OI8O5 

26.666064 

1527  51 

9 

0.001404 

^1  Man   weht,    dass  die  Maxima  den  Punlcten,  deren  A 

^r  einer  ungeraden  Anzahl  von  Quadranten  gleich  sind,  nm  i 

rScken,  je  weifer  man  auf  der  xr-Ase  vorMärtsschreitel. 


<  nShetJ 


§.  12.     FBr  krui 
tegrale  C  nnd  S  in 


nig  begrenzte  Oeffnungen    kiinnen  die  I*™ 
iblnssener  Form  nicht  angegeben  werden: 


Bei  einer  kreisfürmiiren  Oeffnung  zeigen  offenbar  alle  durch 
den  Mittelpunkt  der  Bildprojektion  gezogenen  (geraden  die  nämliche 
Reihenfolge  von  Intensitäten;  es  gci^iigt  daher,  bloss  eine  dieser 
Geraden,  z.B.  die  Abscissenaxe  selbst,  näher  liu  untersuchen. 
Setzt  man  zu  dem  Eude  in  den  Integralen -C  und  5  die  Ordinate 
r  =  U,  so  bemerkt  man,  dass  das  Integral  iS  verschwindet,  das  In- 
tegral C  abet-  die  Form 


F/' 


fler  Befigwig  des  LicMs.  39*) 

:.VR^—x^.da!  =  iR./"  cos  Kt/v.VT^^.dv 


=  ««./' 


vr- 


'■[1 


(ßj)». 


4! 


annimmt,   ivo    R  den   Halbmesser  der  kreisiurmigen  Oeffiiung  be- 
deutet.    Nun  ist  aber: 


/'' 


■M'  ilass  niati,  wenn  auch  noch  .r  an  die  Stelle  von  Kr/  und  iler 
Fischeninhalt  ß%  der  Oeflfnung  gleich  l  gesetzt  wird,  schlieüs- 
lich  erhält: 
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eine  unendliche  Reihe,  ivelche  für  jeden  VVerth  von  a:  coiwergent 
ist,  und  die  Wertho  von  J  und  J^  mit  beliebigei  Genauigkeit,  und 
/ür  Icleinere  Werthe  von  .r  auch  mit  grosser  Becjuemlichkeit,  zu 
berechnen  erlaubt. 

Schiveril    h»t   statt  des  Kreises   das  eingeschriebene  regel- 
mässige 160- Eck  berechnet.     Die  so  gefundenen  Werihe  stimmen 
-iinit  denjenigen  der  obigen  Reihe  sehr  gut  übejein. 

■rlhe  der  Funktion  ./  finden  Statt  beifolgenden  Wertheti 

3.83-J 

7.014 
10.172 
13.322 
16.471. 

Ohne  auf  die  Dlscussion  der  von  speciellen  Oeifnun- 
gen  hervorgebrachten  Erscheinungen  iveiter  einzugehen,  ivollcn 
wir  noch  einige  allgemeine  S&lze  erörtern,  welche  sich  aus  der 
blossen  Form  der  Integrale  C  und   5  ergeben. 

Mnltiplicirt  man  in  den  Integralen  C  und  5  des  §.  10.,  nach- 
dem man  zuvor  r'  au  die  Stelle  von  r  gesetzt  hat,  die  Ordinaten 
^^1  und  ^a  ^^^  beiden  Begrenzungscurven  mit  einem  constanten 
Faktor  S,  so  erhält  man: 


-/'^ 
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.T  +  r'%a) 


I 


urspriinglichen    C  und   S   blot 


niultiplicirt  erscheine 
'  andern  iili!>clflilet 


dahei 
.erden,  dass  man  eämnitlic 


Setzt  man  nun  r' ^  — ,  so  unterscheidpn  sich  diese  Integrale 

■eh 
e  Oeffnung  dadurch 
(  Ordi- 
nalen dieser  letzteren  mit  einem  constanfen  Faldor  K  versieht, 
so  erhält  man  das  Bild  jener  erstcrea  aus  dem  der  letzteren, 
'  wenn  man  .seine  Ordinalen  mit  der  nämlichen  Grüsse  f  dividirt; 

die  Amplitude  des   Punktes  (9,  ^}    im    neuen    Bilde    ist  alsdann 

von  derjenigen   des  Punktes    (q ,  t)   im   ursprünglichen  Bilde  nur 

■  durch    den    Faktor  K  verschieden,    welcher    das   Verhültniss  Aat:% 

Flächeninhalte  der  heiden  OelTnungen  ausdrückt.  M 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  IStist  sich  z.  B.  die  Erscheinung, 
welche  eine  elliptische  Oeffmin:;  hervorhringt,  leicht  auf  die  von 
einem  Kreise  hernibrende  zurückführen.  IVIultiplicirt  man  nämlich 
die  Ordinalen  de^  Krei^^es  mit  einem  Pnktor  K,  der  grösser  ist 
als  1,  so  geht  der  Kreis  dadurch  in  eine  Ellipse  über,  deren 
grosse  Axe  in  die  Ordinatehaxe  zu  liegen  kommt;  dividirt  man 
gleichzeitig  die  Ordinalen  des  Beugungsbildes  mit  K,  so  verwati' 
dein  sich  die  hellen  und  dunkeln  Kreise,  welche  von  der  kreis- 
runden Oeffnung  erzeugt  waren  ,  in  Ellipsen,  welche  unter  sidi:< 
und  der  elliptischen  Oeffnung  ahnlich  sind,  deren  grosse  Axen 
aber  in  die  Abscissenaxe  fallen;  die  Amplitude  eines  jeden  die- 
ser ellrpfischen  Finge  ist  fmal,  seine  Lichtstärke  folglich  JT^mal 
so  gross  als  die  des  entsprechenden  Kreisringes,  weit  auch  der 
Flächeninhalt  der  eiliptisclien  Oeffnung  Anial  so  gross  ist  als  der- 
jenige   der    kreisförmigen    Oeffnung,    von   welcher  sie   abgeleitet 

§.  14.  Setzt  man  y^=^y\  ■{■  h,  d.h.  nimmt  man  die  obere' 
Begrenzungscnrve  eines  Spaltes  der  unteren  parallel  an,  so  er- 
hält man: 

C— sinAr.i:,— (1— coaAr)./!  =26iniAr.(co8lAr.  i:,-shi  JAr.  T,),  ^ 

S  =  sinAr./', -Kl-cosAr).£,  ~  i am  Ihr.  (co f^  \hr.  Tt^sinljhT.Siif  \ 

folglich 


A 
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7*  =  JsinajAr.(r,*+j:,2). 

Id  diesem  Auedruck  hängt  blas  der  zweite,  eingeklauimerte,  Fak- 
tor von  der  Natur  der  Begrenzungscurven  ab,  niclit  aber  der  erste; 
dieser  enthält  dagegen  die  Entfernung  ft  der  beiden  Grenzcarven, 
von  weiclier  jener  vÜlJi^  unabhängig  ist.  Da  nun  siniAr^O  wird 
für  Ar^2v3i,  so  erseheint  im  Beugungsbild  ein  System  völlig  dunk- 
u  den  Rändern  des  Spaltes  setikrecht, 
,   verlaufen   und  s^nimllich    in  der 


1er  gerader  Linien,  welche 
also  parallel   zur   Abscii 
Gleichung 


vi 


enthalten  sind;  jede  derselben  ist,  wie  man  sieht,  von  der  näch- 
sten um  eine  Grösse  entfernt,  »velche  der  Wellenlänge  direkt,  der 
Differenz  der  Begrenzungaordinafen  aber  umgekehrt  proportional 
ist.     Nur    iijr   v  =  0  (oder  r  =  0)   erbält  mau  keine  dunkle  Linie, 

indem  J*  liir  diesen  Werth   die   Form  t;  annimmt.    Bestimmt  man 

diesen  ^  Werth    nach   der  gewöhnlichen  Methode,  so  findet  man 

für  r  =  0: 

Daraus  ergibt  sich  aber,  dass  jeder  Spalt,  dessen  untere  Begren- 
zuiigscurve  der  obern  congrueot  und  parallel  ist,  auf  der  durch  die 
Bildmitte  senkrecht  zu  den  Rändorn  des  Spalts  gezogenen  Gera- 
den genau  die  nämliche  Erscheinung  zeigt  wie  ein  parallelogram- 
niatischer  Spalt  von  der  nämlichen  Breite  und  Randlänge. 

^.  IS.    Hat  man  für  irgend  eine  Oeffnung 


gefunden,  und  ändert  man  die  Oeffnung  jetzt  dadurch,  dass  man 
der  Ordinate  jr^  der  oberen  Begrenzungscurve  eine  constante 
Grosse  A  hinzufügt,  so  ergibt  sich: 

C=      cos/ir.ra  +  sinAr.i;^— r,, 

S'  =  —  cos/ir.  £^  +  sin  kr.  Tj,  f  2?, ; 
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utid  hieraus: 

=:  r,HAH^i*+-Sa'-^«08Ai-.{r,  rj+2,Z,)~2sinAr.{r,  S^~£t  t^. 

Kennt  man  daher  für  die  unpriingliche  Oeffnuiig  die  Integrale 
F, ,  r^,  S,,  £(,  so  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Formel  die  Beu- 
gungseracheinung  der  ztreiten  Oeßhung  leicht  berechnen.  Be- 
rn erkenswerth  aher  ist,  dass  dieser  Ausdruck  dem  für  die  erstere 
Oeffnung  gelteoden  gleich  wird,  so  oft  sinAr^O  und  gleichzeitig 
CAsAr^-fl  ist,  also  aohald  man  hati  .^M 


I 


Zieht  man  demnach,  in  dem  ersten  und  in  dem  zweiten  Beu- 
gungsbild, das  in  vorstehender  Gleichung  enthaltene  System  von 
zur  Absciseenaxe  parallelen  Geraden,  so  ist  jede  dieser  Geraden 
im  zweiten  Bild  hinsichtlich  ihrer  Beleuchtung  Tollkommen  iden- 
tisch mit  dei  entsprecbendeo  Geraden  des  ersten  Bildes.  Nur 
die   Abscissenaxe  selbst  entzieht  sich  diesem  Gesetz,  indem  fät 

r  =  0  der  obige  Ausdruck  liir  J'^  die  Form  r.  annimmt.  Berech- 
net man  aber  für  diesen  Fall  J'^  direkt,  so  findet  man  zunächst:  ^ 


c=/\, 


fj  +  A — Si).cosqs.dx 


=  C^kf 


<Maqx.dx=  C+A.(|3— o).c 


^{q^ß-{-a)^ 


-/'<». 


^■h—yi).Bin^x.dx 


hf\\, 


S  +  h  I      smqx.dx  =  S-^h.^ß—«).si 


folglich : 
J'«=C«+S»+2*.(^-i.). 


:||Sfcp .  (&..i,(|!+.)+S.i„;,(?+.)) 


+  '''^-''■(^^0' 


(/«'  Beugung  de»  UclUi. 
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Daraus' geht  aber  herror,  dass  die  Beleuchtung  der  Ailscissea- 
ase  nur  in  jenen  Punkten  mit  der  ursprBn glichen'  abereinstinimt, 
in  welchen  ein  parallelugrammatischer  Spjlt  von  gleicher  Breite 
wie  die  gegebene  Oeffnung  völlige  Dunkelheit  bervorI)nng«j))  würde. 
In  jenen  Punkten  aber,  welche  bei  der  ursprfliiifHchen- OeSoung 
dunkel  erschienen  (für  ivelche  C  und  5  gleichzeitig  verschwin- 
den), herrscht  jetzt  diejenige  Beleuchtung,  welche  em  parallelo- 
grammatiücber  Spalt  von  der  nSmlichen  Breite  und  der  RandlKnge 
h  dort  erzeugen  würde. 

§.  16.  Ptir  das  Beugungsbild  eines  Spaltes,  dessen  obere 
Begrenzungscurve,  gegeben  durch  die  Gleichung  y=2f{x),  der 
unteren  congrueiit  und  parallel  ist,  Tanden  nir.  in  §.  U.,  wenn  auch 
anders 'geschrieben,  den  Ausdruck: 


wenn  unter  k  die  Ordinatendifferenz  der  beiden  Begrenzungscur- 
ven,  unter  /i  und  y„^\  aber  die  Absctssen  dei  Runder  des  Spal- 
tes verstanden  werden.  Zerlegt  man  jtetit  die-  Oeffnung  durch 
unendlich  nahe  auf  einander  Tolgende  Ordinalen  in  unendlich  viele 
schmale  Streifen,  so  künnen  alle  diese  Streifen  als  Parallelogramme 
angesehen  iverden,  deren  Begrenzungslrnien  durch  die  Gleichungen 


3i  = 


,  y,  =  cs.e+j3. 


^  +  ßu 


gegeben  sind. 


'.=[sx;".=[a. 


^An)-«./!-  |Si^=Arl)-<^y,. 


gedacht  werden.     Man  erhält  alsdann,  weil  f^—y^  unendlich  klein 
gedacht  wird,  für  den  ersten  Streifen: 
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-Tl. 


==  ^:i:j^-(aiDy«(ö' + <>i»')~«ny^ 

cos/}ir 

"'s 

= ij^qr^j  •  cos  [Uy« + yi)(9^ 

Auf  analoge  Weise  findet  man: 

X  -..  .    . 

cos(ya?+ry).aar 

Führt  man  die  Integration  fClr  die  folgenden  Streifen  auf  die.  näm 
liehe  Art  durch»  so  ergibt  sich  zuletzt: 


/ 

Vi 


Sin  (qx  +  ry) .  dx 


+  (y»  -ya)  •  *'4(yj'ir^^fy!|X^-  •  ^'»^  [i(y»+ yaHy  f  ««r) + M  +  -  • 

Für  das  andere  Integral 

/         co8(^;r4-t*^)*<^^ 

erhält  man  eine  Summe,   welche  sich  von    der  vorhergehenden 
blos  dadurch  unterscheidet,  da^s  im  letzten  Faktor  eines  jeden 
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Gfiedes  ein  Cosinuszeichen  an  die  Stelle  des  Sinuszeiebens  ge- 
treten ist. 

Addirt  man  jetzt  die  Quadrate   der  beiden  Integrale,  so  er- 
hSlt  man: 

-['«-'■'•■(Tr^i^'-^r+ 

4  9fv  -V  Vv  _„  ^  /mnUyt-riXg+tt,?-)^  /sinl(j^-^^)(£+a,r)\ 
XC08[J(ya-y^(9  +  a,r)-i(j.,-y,)(9  +  «ir)  +  {|3a-^iV] +  ;...]. 

Da  nun  die  Endordtnate  eines  jeden  pBrallelogramraaliscIien  Strei. 
Tens  mit  der  An  Tangs ordinate  des  nächstfolgenden  ziuianinieniällt, 
80  ei^eben  sich  aus  den  deaswegen  stattfindenden  Uedingungsglei- 
chungen: 

die  folgenden  Relationen : 

1^2— |3i=ya(oi— %).  (5B-|3i=)'a('«l  — «a)  +  y3("8"''a). 


i=}'aK-«a)+J'»(«a-a8)+--+)'«C'^-i-«ii)- 


Setzt  man  jetzt 

«,=  ttj  =  «3  =....  =  ct„  =« , 
und  bestiramt  r  aus  der  Gleichung: 

SO  erlangt  im  Ausdruck  J*  jeder  Summand  der  eckig  eingeklam- 
merten Summe  seinen  grüssten  Werth ,  die  Intensität  selbst  er- 
reicht also  ihr  Maximum: 


j=  =  *..(,.„-n)'.(5!5^')'. 


406 


Lammet:     Beiträge  zur  Theorie 


Dabei  ist  die  Oeffnung,  mit  Beibehaltung  Ibrer  uraprüngtiGlien 
Breite  unH  Randlänge,  in  ein  Parnlleloß;ramni  übergegangen,  flös- 
sen obere  und  untere  B^renzungslinie  senkrecht  stehen  zu  der 
Geraden,  welcFie  den  Punkt  (y,  r)  der  Bildprojektion  mit  dem 
Coordinatenanfang  verbindet.  Will  man  daher  mittelst  eines  Spal- 
tes von  gegebener  Breite  upd  gegebenem  Flächeninhalt,  welcher 
oben  und  unten  voil  ParallelcuAen  begrenzt  sein  soll,  auf  einen 
beliebigen  Punkt  des  Beuguogsbildes  eine  müglichst  grosi^e  Licht- 
menge werfen,  eo  braucht  inian  demselben  nur  eine  parallelogrAm- 
matische  Gestalt  zti  geben,  und  die  Kii^htuog  der  geraden  Begren- 
zungslinien so  zu  wählen,  daSs  jener  Punkt  in  die  eine  Hauptaxe 
des  vom  Parallelogramm  erzeugten  Bildes  zu  liegen  kommt. 

§.  17.  Aufgabe.  .In  einem  dunkeln  Schirm  werde  ein  Spalt 
von  der  Breite  ^  —  a.  angebracht;  man  soll  die  Cnrven,  welche 
ihn  oben  und  unten  begrenzen,  so  wählen,  dass  die  im  Punkt 
{if,  r)  des  Bildes  bervaii<geb rächte  LichtslSrke  ein  Maximum  werde. 


Bezeichnet  r 


i-  10., 


/P  Ax 
y [sin  {fix  +  rje)  -  sin  (qx  +  r^,)] 


Wt  r,  und 


-/1 


[cos  (.qx  +  rya)  —  cos  (^a:  +  ry,)] 


die  Intensität  im  Punkte  {9,  r)  des  Bildes  vor.  Soll  dieselbe  «in 
Maximum  (oder  Minimum)  werden,  so  musa  die  Variation  von  y* 
verschwinden,  wodurch  man  die  Gleichung 

CTC  \  S6S  =  0 

erhalt    Nun  ist  aber 

,    ?C=  7     [cos(9a;  +  ry,).5ys— cos(7a:+ry,).dyi]rf.r 


=/' 


(c,%i  — CjöyJ.da; 


-/' 


der  Beugung  des  Licku. 


[sin{9'a^  +  rya) .  Ä^  —  sin  (ya:  +  ry,)  .a^,] .  (tr 


=/' 


iH^Hi—t\^yi)-dx. 


Pa  die  trestimmten  iDtegrale  C  und  5  von  x  unabhängig  sind, 
so  kann  man  mit  ihnen  unter  die  Integralzeichen  von  SC  und  SS 
hineiiunultipliciren,  nodurcb  man  erhält: 

_      CdC+5dÄ=  /'''[(c,C  +  '>S%«-(ciC+.,S)3ffi].d^  =  0. 

Setzt  mau  jetzt,  um  dieses  Integral  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen, die  Faktoren  der  nillkilbrlicben  Variationen  Sy^  und  fy, 
einzeln  der  Null  gleich,  so  erhSIt  man  zur  Bestimmung  der  beiden 
Begrenzungscurven  die  zwei  Gleichungen: 

«jC+^S  =  0    und     c,C  +  »,S  =  0. 

Aus  denselben  ergibt  sich  ohne  weiteres  die  Relation: 


t^iqx  +ryi  =  (gCya;  +  ry,), 
woraus  man  scbliesst: 

d.  b.  die  Ordinaten  der  beiden  Begrenzungscurven  dürfen  sich 

um  eine  constante  Grösse  —{^öt)  von  einander  unterscheider, 

oder  die  beiden  Curven  müssen  congruent  und  parallel  sein.  Nach- 
dem diess  festgestellt,  fallen  obige  zwei  Gleichungen  in  die  einzige 

tang(9:i;-frv)^  -^ 

zusammen,  welche  alle  möglichen  Lösungen  der  Aufgabe  in  sich 
schliesst.  Nun  ist  aber  der  Quotient  zur  Rechten  nach  x  con- 
stant,  also  muss  qx-{-ry  ebenfalls  constant  sein ;  die  gesuchten 
Begrenzungslinien  können  demnach  nichts  anderes  sein,  als  gerade 
Linien,  welche  zu  derjenigen,  die  den  Coardinatenanfang  mit  dem 
Punkt  (.q,  t)  des  Bildes  verbindet,  senkrecht  stehen.     Uie  eben 


r 

I 


I 


p 


m 
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genannte  Gerade  ist  alier  eine  «let  Hau[>taxeii  des  Üildee,  wel- 
ches von  dem  durch  die  vorhin  bestimmten  Begrenzungslinieti  mit 
den  Rändern  des  Spalts  gebildeten  Parallelogramm  erzeugt  tvtrd. 

Nimmt  man  in  der  bereits  gefundenen   Ordinatendiffetenz   —    der 

beiden  Begrenzungslinieo  v  gerade,  so  wird  die  Intensität  im 
Punkte  {iji,  r)  Null,  und  man  hat  ein  Minimum  vor  sich*  die  Ma- 
xima  treten  ein  für  die  ungeraden  Werthe  von  v;  es  fallt  alsdann 
der  Punkt  {tj,  r)  in  einen  jener  Punkte  der  Uauptaxe,  für  welche 

blos  der  Zähler  des  Ausdrucks  ( \     seinen    grOssten   Werth 

erreicht,  also  nicht  tu  jene  Punkte,   ftlr  welche  dieser  Ausdrn 
selbst  ein  IVIasimum  wird. 

\   Die  grÜBste  Intensität,  welche  durch  einen  Spalt  von  der  Br^ 
P — a  im  Punkte  (y,  r)  erzeugt  werden  kann,  ist  demnach 

sie  ändert  sich,  wie  man  leicht  bemerkt,  nicht,  wie  gross  i 
wie  klein  man  auch  das  ungerade  v  nehmen  mag.  Sie  veri 
dert  sich  aber,  wenn  man  eines  der  so  eben  bestimmten  Paral- 
lelogramme (durch  paralleles  Verschieben  einer  Grenzlinie)  etwas 
vergrüssert  oder  verkleinert,  oder  wenn  man  seinen  Begrenzuogs- 
linien  anders  gerichtete  Gerade  oder  beliebige  Curven  substitutrt. 

§.  IS.  Ein  dunkler  Schirm  sammt  seiner  Oeffnung  werde  in 
seiner  Ebene  parallel  verschoben,  so  dass  der  frOher  im  iJrsprung 
liegende  Punkt  die  Coordinaten  x^,  y^  bekommt,  so  sind  jetzt 


()i<*  Coordinaten  desjenigen 
her  die  Coordinaten  x,  w 


Punktes  der  Oeffnung,  welchem 
ntsprachen,  und  die  Ausdrücke: 


^cos  l,ifx'  +  Ty') .  di/dx  =  C ,    ,        , 
ffsinif/x' +  rff').dt/dx:=:S'. 
ich   beendigter    lntej>rat'ion,   die   nämlichen  Gre 


I 


C  und  S  angenommen  werden  müssen,  sind  jetzt  die  Composan- 
ten  der  Amplitude,  welche  im  Punkte  (9,  r)  des  Bildes  stattGndet. 
Niin  ist  aber 

C  =J3'cüs  (gxo  +  rjo  +  ?*  +  ry)  ■  ä>/dx 
=  cos(^Xo  +  ri/e.0'co8(qx  +  rs).dydx 
-  sin  (qxo  +  r^WjÖ^S'"  (9^^  +  ry)  -  dgdx  =  cC—  -tÄ^ )  ^ 


ttcr  Beugvng  des  LKhis. 


6''*  +  S'*=C'  +  Ä«, 

d.  h.  eine  und  dieselbe  Oeffnung  bringt  stets  dieselbe  Licht- 
crscbeinung  hervor,  an  tvelcbet  Stelle  des  Scbirraes  sie  auch  an- 
gebracht sein  mag,  wenn  sie  nur  in  allea  Lagen  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  parallel  bleibt.  Wir  hätten  die  Herleitung  dieses 
Satzes  unterlassen  dürfen,  indem  sich  derselbe  bereits  bei  unsern 
einleitenden  Betrachtungen  (g.  1.)  auf  die  einfachste  Weise  ergab, 
wenn  ivir  nicht  die  eben  gefundenen  Ausdrücke  zur  Berechnung 
der  Erscheinung,  tvelche  durch  eine  beliebige  Anzahl  unter  sich 
congruenter  Oeffnungen,  deren  homologe  Linien  parallel  sind, 
hervorgebracht  wird,  benutzen  wollten.  Jede  der  beiden  Compo- 
santen  C  und  S'  nird  nämlich  jetzt  in  so  viele  einzelne  Integrale 
zerlallen,  als  Oeffnuugen  vorhanden  sind ;  man  bemerkt  aber  nach 
der  vorhergehenden  Entwickelung  leicht,  dass  diesen  Integralen 
folgende  Form  zukommen  muss: 


eC-i« 

cS  +  sC 

^C-^S 

o'Ä  +  .'C 

c'C-^S 

c'S  +  ^C, 

WO  z.B.  unter  c' und  j' beziehlich  cos (5a;o'+ryo')  andsln(ya:(i'-tr»/o'} 
zu  verstehen  ist.    Man  erhält  daher: 

C=(«  +  c'  +  c")+.--)-C-(*+*'+s"+....).5  =  c,C-.,Ä, 

S'  =  {c  +  c'  +  c")-i^....).S  +  (s+s'  +  i"  +  ....).C=c,S  +  s,C. 

Die  Lichtstärke,  welche  im  Punkte  (q,  r)  des  Bildes  auftritt^ 
ist  folglich: 

C"-fS"  =  (c,H*»').(C»+S»).  -^ 

Um  dieselbe  zu  erhalten,  braucht  man  also  nnr  die  von  einer 
einzigen  Oeffnung  im  nfimlichen  Punkte  erzeugte  Intensität  mit 
einem  Faktor  Ci^-fs,^  zu  multipliciren,  welcher  von  der  Anzahl 
und  der  Gruppitung  der  Oeffnungen  in  bekannter  Weise  abbSngt. 

Hat  man  statt   der  Gruppe   von   Oeffnungen  jetzt  eine   ganz 
gleiche  Gruppe    dunkler    Schirmeben,    welche    jenen   Oeffnungen 


I 


I 

I 


congTuent    i 
santen   C  u 
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niuss  man  die 


so  eben  berechaetfiB  Cotn'pe^' 
erbalten,  subtrahiren  bezieh- 


1  den  Integralen 
#  cQa{qX'\-Ti/).tljfdx  und  /         /         Bin{qx •\-Ty).dydas, 

welche,  so  lange  nur  q  und  r  nicbt  gleichzeitig  Null  sind,  ver- 
schwinden. Uie  jetzigen  Composanten  der  Amplitude  unterschei- 
den sich  daher,  wenn  t/  und  r  nicht  gleichzeitig  Null  sind,  von 
den  vorigen  blos  durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wäh- 
rend die  Lichtstärke  selbst  volllcommen  identisch  ist  mit  der 
Trüberen.  Für  den  MiftelpunLt  des  Bildes  (wo  9^=r  =  0  ist)  ' 
dagegen,  in  welchem  sich  die  direkten  Strahlen  vereinigen,  hat  n 


i 


'■ff 


+SD     , 


dydx  —  nffdydx    nnd    S'^O, 


wenn  n   die  Anzahl    der  vorhandenen    Scfairmcben  angibt,     Uu'f 
Integral 


J     J        dt/dx  = 


drückt  die  Amplitude  aus,  welche  im  Brennpunkte  des  FernrohrB 
stattlinden  würde,  wenn  gar  kein  Schirmchen  vorhanden  wSre; 


(U-nffdyda:)^ 

Lichtes,  nelcbes  überhaupt  direkt 


ist  somit  die  IntensitSt  di 
das  Fernrohr  eindringt. 

§.  19.     Sind  die  n  Oeffnangen  (oder  Schirmchen)  längs  einer 
geraden  Linie  in  gleiche  Abstände  gestellt,  so  dass  man  hat : 


^o=*o.  2^0'  =  «0  +  1.  Äo''  =  -^o+2|,  . 

yo^^yo.  so'  =  So-^V'  yo'  =  so+2jj. 


=  Xo-¥(n—l)U 
=  y^  +  (n-l)tfU 


so  bilden  die  Bogen  der  mit  c  und  s  bezeichDeten  Cosinus  nnd 
Sinus  eine  arithmetische  Progression,  und  die  Reihen  cj  nnd  tj 
lassen  sich  mit  Hilfe  der  Formeln 


I 

r 

4 


mmm 
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ini  +  .in(i+j)+.iij(»  +  2s)  +  ....  +  siii(»  +  (n-l)j) 


»umiHiren.     Man  tiudet  ho: 

c  = 


i«(lU"t) 


:(C.oo.(j;t„+ry„+'^(5l+r,,))-«.  «i»(,i„+rj|,+l^(9i+r,))) 


Oarans  aber  ergibt  aicb : 

In  dieser  Formel  würde  der  zweite  Faktor  (n.J)*  für  sich  allein 
die  Lichterscheiniing  ausdrücken,  die  elae  einzige  der  gegebenen 
OeffnuDgen  hervorbringt,  wenn  so  viel  Licht  durch  gie  hiadurcb- 
geht,  als  durch  alle  n  Oeffnungen  z usanim engen ommen.  Uie  von 
der  Anzahl  und  Lage  der  Oeffnungen  herrührenden  ModiRkatio- 
nen  des  Bildes  sind  im  ersten  Faktor  enthalten,  dessen  bereits 
von  Schwerd  gegebene  Discnasion  hier  nicht  wiederholt  n-erden 
soll.  Dieses  Verhalten  der  beiden  Faktoren  zu  einander  charak- 
tcrisirt  Seh  werd  sehr  seh 3n  in  folgenden  Worten:  „Der  zweite 
Faktor  bildet  so  zu  sagen  die  Grundlage  des  ganzen  Gemäldes; 
ikur  wo  dieser  Licht  aufträgt,  da  künnen  Spektra  erscheinen. 
Der  erste  Faktor  hingegen  dient  blos  dazu,  die  Intensität  der 
von  dem  zweiten  Faktor  aufgetragenen  Lichtmasse  an  bestimmten 
Stellen  eu  vermindern  oder  ganz  zu  zerslüren,  und  dadurch  nene 
Formen  hervorzubringen." 

§.  20.  LÜDgs  eiaer  durch  den  Coordinatenanfang  gelegten 
geraden  Linie  seien  jederseits  von  demselben  »  nnter  sich  con- 
graente  dunkle  Schirmchen  in  gleichen  Abständen  aufgereiht,  so 
das«  der  Coordinatenanfang  selbst  in  die  Mitte  eines  Zwischen- 
raums zu  stehen  kommt.     Man  hat  alsdann  ^eq^i^I,  ^qt^'^tj,  also: 


_ asin iw(y|  +  rj?) . cos iw(yS  +  ri?)  jBin2BUy|+ri;)    „ 


i 
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rin2n;(ff|+r>?) 


Bezeichnet  ma 
daraufTolgendei 
der  Schirmchen  mit  de 

setzt  man  jetzt  auch  noi 


ines  SchiriUchens  von  dem  nächst- 
mit  y,  und  mit  9  den  WiDkel,  welchen  die  Reihe 


a:-Axe  bildet,  & 
und 


vird 


9!+  rij  =  75  cos  {tp  —  i/j). 


4 

ilenantaniF  ^^ 


Denkt  man  sich  m  solche  Reihen,  vom  Co  ordinalen  an  fang 
strahlenfiirmig  auslaufend,  ringsum  gleichförmig  verlheilt,  so  er- 
scheinen die  Schirmchen   längs   Kreislinien    gesteift,  deren  Ualb- 

meaaer  der  Reihe  nach  hy,  ly,  iy sind.     Ihre  gegenseitigeii 

Abstände,  längs  der  Kreisperipherie  gemessen,  sind  alsdann  den 
Radien  der  Kreise  proportional  (m.  vgl,  Taf.  11.  Fig.  3.). 

Will  man  jetzt  die  ErgcbeinuDg  kennen  lernen,  welche  durc^ 
diese  Gruppe  voo  'imn  dunklen  Schirmchen  hervorgebracht  witä', 
ao  braucht  man  nur  die  Summe 


I 


^  r sin(2«.iyacos(g.-i(.))-| 
"L  sin(i)'Äco8{9— i;-»   J 


dadurch  zu  berechnen,  dass  man 
ätalt  tp  nach  und  nach  Null  und  alli 
denen  Werthe  bii 


I  ihrem  allgemeinen   Glieds 
im  —  von  einander  verschie- 


drßcke  addirt. 


:  einsetzt. 
Die  nämliche  ;^ 


iddar 


1  alle  £ 


entstehenden  Aus- 
nbar  auch  erhalten. 


wenn  man  %  an  die  Stalle  von  ip  —  ij]  setzt,  und  jetzt  x  ^'l^  <■'»  ~ 
von  einander  verschiedenen  Werthe  von  0  bis  n  annehmen  lässt. 
Denkt  man  sich  die  Anzahl  m  der  Schirmreihen   immer  grösser 

und  aule^zt  anendlich  gross,  so  wird  —  unendlich  klein  ^=äx=^ß, 
und  der  Werth  der  obigen  Summe  rückt  immer  näher  dem  Integrale  i 


rf 


"  siD^2«Jyäcos^  , 
ain(lyöcosx) 


ir  die  unter 
an  der  einen  Grenze,  für 
hürt  doch  dieses  Integral  noch  nicht  2U  den  unterbrochenen,  son- 
dern bat  einen  bestimmten  Werlli,  weil  der  Exponent  des  im 
Nenner  verschwindenden  Faktors  (lyS—x)'  kleiner  ist  ala  1.  Nun 
ist  aber  aus  der  Theorie  der  Fourier'echen  Reiben  bekannt,  das» 


Im) 


ist,  wenn  A  =  ao  und  h  positiv  und  ,n  gedacht  wird.  Denken 
wir  uns  daher  die  Anzahl  n  der  Schirmchen  einer  Reihe  unend- 
lich gross,  und  gleichzeitig  yd     in,  so  ßnden  wir: 

Nun  ist 


V{ij'd)«. 


lyS- 


-.  V9«  +  r' 


-^iM^» 


2« 


wo  Q  (gleich  dem  Sinus  des  Beugungswinkels)  den  Radius  Vek- 
tor desjenigen  Punktes  der  Bildprojektion  vorstellt,  dessen  Ortiio- 
gonalcoordinaten  a  und  b  sind.  Führt  man  mittelst  dieser  Glei- 
chung Q  an  die  Stelle  von  ä  in  obiger  Formel,  so  geht  die  dortige 

Bedingung  yö  ,  2n;  jetzt  über  in  diese  yp  i,  welche,  wed  q  im- 
mer kleiner  als  I  bleibt,  stets  erfüllt  ist,  wenn  man  y  gleich  oder 
kleiner  annimmt  als  die  kleinste  Wellenlänge.  Nehmen  wir  jetzt 
weiter  noch  an,  die  Scbtrmcben  seien  kleine  Kreise  vom  Radius 
o,  so  muss  ihr  Durchmesser,  damit  sich  die  dem  Coordin.ttenan. 
fang  zunächst  belindlichen  nicht  gegenseitig  theilweise  decken- 
kleiner sein  als  lYfi'/_  oder  hßy:  es  ist  demnach  a  verschwindend 
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I 
I 


klein  gegen  die  Wellenlänge  l,  und  von  der  in.  §.  )2.  KI* 
Kreis  berecbneten  Reibe  J  bleibt  blos  noch  das  erste  Glied  Übrig, 
welches  dem  negativen  Fläcbeninhalt  — ifln  des  kleinen  KreisBS 
ßleitb  ist.  Mit  dem  Quadrate  von  — tfln  hat  man  demnach  das 
Quadrat  des  oben  ausgewertheten  Integrals  noch  zu  multiplicireii, 
um  den  Ausdruck  au  haben,  welchem  die  von  der  angenommenen 
tirnppe  kreisrunder  ächirmcben  auf  der  Peripherie  eines  mit  dem 
Radius  q  von  der  Bildmitte  aus  beschriebenen  Kreises  hervorge- 
brachte Lichtstärke  um  so  näher  rückt,  je  grosser  man  die  Anzahl 
>n  der  geradlinigen  Reiben  n-erden  lässt.     Man  findet  so 


Für  den  Mittelpunkt  des  Bildes  aber  wird  diese  Formel  ntalrt 
mehr  gelten,  sondern  die  daselbst  stattfindende  Intensität  imt  nach 
§,  18.  ausgedrückt  durch 


(" 


-  n  .ffdydx)*. 


wo  K  die  Amplitude  alles  Lichtes,  welches  ohne  Daziviscbenkunft 
von  Schirmchen  direkt  ins  Fernrohr  oder  in's  Auge  eintreten 
würde,  n  die  Anzahl  aller  vorhandenen  Schirmchen  und  das  Dop- 
pelinlegral  den  FlächeninliBlt  eines  einzigen  Schirmchens  vorstellt 
In  dem  TorjiegQtideo  Fall  trifft  demnach  auf  die  Bildmitte  die  Inif 
teifsitat 


(K— 2nin«%)». 


Alan  ersieht  daraus,  wie  <Iie  Intensität  des  direkt  eintallendei 
Lichtes  abnimmt,  wenn  die  Schirmchen  grösser  werden  und 
sie  dichter  zusammen  rücken;  gleichzeitig  aber  wächst  die  In- 
tensität des  gebeugten  Lichtes,  wie  der  oben  für  dasselbe  aufge- 
stellte  Näherungsausdruck  zeigt.  Man  ersieht  aus  diesem  ferner, 
das»,  bei  homogenem  Lichte,  die  Lichtstärke  in  irgend  einem 
Punkte  des  Bildes  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  von  der  Bild- 
mitle  umgekehrt  und  dem  Quadrate  der  Wellenlänge  direkt 
proportional  ist.  Setzt  man  daher  die  im  weissen  Licht  vor- 
handene Menge  einer  jeden  Farbe  =1,  so  werden  sich,  wetin 
man  einen  weissen  Lichtpunkt  durch  eine  solche  Gruppe  ver- 
schwindend  kleiner  Scbirmchen  betrachtet,  die  Im  gebcugteo  Lieht 
vorhandenen  Mengen  der  einzelneu  Farben  zu  einander  veihalten 
wie  die  Quadrate  ihrer  Welleolängeo.  Nimmt  man  daheT>  im  ge- 
beugten Licht,  das  der  Stelle  B  des  Sonnenspeklrums  ent- 
sprechende Roth  zur  Einheit,  so  ergeben  sich  für  die  übrjgoa 
Fraunhofers  eben  Linien  die  folgenden  Zablenverbältursse: 


J 


der  Beugtmg  äea  Uchu. 


B 

1.0000 

C 

0.9044 

D 

0.72S8 

E 

0.5827 

F 

0.4957 

G 

0.3880 

B 

0.3302. 

lu  dem  gebeugten  Lichte,  welcbes  durch  unsere  Gruppe  ver- 
I  Mbtrindend  kleiner  Scbirmcheu  bin  durch  geht,  tverden  demnach  die 
StrabieD  grirsserer  Wellenlänge  entschieden  vorherrschen;  es  muGs 
daher  eine  rülhlichgelbe  Färbung  zeigen,  und  zirar  durchaus  diu 
,  nSmliche  Nuance.  Nur  der  direkt  beleuchtete  Bildmitlelpnnkt 
.wird  iveiss  erscheinen,  seine  Lichtstärke  trübt  sich  aber  um  so 
mehr,  je  grüaser  die  Schirmchen  werden  und  je  dichter  sie  zu- 
sammenrucken, während  gleichzeitig  die  rüthlicben  gebeugten 
Strahlen  au  Helligkeit  gewinnen. 

Betrachtet  man  durch  die  Gruppe  von  Schirmchen  «ine  weisse 
Lichtscbeihe,  so  ivürde  jeder  Punkt  derselben  für  sich  auf  der 
BitdflSche  sein  weisses  Bild  erzeugen,  welches  von  rüthlichem  ge- 
beugten Lichte  rings  umgeben  wäre.  Da  aber  jeder  Punkt  den 
Bildes  jetzt  von  den  rütblichen  Ringen  der  Nachharpunkte  be- 
deckt wird,  so  kann  er  nicht  mehr  weiss  erscheinen,  sondern  er 
wird  diejenige  rüthlicbe  Nuance  zeigen,  welche  aus  der  Mischung 
seines  weissen  Lichtes  mit  den  auf  ihn  treffenden  rüthlicben  Strah- 
len seiner  Nachbarpunkte  hervorgeht.  Diese  Nuance  wird  aber 
lua  60  entschiedener  roth  sein,  je  mehr  bei  dichtcrem  Zusam- 
menrücken und  Grüsserwerden  der  Schirnichen  das  direkt  einge- 
dniugene  weisse  Licht  gegen  das  brillanter  werdende  rüthliche  Licht 
der  gebeugten  Strahlen  zurücktritt.  Eine  weisse  Lichtscheibe 
wird  also,  durch  eine  solche  Gruppe  verschwindend 
kleiner  Schirmchen  betrachtet,  eine  r<ithlicbe  Färbung 
zeigen,  welche  um  so  entschiedener  hervortritt,  je 
grüaser  die  Schirmchen  werden  und  je  dichter  sie  su- 
eammeniücken;  wobei  jedoch  vorausgesetzt  ist,  dass  sie  sich 
nicht  gegenseitig  (lecken. 

g.  21-  Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Grap- 
pirung  der  kleinen  Scbirmcheu  sind  die  gegenseitigen  Abstände 
derjenigen,  w'elche  den  innersten  Ring  vom  Radius  Jy  zusammen- 
setzen, verschwindend  klein  gegen  die  Zwischenräume  ]',  durch 
welche  die  Schirmeben  in  den  ursprünglich  angenommenen  gerad- 
linigen Reihen   von    einander  getrennt  sind.     Die  Vcrtheilung  der 


I 

1 


4lä 
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Schirmchen  über  das  Gesichtsfeld  igt  daher  keineswegs  eine  g 
massige.  Uro  eine  gleichmiiesigere  Vertheilung  wenigstens  i 
Nähe  des  AnrangS[iunktes  O  (Taf.  IL  Fig.  3.)  zu  erzielen,  d. 
wir  uns  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Ringen  ein 
liebige  Ansahl  p  ueuer  Ringe  eingeschaltet,  und  da  wo  sie  die 
ursprünglichen  geradlinigen  Reihen  schneiden,  mit  Schirmchen 
besetzt.  Diejenigen  Schirmchen,  welche,  auf  einer  und  derselben 
durch  den  Coordinatenanfang  gelegten  Geraden  stehend,  dem  vten 
Ringe  eines  jeden  Zwischenraumes  angehüren,  bilden  eine  gerad- 
linige Reihe,  welche  steh  von  der  Anfangs  des  vorigen  Parägra* 
phen  betrachteten    blos   dadarch  unterscheidet,    dass  für  sie  jeta 


die  Composante 


=  (<+  '')V  '-^  nehmen  ist;  sie  liefert  dahi^ 


'isinin(yH-ri?).cos(4M+-)(9ä+r»;) 


Ua  alter  der   echte  Bruch   —  gegen  das  unendlich  grosse  \. 
iiachiHsstgt  werden  kann,  so  ergibt  sich  genau  wie  früher: 
sin2«.j(y£  +  r,,) 


und  ebenso  auch 


S' 


Bin2n.il 


Ltl?)  , 


sini(9S+rjj) 

Es  wird  sich   daher  auch  die  Summe   S  des   vten    Ringsystenu 
von  derjenigen  des  ersten  gar  nicht  unterscheiden  und  man  wird 
schliesslich  fifr  die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  der  GesamniKJ^ 
gruppe  den  Ausdruck 

finden,  während  die  Intensität  des  direkten  Lichtes  durch 

(Ä — 'iimipa^Ti)'^ 

vorgestellt  wird.  Die  jetzige  Erscheinung  ist  demnach  in  quali-^ 
tativer  Beziehung  von  der  vorigen  gar  nicht,  in  quantitativer  aber 
in  sofern  verschieden,  dass  das  direkte  weisse  Liebt  noch  weit 
mehr  verdüstert,  das  gebengte  rülhllche  Licht  dagegen  viel  brillan- 
ter erscheint  als  dorl. 

Bei    der   hier  vorgenommenen    Einschaltung    von   Schirmchen 


der  Beitguvg  des  Lichts. 
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ist  jedoch  der  vom  innersten  Ring,  dessen  Radius  ^iV  ■<*(,  ein- 
geschlossene Flächenraum  vollständig  offen  geblieben,  weil  eine 
Fortsetzung  des  Einschaltungsgesetzes  bis  zum  Mittelpunkt  O  da- 
selbst iiothwendrg  eine  gegenseitige  Deckuns;  der  Schirmcben 
bätte  berheilühren  müssen.  Da  aber  dieeer  üfiene  Raum  ver- 
schvrindend  klein  ist  im  Vergleich  zum  ganzen  GesichtBfeld,  so 
ist  es  gleichgültig,  ob  wir  ihn  offen  lassen  oder  E;an/  verschliessen, 
oder  ihn  nach  irgend  einem  Gesetze  mit  kleinen  Schirmcben  er- 
tüllen;  die  Wirkung,  welche  diese  hervorbringen  wtirdcd,  nilrde 
immerhin  verschwindend  klein  sein  gegeriQber  der  in  den  obigen 
Formeln  enthaltenen  Wirkung  der  übrigen.  Wir  klinnen  daher 
jene  Formeln  auch  noch  für  den  Fall  gelten  lassen,  duss  der 
kleine  offene  Raum,  dessen  Durchmesser  kleiner  ist  aU  die  kleinste 
Wellenlänge,  in  beliebiger  Weise  mit  Schtrmchen  erfüllt  sei. 

§.  'i.%  Nun  werde  an  die  Stelle  eines  jeden  dunkeln  Schirm- 
chens der  Gruppe  ein  kleines  kugellormiges  Wa^serbläschen  Eben- 
falls vom  Radius  a  gesetzt;  die  Dicke  der  Wusserschicbt  in  dem- 
selben sei  verschwindend  klein  gegen  den  Radius,  so  wird  ein 
L;chlstrahl^ß(Tar.ll.  ^ig.4.),  »eil  wegen  der  Dünne  der  Schicht 
die  Elemente  der  Kugelflächen  in  B  und  C  ale^  |>nriillel  befrachtet 
werden  kOnnen,  innerhalb  des  Bläschens  purallel  mit  setner  ur- 
sprünglichen Richtung  nach  CD  verlaufen  und  dann  aus  demsel- 
ben Grunde  das  Bläschen  in  der  nämlichen  Ri^lung  verlassen, 
in  welcher  er  dasselbe  traf.  Die  Lichtstrahl  ei)  werden  daher 
nahezu  ebeuso  durch  das  Bläschen  gehen,  als  wäre  dasselbe  ein 
kreisrundes  dünnes,  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Plättchen 
vom  Radiuä  a,  und  wir  können  daher  die  in  §.  S.  für  solche  Platt- 
eben  entwickelte  Theorie  auf  dasselbe  anwenden.  Alan  muss 
aber,  um  liir  ein  solches  Plältchen  die  Lichtstärke  zu  erballen,  die 
für  ein  gleichgeslaltetes  dunkles  Schirmchen  geltende  InteositSt 
mit  dem  Faktor 

multiplicireu ,  wo  K  den  Scbwäcbungscoefßcienten ,  d  die  Dicke 
des  Plättchens  und  n  den  BrecbungscoefGcietJlen  der  Substanz 
bedeutet,  aus  welcher  dats  Plättchen  besteht.  Da  nun  aber  hier, 
wie  wir  oben  voraussetzten,  d  verschwindend  klein  ist  gegen  a, 
und  a  selbst  kleiner  lüt  als  X,  so  ist  der  Bogen  jenes  Cosinus 
von  Null  unendlich  wenig  verschieden,  und  der  Faktor  geht  über  in 

Für  die  aus  Wasserbläschen  bestehende  Gruppe  erhall  man  daher 
die  Ausdrücke : 

Iheil   \X\VI  28 
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a-ff)'.(-^^y-^a    und    (K-2(l-ir)%n;,o'3i)'«. 

,  0ie  £)rsclieinung  ist  ilemnach  von  der  vorigen  qualitativ 
verecliiedeii  i  nur  wird  das  direkt  einraliende  wciüee  Licht  mehr 
betragen  als  vorher,  ivährend  das  rütlilicbe  gebeugte  Liclil  gegen 
vnrher  geschwächt  erscheint. 

§,  23,  In  den  vorausgehenden  IDntvvickelungen  sclieinl  mir  nun, 
aus  den  Funiiamentalgesetzen  der  Undulationstheorie  geschiipll, 
die  Erlilärung  der  Thatsache  enthalten  cii  sein,  ilass  der  Waeser- 
dampf  in  einen»  gewidsen  IStadinni  seiner  Verdichtung  die  rnthen 
und  gelben  Strahlen  inrzugstveiso  ilurchlüHsl.  Der  Waaserdampl 
blldel,  wenn  «r  ans  dem  volllcnrnmen  gasfilrmigen  Znstand  in  Aeu 
flüssigen  fibergeht,  Hosaerst  zarte  ßläächun,  deiche,  Anfaniie 
rdentlich  klein  und  nur  spürlich  vorhanden,  mit  forttichrei- 
Obgleich 
ragraphen, 
I  Räume  zerstreut 
len  zurClL'kitihren, 
inraltenden  Strah- 
ns  ulsdanii  jedes 


isjen  Par 
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tend^r  Verdichtung  immer  hfiuliger  und  grü; 
nun  diese  Bläsehen  nieht,  nie  diejenigen  des  va 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  sondern  i 
sind,  8i>  kunnen  tvir  doch  diesen  Fall  -aui  Ji 
indem  wir  alle  Bliiischen  auf  eine  zu  den  direkt 
len  senkrechte  Ebene  projiciren;  denken  wir 
Bläschen  an  die  Stelle  seiner  Projektion,  oder,  vva. 
au  die  Stelle  den  Schattens  gesetzt,  tvelchen  es  anl'jene  Ebene 
tverfen  niirde,  so-  nird  die  jetzige  Wirkung  der  Bläschen,  ul« 
mau  sjch  leicht  Überzeugt,  viin  der  früheren  nicht  verschieden 
sein.  Die  Anordnung  der  BFfischen  in  der  genannten  Ebene  wird 
nun  allerdings  eine  durchaus  unregelnifissige  sein  und  sieh  jeder 
Berechnung  entziehen,  ja  es  werden  sogar  die  einzelnen  Bläschen 
sich  bewegen  und  in  jedem  Augenblick  eine  andere  Lage  einueb- 
meo.  Will  man  aber  die  Erscheinung  dennoch  dem  Calctfl  unter- 
werfen,  so  muss  man  üijer  die  Anordnung  der  Bläschen  eine 
bestimmte  Annahme  machen,  welche  sieb  möglichst  lienau  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  anschliessl.  Da  nun  kein  Grund  vor- 
banden  ist,  irgend  einer  der  rings  von  der  Fernrohraxe  ausgehen- 
den Richtungen  vor  den  andern  einen  Vorzug  einzuräumen,  so 
nehmen  wir  an,  dass  alle  diese  Riihtungen  unter  sich  gleich  seien. 
Dieser  Bedingung  ist  aber  durch  unsere  obige  Anordnung  der 
Gruppe  genügt,  während  durch  J.  SI,  zugleich  dafSr  gesorgt  isr. 
dass  die  Schirmchen  wenigstens  in  der  Nähe  Aes  niÜtelpunktes 
O  möglichst  gteichfürmig  ßber  das  Gesichtsfeld  verthei)!  seien. 
'  Es  dürfte  demnach  als  gerechtfertigt  erscheinen,  wenn  wir  die 
int  vorigen  Paragraphen  besprochene  (irujipe  von  WaNserblnscbeo 
als  Repräsentantin  antseheii  der  tiruppe  von  Wasserhläschen. 
welche  im  sich  verdichtenden  Wasserdampfe  entstehe»,  und  wenn 
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wiT    dpiDgeniäsK    Hie    ilurt  gezogenen    Folgpriiiiijen    auuh   aul'  den 
jetzigen  Fall  ausdehnen,  und  Iblgenile  Sfitze  aussprechen: 

Die  äusserst  feinen  Wnsserblaschen,  »eiche  sieb 
bei  Verdichlung  des  gasrurniigen  Wasserdunstes  hil- 
Hen,  üben  au T das  durchgehende  Licht  eine  beugende 
Wirkung  aus;  kommt  dieses  Liei>t  von  einem  sehr  weit 
entfernten  weissen  Lichtpunkt,  so  uird  der  Punkt 
selbst  zn-ar  weiss  erscheinen,  aber  das  geli  eiii;te  Licht, 
welches  ihn  rings  umgibt,  wird  eine  iiithliche  Nuance 
zeigen;  eine  sehr  weit  entfernte  weisse  Liebtscbeibc 
wir^  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  rnth  e»- 
scbeinen,  und  dieses  Roth  wird  um  «o  tiefer  sein,  je 
grüsser  die  Blüschen  werden  und  je  .lichter  sie  zu- 
sammrücken. 

Enthalten  die  unteren  Schichten  der  Arrnospliäre ,  während 
sich  die  untergehende  Sonne  dem  Horizont  nfihert,  Wasserdampf 
im  Zustand  der  anfangenden  Verdichtung,  so  wird  die  Sonne,  je 
liefer  sie  sinkt,  darch  immer  dickere  Schichren  von  Wasserbläs- 
chen  gesehen  werden,  und  die  Projektionen  der  eiiiKelnen  Wasser- 
bläschen auf  jene  zur  Geeicbtslioie  senkrechte  Ebene  werden 
immer  näher  zusammenrücken;  zugleich  werden,  indem  bei  ab- 
nehmender Wärme  die  Verdichtung  weiterschreitel,  die  Wasser- 
bläschen  grüsser  werden.  Die  untergeliende  Sonne  puas  daher 
nach  dem  obigen  Satire,  eine  um  so  tiefere  ßiilhe  zeigen,  je  mehr 
sie  sich  dem  Horizonte  nähert.  Bei  Sonnen  au  f^an^  werden  sich 
die  nämlichen  Umstände  in  umgekehrter  Ordnung  wiederholen. 
Die  Erscheinung  der  Morgen-  und  Abendrnthe,  welche  be- 
reits vdM  Forbes  aua  der  von  ihm  beohacbfeten  Eigenschaft  des 
sich  verdichtenden  Wasaerdampfes,  die  rothen  und  gelben  Strahlen 
vorzugsweise  durchzulassen,  erklärt  wurde,  »äre  »Iso  hiemit,  wie 
diese  Eigenschaft  des  Wasserdampfes  selbst,  durch  den  ('ulcnl 
aus  den  Grundgesetzen  der  Uiidulationslheorie  abgeleitet. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  kann  jedoch  offenbar  nur  für 
den  Anfang  der  Verdichtung  gellen,  wo  die  Wasaerbläschen  ausser- 
ordentlich klein  und  nur  ziemlich  spärlich  vorhanden  sind.  Wer- 
den sie  nämlich  bei  fortschreitender  \'erdicbtung  hffniiger  und 
grösser,  so  werden  sich  ihre  Projektionen  ein  oder  mehreremal 
decken,  und  sie  werden  dann  einen  undurchsichtigen  Nebel  bilden, 
welcher  im  reflektirleu  Lieble  weiss  erscbeipil. 


I 
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,  • 


Uel>er  das  Aufsuchen  der  reellen  Wurzeln  eines 

Gleichung^- Polynoms. 

Von 

Herrn  H.  Sehramm^ 

*  * 

AtsUtenten   far  höhere  BfAthematik  and  Geodäsie  aio  k.  k.    JoaDo^nni 

SU  Gratz. 


t*. 


■  1    ••  ■  * 


Um  die  Anzahl  und  die  Grenzen  der  reellen,  positiren  und 
negativen  Wurzeln  einer  Gleichung  zu  finden»  hat  man  bisher  viele, 
und  mitunter  sehr  schöne  und  scharfsinni^^e  Methoden  erfanden ; 
davon  werden  jedoch  die  wenigsten  wirklich  angewendet»  weil  sie 
.  entweder  nicht  ganz  bestimmte  und  verlässliche  Resultate .  liefern, 
oder  weil^sie  mit  umständlichen  Rechnungen  verbunden  sind.  Zu 
der  ersteren  Gattung  gehören. alle  Sätze,  welche  die  obere  und 
untere  Grenze  der  Wurzeln  angeben,  zu  der  letzteren,  —  unter 
andern,  —  auch  der  Stürmische  Satz. 

Man  greift  daher  wieder  zu  dem »  zwar  einfachsten ,  at^er  der 
Mathematik  nicht  ganz  würdigen  Mittel,  dem  Probiren. 

Ist  nemlich: 

die  aufzulösende  Gleichung,  in  der  Oq»  ^u  ^a»  ••••  gegebene  deka- 
dische Zahlen  bedeuten,  so  setzt  man  in  /Xx)  statt  x  so  lange  vei*- 
schiedene  Werthe  a^,  a^-*"  ein,  bis  f(x)  sein  Zeichen  ändert, 
und  weiss  dann,  dass  zwischen  zwei  Werthen  cir  und  «r-fri,  deren 
Substitutlonsresnitate  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Wurzeln  liegt. 


i^iiei  Gleic&ungs-  Pulsinofm. 
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Bekanntlich  ist  diescK  Verfahren  auch  nicht  immer  verlässlicb, 
eben  weW  es  nur  eine  u  ngerade  Anzahl  von  Wurzeln  erkennen 
lässt.  Aneb  viird  dabei  die  Berechnun<;  der  Substitutionsreaultate 
/'(□],  für  hohe  Werthe  von  o,  ziemlich  beschirerlicb.  Um  eich 
diese  Arbeit  erleichtern  und  zugleich  alle  Zweifel  über  zwei  oder 
mehrere  nahe  heisammenliegende  Wurzeln  zu  beseitigen,  kann 
man  wie  folgt  verfahren: 


„Ma 


betrachte  fix)  als  den  allgeme 
Gliedes  einer  Differenzreihe 
d    suche    durch    wirkliche    Bere 


der  nten  Ord- 
cbnung  dieser 
Reibe  den  Zeiger  x-=u  eines  Gliedes,  welches  gleich 
Null  i»t;  oder  wenn  dieses  nicht  stattfindet,  jene  Zei- 
ger a  und  ß-l-],  zwischen  denen  die  Glieder  durch  0 
gehen." 

Oass  eine  ganze  rationale  Funktion  f{x)  immer  als  Glied  einer 
Differenzreihe  der  nten  Ordnung  betrachtet  werden  kann,  ist  bin- 
reichend  bekannt,  und  man  erzielt  damit  vor  allem  eine  leichtere 
Berechnung  der  Fuuktionsnerthe  f[a].  Andere  Vortbeile,  die  diese 
Betracbtung  noch  überdies  bietet,  sollen  später  besprochen  nerden: 

Auf  welche  Art  diese  Berechnung  ausgeführt  werden  kann, 
ivollen  wir  gleich  an  einer  spezielleren  Annahme  zeigen,  nemlich 
an  einem  Polynome  des  4ten  Grades,  indem  die  Sache  leichter 
zu  übersehen  ist,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen. 


Ist 


die  gegebei 


/[a:)  =  «,  =  «„^*  +  o,a:S  +  a,^-f  <i,a;  +  tt4  =  0.  .    .    (1) 
Gleichung    und,    nach    der  üblichen   Bezeichnungs- 


J^Ui 


--  .dhti^i  - 


so  lässt  sich  die  Differenzreihe  ....iii,  Ui-fi,  u]t^t....  rechnen, 
wenn  man  entweder  1)  je  ein  Glied  von  demselben  Zeiger  der 
Hauptreihe  und  der  dazu  gehörigen  DiffeienzreJhen  der  niedrige- 
ren Ordnungen  kennt,  oder  1)  wenn  «-fl  (hier  also  4 -(■  1)  auf- 
einanderfolgende Glieder  der  Hauptreihe  belcannt  sind.  —  FSr  die 
erste  Art  der  Berechnung  erhält  man 


I 
I 


dhi,  = 


=  /ta:H  l)-rti). 


/<>o,  =  4ii„«"  +  (6<i„  +3o,)»:*  +  (K  +  Sil,  +2«,).»  +  n„  + ,.,  +  Oj  +  n, ; 
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'fertter:        .     '    •  • 

^»Mi  =  iAa^x  +  36iio  +  öai , 

Dm  daraus  die  Oten  Glieder  dieser  DifferenzreiKen  zu  finden, 
setze  man: 

''';.'■••'        •        .  "i      •  .  * 

4^5=0,     110;=  04,.  i 

^%==flo'+ai+aa  +  08.     i/*t<o  =  36ao+eöi,  j        (2) 

z^*Mo  =  24<io.   '  ' 

Das  Gesetz«  welche^  die  Goeffizienten  io  diesen  Ausdrücken 
befolgen,  ist,  in  einem.  Polynom  vom  nten  Gra4e>.  nur  bei  ^Hiq 
und  ^J^o  einfach  und  übersichtlich 5  nenüich: 

z^^Mo  =  tlo'+ ttj  +  «a  "f  «3  +  . .  • .  Mn-l , 

■/^«MqZi:  1 .2.3....n'.llo• 


Dle  übrigen   Differenzen   lassen  sich«  wie  später  gezeigt  werden 
soll,  rekurrirend,  eine  aus  der  anderen«  unmittelbar,  angeben. 

Hat  ui£La  auf.  diese  Art  4^»  ^ähi^,  A^Uq  gerechnet»  so  bilde 
man  daraus  nach  den  bekannten  Regeln  eineDifferenzfeihe,  die 
nian  so  lange  fortsetzt,  bis  man  zu  der  Ueberzeugung  gelangt, 
dass  die  weiteren  Glieder  ihr  Zeichen  nicht  mehr  ändern  können. 

Beispiel:    Hätte  man  die  Gleichung: 

aufzulösen,  so  berechne  man : 

«0  =  70,    ^««„  =  1-6  +  3— 12=-14, 
.i»i«o  =  14 -6.6  +  2.3  =-16,    iiaM<^^  =  36— 6,6  =  0,    ^*tio  =  24 
und  bilde  daraus  die  DiflTerenzrelhie : 

—2.-1  0  1  2  3  4  6  6 


170 


92 


70        56        26    -20    -58    —40    +106 


_  78    —22  —14    —30  —46  —38  +18  146  370 

+  56    +8  -16    —16  +  8  +56  128  224  344 

—  48    -24  0    +24        48  72  96  120  144 

24        24  24        24        24  24  24  24   ^:  24 


•»/ 


s  Clelchufigs-  Fii/l/'wms. 
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Diese  Gleichung  b»t  also  nur  zwei  positive  Wurzeln,  novon  die 
eine  zwiscbeii  2  und  3,  die  andere  zivi8chen  5  und  6  liegt,  Ma» 
äieht  auch  sogleich,  dass  ausser  diesen  genannten  keine  reellen 
Wurzeln  mehr  vnrkooiiiien  künnen,  indem  Ober  das  6te  hinaus  die 
Glieder  um  eine  (lositive  Griisse  vermehrt,  nud  Ober  0,  — 1,  — 2 
hinaus     um    eine    negative   vermindert,    also    ebenfalls    verinebrt 

Um  nach  der  :>ten  Art  dieee  Differenzreihe  zu  erhallen,  rechne 
man  vier*)  aureinandcrlolgeiide  Funktionswerthe,  z.  B. /!]- 1),  ^0), 
f(\),  f(2)  und  bilde  daraus  durelt  Suhtmcliofi  je  zweier  neben  eia- 
aiider  eteheoden  Glieder  die  nüthigen  Differenzen,  und  füge  zuletzt 
noeh  die  bekannte  4(e  Reibe  mit  constanteii  Gliedern  =  1.2.3.4 
=  24  hinzu,  und  rechne  juit  HülTe  der  letzteren  weiter.  Für  un- 
ser Bei^iel  würde  man  das  folgende  Gerippe  erhalten  haben; 


-1 


1 


92        70        56    W 


womit  man  die  Berechnung  der  Reihe,  respective  der  aufeinander 
folgenden  Punktionen  ertbe  fl.r)  leicht  fortsetzen  kann. 

Nicht  genug  daran,  dass  tnan  sieb  auf  diese  Art  die  Rech- 
nung erleichtert,  und  sich  gleichsam  ein  Bild  der  ganzen  Glei- 
chung verschi(V),  kann  man  auch  die  Glieder  der  niederen  Diffe- 
renzreihen benutzen  um: 


I)   die 
Grei 


ufüfare 


el 


nahe    beisammenliegende  Wuc: 
len,  und  dieselben  zu  trennen. 


n  g  e  r  e 


Ist  UT=fir)  das  rte  Glied  einer  Differenzreibe,  und  J^Ur, 
J^ur---  die  dazu  gehörigen  Differenzen,  d.  i.  die  rten  Glieder  der 
aufeinander  folgenden  Differenzreihen,  so  ist,  nach  einer  bekann- 
ten Formel: 


*)  Eigentlich  anlUe  liinn  IJ+1 .  ^*+].  rdchncn;  dii  jednel 
i(e  DifTervnz  =1.2.3. in^  bekannt  iit,  an  fällt  ein  Glied  t 
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tt^rf »  =  Mr  +2^*Mr  +  z{z  —  1)  "j^    f  i{z  —  l)(2,  -  2)  j-^-J  +  •  •  •  " 

/ 

w^bei  z  auch   ein  Bruch«  kleiner  als  1  sein  kann.     Ordnet  i man 
nach  z,  so  erhält  man: 

ur  -^,{Jhir—^  +  ^^23  -  1:2X4+  •" ' 

.\\^     (l^-2)//»itr     (2  4^  3  4-2. 3)^  V 
"*■*  /  1.2"~     1.2,3     "•■        1.2.3.4 

(2.3+2.4+3.4+ 2. 3.4)^*itf  .        » 

•  1.2.3.4.5  "•"•"i 

■     .  . 
s )  ^^'      (l+2+.3)^*itr     (2+3+4+2.3+2.4+3. 4).4»t«r  j 

"•■*  }l.2.3~      1.2.3.4      +  1.2.3.4.5  ""  *  •j 

)     J*Ur         1  +  2  +  3  +  4  I 

+  **lrO:4-  1.2.3.4.SJ  •^v+-} 

■*'*'il.2>3.4.5      '••( 

I 

+ 

oder  auch: 

(3) 

j  •  ■  ... 

I 

^^Ur       ^Hh       ^^Ur  i 

+*  /^r~*^r+"-4i — ^"5r^ — 
+*''i~3r-®-4r+^-5r 

+  *4j^-10-gj-  +  ,...|. 

+'  J-5r+" 

+ , 

wobei  die  Reibe  beim  (n-f  l)ten  Gliede  abbricht»  weil  ^/"+^tfrs=  0  ist. 

Ist  nun  r  eine  Grenze  der  Wurzel  x^  also  a?  =  r-ft9  und  ent- 
wickelt man 


/ 


eines  GleichtiHSS  Polynoms. 


f{p:)  =  f{r  +  t)  =  nr)  + 


'   1.2.3"' 


so    muss   diese   Reihe   mit  der  Entwtckelung  in  3)  offenbar  iden- 
tiscb  aein,  d.  b.  es  ist: 

Jhtr      d'u,      ^*u, 
"    2     +     3    ~    4    +•     ' 


Ar)  = 


/*'(>■) 


+  11 


^«, 


und  man  kann  somit  aus  den  bekannten    l>iffereDzen    deu    ersten 
Differential -Quotieoteo,  so  wie  auch  alle  übrigen  ableiten. 

Besonders  ist  es  der  erste  /'(r),  dessen  Bildungsgesetz  so- 
gleich in  die  Augen  fallt,  und  leicht  zu  merken  ist.  Mao  kano 
daher,  nach  der  Newton'schen  Methode,  jene  Correction  i  annS- 
berod  berechnen,  durch  den  Quotienten: 


* — ir+-3 i-' 


.  (5) 


I 


I 


(Dabei   kann   noch   bemerkt  werden,    dass  allgemeio  r~¥^ n 

ioimer  eine  ganze  Zahl  ist,  trenn  die  CoefAzienten  Oq,  U),  a^....an-^ 
es  Bind). 

Einen  zneiten  Näherungswerth  erh&lt  man  unmittelbar  ans 
der  Differenzreihe,  wenn  man  zur  Berechnung  von  x  die  Regula 
falsi  verwendet;  denn,  sind  Ur  und  Ur+i  jene  Glieder  der  Haopt- 
reihe,  zwischen  welchen  die  Wurzel  liegt,  so  bat  man  bekannl. 
lieh  (s.  Taf.II.  Fig.5.): 


,:1  = 


i 


:±(B,t,  +  ii,), 


Da  jedoch,  unter  der  Voraussetzung,  das»«  Ur  und  Ur+i  eatgegfln,. 
gesetzte  Zeichen  haben, 

/*'Mr  =  Ur+l  —  ( — tl,)  =  Ur+i  +  Ur 

ist,  so  hat  man  auch: 


Wenn  ferner 
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f  <r  -T^T-  ors"  +'073:4  ~ 

zwiü^hwi-xts^r  and  a;a^r4<l  deine  Zeidien  nicht  äoiiert,  so  ii»t  »tets 
eijie  dieser  Cörrectiooen  Z|  und  z^  grösser,  die  andere  kleteer  als 
%  selbst,  und  wir,baben  somit  3ie  Wurzel  in  zwei  neue  Grenzen 
eingeschiossert : 

^  ■ 

Nimmt  man  aus  diesen  Werthen.  das  arithmetische  Mittel,  so 
gibt  dieses  einen  neuen  Näherungswerth ,  dessen  erste  Dezimale 
iD  der  Regel  sehon'Hchtig  ist,  Wd  mit  -welehem  man  somit  die 
Rechnung  üac^i  itgen<l> 'eineir  der  bekaMten  Näb«i*iifigsmeth6d^n 
fortfuhriQii  kann.  Gebl  4er  zweite  Differential -Quot^ej^A  ./?'(ar) 
zwi3j^hi^p.^=:r,  i]Fid;,a;^r5f  I  dw^b  iQ,  v^as  man  sogleich  an  dem 
Zeiabenw^se^dor  4ijL^ßitenDiffier«n^f»ihe<iwit  den  Giiedern  /ihU) 
wahrnimmt,  indem  in  .,:».,..  ..   ,» 

.   •  r  '  >  .  ■  .  • 

den  grössten  Einflusä  darauf  ausübt,  so  nehme  man  nur 


1.2 

>  » 


II         ••*».*  •     .  «#_       •     '   •        .  »  '  ? 


l  •  i  ff'f  .■  .  .■  ■  i     ► . 


als  Näherungswerth  von  z,  weil  derselbe  am  leichtesten  zu  reeb- 
*nen  ist,  iind  der  Wurzel  am  nächsten  komnit.  . 

.  Dkse.Art  MpA  WeUe  ^^r.  >ufsficb woig  d^  WnrMP  ^.>?^>:<»lei-:. 
cbii^g :  lempfi^lt .  ftjcb,  hiespnfl^r^ ,  dani^y  yvenn  man  die  g^p^uere 
Beürecbnqng  derselben  nach.  491:  jjjfn'tpfi'scjhj^  Methode  .fcir(setz«jo. 
will,  indem  meistens  ein  einmaliges  Anwenden  der  letzteren  |iifi- 
reicht,  um  die  Wurzel  auf  drei  bis  vier  Dezimal- Stellen  zu  be- 
rechnen. ^  "      ^  ■'-' 

Wenden  wir  also  das  Gesi^te  auf  die  früher  vorgelegte  Zah- 
lengleichung an:  Für  die  awifiqben  2  nnd  3  liegende  Wurzel 
haben  wir,  wenn  wir  die  früher  gefundenen  2ten  und  3ten  Glieder 
d^f '  zusammengehörigen  tiitferen^edriefih&n:  h^raüksöhl-i^iben  f 


<i 


rr^ 


.26  —20 

—46  —38 

+  S  ,56 

48  72 

24  24 


.  >    « 


"   ». 


^/ 


4 

8     48     24 
A2)  =  (-46)-|  +  f-^  =  -.40,    - 

z/itt2=— 46;     ' 


also  ist: 


26      ^.  «^       \ 


40 

woraus  2s=0'6  — 


*>6  ( 

z^  =  jg  =  0-565,) 


und  Xt  ^  2*6  ist.. 

*  ....... 

Daraus   erhäl.t  man  darcb  «inniAÜge  Anwifenjung  der  Newton- 
scheu  Regel : 

somit 

a:  =  2-58580, 

während  die  richtige  Wurzel  =  4— V2  =  2-S8S79....  ist. 

Um  die  andere  Wurzel,  welche  zwischen  5  und  6  liegt,  zu 
finden,  wollen  wir  uns  derüofoer'soben  Methode  hediooen..  Statt 
jedoch  die  Wurzeln  des  gegebenen  Polynoms  nach  der  genannten 
Methode  um  5, 2a  TeritiihderD,  kann  man  ßns  den  vorhandenen 
Differenzen  (vom  Zeiger  5)  diese  neue  Gleichung  sogleich  abFeiten, 
wmkn  man  in  die  Gleichung  ^3)  ^är  ur^»  i\e  W^tbe  fj9ir  ^Hir«' 
/i*tir....  einsetzt:  .. 

^Hf.=  146,       t^-*^* 
1.2— "^'1.2.3.4  ~* 


und  zugleich  Ur-|«  =^  0  setzt.    Man  erbSit  d»nn : 


.t  . 


—40+*(146— 112+40— 6)  +  »«(112-^60+ II)  +  *»(20— 6) +«♦  =  0, 

oder 

i*  +  142»+63i«+68i-40=0, 

in  welcher  Gieichting  z^ix*— 5  ist    l^'a  nun  naqb  d^m  Fraheren 
die  Wurzel  zwischen 

40'      > 
5  +  ^  =  {Jö8 

....  ■      .     JDo  •       ,    ■ 
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und 


40 
5+^  =  5-27 


(isiehe  Rel.  (7))  liegt,  so  kann  man  dks  arithmetische  Mittel  daraas 
nehmeD,  qm  die  Zahl  zu' erhalten,  um  welche  man  säinmtliche 
Wurzeln  der  neuen  Gleichung  zu  vermindern  hat;  diese  ist 


0-68  +  0-27 


=  0-42..o 


1 

[  14 

63 

68 

-40 

".*'  1 

l  14-4 

68-76 

95-504 

-.1-7084  ^ 

] 

[  14-8 

74-68 

125-776 

,   '  ] 

l  15-2 

80-76 

4 
/ 

] 

1  IS  6 

1 

1 

• 

Es  ist  also: 

y*.  15-6y»  +  80-76v«  +  125-776y--l-7984  =  0, 
die  welter  aufzulSsende  Gleichung,  in  welcher  ^=:ar~5'4  ist. 
Wir  wollen  uns  jedoch  mit  dem  neuen  Näherungswertfae 

1-7984 
jr^6-4+»  =  5-4  +  jy!^  =  6-4I499 

begnügen',  welcher  erslfc  in  der  5ten  Dezimale  von  der  richtigen 
Wurzel  0?  =  4+1/2  =  5-41421....  ahwelcht. 

Die  zur  Bildung  der  üiHTerenzrelhe  nöthigen  Grossen  J^Uq, 
JHlq,  JhtQ....  hätte  man  auch  aus  der  allgemeinen  Formel 

.Oz=:ur  =  Uo+x.J^Uo+   \^    '^«0+  12  3 ^^*"o  +  .-. 

erhalten,  wenn  man  die  darin  angezeigten  Produkte  entwickelt, 
das  Ganze  nach  x-  geordnet  und  mit  d^m  gegebenen  Gleichungs- 
polynom 


verglichen  hätte.  Durch  Gl^ichsetzuug  der  CoefBzienten  der  cor- 
respondirenden  Potenzen  von  a;  erhielte  man  a  + 1  Gleichungen, 
welche  linear  und  leicht  aufzulösen  sind.  Soll  aber  die  eben  be- 
schriebene Methode  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  auch  einen 
praktischen  Wertb  haben,  so  miUisen  sich  die  Grössen  ^^Uq»  ^^^^Uq...* 


I 


vnmittelbar  und  leicht  angeben  lassen,  ohne  erst  griissere   Mulli- 

pliliationen  ikuszuTährGi),  oder  Gleichungen  auflüscn  zu  müssen. 

Auch  dieses  lässl  sich  erreichen,  wenn  man    durch  Induktion 

das    Gesetz -ermittelt,  nach   welchem  die   einzelnen    Coeffizienfeu ' 

.      .,  .  -^'«o      -^'"o       -^'«o  ....  . 

der  GrCssen  «o,  «i ,  a^....an  in   — j— >      "01"'     "31" —   gebildet 

sind,  und  man  erhält  dann  Tolgende  Regel; 

Sind   +  Aoam+ A,aBi-\-i-t- Afam+^ -{■••■■  drei  auf  einander  fol- 

id  ebenso  ßofl 


gende  Glieder  von  ,  ... 

die  correspondirenden    Glieder   von  —^ 
und  B^....  hebannt  sind,  so  ist: 

Bo  =  rff,  +  A, 


wobei  Ai,,  Ai,  A^,  ... 


»■■ 


d.  h.  man  erhSIt  den  Coeffizienten  eines  Gliedes  der 
rlen  Differenz,  wenn  man  den  (rechts)  vorhergehen- 
den mit  dem  Zeiger  der  Differenz,  r,  roultiplizirt,  und 
den  darüberstehenden  Coeffizienten  der  vorhergehen- 
den Differenz  addirt. 

Nun  haben  wir  schon  frilher  bemerkt,  dass 

^»«ü  =  fl0+O,+fl,+  .... +  (,,_, 

ist,   dass  jede  folgende  Differenz   um  ein  Glied    weniger  bat,    so 

dass   der   letzte   Gleichnngscoedizient   in    —,-....  =  BB-r  ist,  und 

deu  CoefBzienten  1  hat.  Es  lassen  sich  also  mit  Hülfe  der 
eben    ausgesprochenen    Regel    die   gesuchten    Grossen 

^'«bi  "nj- —  der  Reihe  nach,  eine  aus  der  andern  (re- 
currirend)  entwickeln.  —  För  eine  Gleichung  vom  6ten  Grade 
E,  B.  erhält  man: 

^         Jhio  =  «0  +  Ol  +  a,  +  oj+a^+o,, 

■       ^J««o_/2.15+I\      ./2.7+lV    ./'23+l\      .ni+l\    ^ 


J»tt^^/Z.i5+15- 


.■i5+l5\      ,  /3.6+i7\      ,  /3.1+3\ 
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Will  man  diese  Formeln  sogleich  für  eine  Gleichung  von 
niedrigerem  Grade  benutzen,  so  hat  man  nur  ebenso  viele  Coeffi- 
Aienfte»  Oq,  ra|,*..  x==  0  zu  sHzen;  als  in  derselben  Potenzen  von  a; 
fehlen.    Ebenso  leicht  lassen  sich  durch  Umkehiung  dieser  For-' 

mein  aus  den  gegebenen  Differenzen  J^Uq,  — sp,...  die  ent- 
sprechenden Gleichungscoeffizienten  finden,  denn  es  ist: 

a,=  ^,  tf,=  -*^-(65ao+I0ai) 

^.  '  ■         ^^^ 

«1  =  ~5F~  —  '""n,  II.  6.  w. 

Diese  Resultate  lassen  sich  auch  benützen,  um  eine  gegebene 
^ahleogleichqng  mit  Hülfe  der  Differenzreihen  allein  aufzulösen;, 
man  k^nfi  c||^bei  in  folgender  Weise  verfahren: 

1)  Hat  man  bereits  eine,   dem  gegebenen  Gleich nngspolynora 

• 

entsprechende  Di^Terenzreihei  gerechnet,  und  zwischen  a;=o  und 
a;=:za+\  eine  Wurzel  geinnden,  so  bilde  man  aus  den  aten,  oder 
(cr-f  l)ten  Gliedern  ^jenaohdero  die  Warsei  näher  ao  m  oder  a-f  1 
liegt)  mit.  Hülfe  von  (y)  eine  neue  Gleichqng,  deren  Wurzeln  y 
respektive   um  a,  odera-f  1   kleiner  sind,  setze  hierauf  j^e  nach 

Umständen  y  =  ^,  ^,  oder  ?^,  bilde  wieder  die  dazu  gehö- 
rende Differenzreihe,  und  verfahre  mit  dieser  wi^  früher. 

2)  Sind  auf  diese  Art  zwei,  oder  mehrere  Stellen  der  "Wurzel 
gefunden  worden,  und  ist' 2  die  noch  fehlende  Correction,  so  un- 
tersuche man,  welche  von  den  höchsten  Gliedern  der  Gleichung 
a«f 'das  Resultat  keinen  Einfluss  mehr  üben,  und  lasse  diesielben 
ganz    weg.     Dieser    Einfluss    ist  dem     grössten    Wertbe     hach 

=^ '—j ,  wobei  An^r  und  An—i   Coellfizienten  der  Potenzen  von^ 

z^  und  z  bedeuten,  und  vorauigesetzt  wird,  das«  man  z  =^  —  -^^ — 


'  's^  >i. 


eini9^^(Mtk9m§$  -  WjyoüTi 


-V 


«i 


annebmen  kann.  Enthalten  ferner  An-i  und  Ak  mehr  Stellen,  als 
man  vörausstehtlicfa  in  Anspruch  nehmen  wird«  so  beseitige  man 
diede  ilberflu^sigeir  Stellen  durch  Division  der  ganzen  Gleichung 
mit  IQ,  100^  Q.  dg;  lind  benfitze  dieselben  hochiteofi  zur  Correctur. 

Beispiel:     Es  sei  die  Gleichung 

'     a?«~aa:ö  +  3:r*  — 5a:3+7ar2— IIa:— ^  =  0 

aiifzuttsen  pnd  die  Wurzeln  auf  ö  bis  7  Detimals teilen  iluc.be- 
rechnen.    ^  ,  -. 
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(ferner. 

z,=l  +  ^^^==  1-5834, 


und  endlich : 
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Die  andere   Wurzel   liegt   näher  an   —  1    als  Än^O,   und   wir 
setzen  a?  =  l+^  so  ist: 

y«-.8y»  +  28^— 67^*+75y«— 6%  +  6  =  0    und    y=fQ' 

83^1 «  -  280.V1*  +  Ö7(%i »  -  75000^1 «  +  6800p0^i  ~  600000  =  Q , 

0  1 


—600000  +   10428 
610428        490948 

-119480  —  94160  yi  =  1— t 

2S320  +  20520 

1.     4800  —     3840      V 
960  960: 

82» + 2402*  +  46602»  +  595OO2«  +  546020^  —  10428  =  0 ,  ^  =  j^ 

546020''"^  54  0000008 
5  •  9ri«  +  546021  -  10428  =  0 
0  12 


,  -10428    -4962     +  516 


*  V 


5466        5478        5490  -  .  _o      «ü  _  i   ons« 

12  12  12  *»T''-54«4-*  ^'^^' 


• 


ferner 

X  =  0019056^,  ^i  z=.l — z i=: 0-980944;  ar  =  - 1  + 1^  =-009019056. 

Die  Torgeiegte  Gleichung  hat  also  die  reellen  Wurzeln: 

a:i=  2  0920825, 
:ra=— 0-9019056. 

II. 

Wie  man  mit  Hülfe  dieser  Methode  eine  gerade  Anzahl  von 
Wurzeln  finden  könne,  welche  in  einem  Intervalle  a  lind  «4-1 
liegen,  und  die  man  somit  nach  dem  Zeichen  Wechsel  der  Glieder 
/(a)  und  /(tt -I;  1)  nicht  erke^^ien  kann,  ereiebt  sich  ^'dii»  dem  vor- 
b^fgÜbetideii  Töii  seAst.'    Wir  wollen  diesen  Fall  wieder  io  einem 

Beispiele  betrachten,  und  wählen  dazu  die  Gleichung:     . 

«•.■■.»  I« 

tt,  ==  o:*— ß«;  fftp«  + 12— 8  =  0. 


i 


eines  Gleichnugs-Poli/noms. 


7    —  8iHr  S  !4-  8    +1     +  8'  + 


-63 

-    1 

+  13 

+  62 

f  U 

-10 

—48 

-24 

0 

24 

24 

24 

Gleichu 

ng  hat 

zwischen  — 

5  und 

72 
24 


e  Wurzel, 
e  Wurzel, 
«eder  zwe 


Wurzeln 


oder  auch  sar  keine.  Liegen  in  di 
80  handelt  es  sich  zunächst  darum 
zwischen  2  und  3,  oder  zwtschei 
stfindise  Auskunft  ertheilt  uns   hi 


«em  Ihtervalle  zwei  Wur 
zu  «ntscheiden,  ob  diese 
3    und   4  liegen.     Eine 

rüher   der   erste    Dirfei 


alquotient.  ivelcheT 


ände 


Die 


fischen  beiden  Wurzeln  i 
;rhfi|t  man  nach  dem  Vi 


ein  Zei< 
rhergeher 


^(2)  =  -7-  .+-J 


/*(3)=:7~31  +  24— 6  = 


-67  +  32  —  6  =  2« 


.   daos  dii 
n  erhält  i 


Wurzeln  i 
igleich  ihr« 


ur  zwischen 
Näherungst 


■a  =  4- 


2H 


=  :j-71; 


mit  denen  man  die  Rechnung  nach  einer  der  bekannten  Methoden 
fortsetzen  könnte.  Da  jedoch  dadurch  noch  immer  nicht  benie- 
sen ist,  dass  sich  in  diesem  Intervalle  tvirklich  zwei  Wurzeln 
vorfmden  (indem  das  zwischen  3  und  4  liegende  Minimum  der 
Ordinate  auch  positiv  sein  kann)  so  bilden  wir,  uhi  dieses  zu  ermitteln, 
eine  neue  Gleichung,  Heren  Wurzeln  um  3  kleiner  sind  als  Aik 
der  vorgelegten. 
Es  ist: 


itl/6S€hramm:  Veb.  da9  Avfmek.  äetrteit,  Wttr^.  ein.  GMeh.-Poljfn. 
^Ms~7,    y-^,-.Jl,     f^^.a-'"^'     1^27374--*' 


und 


4?  =  3+  z 


oder,  wenn. man  die  angezeigten  Additionen  vöMzieht,  und  zugleich 

2l 

2  =  jQ  setzt: 

F(zi)  =  t/z.  =  2*,  +  602»i  +6002*1  -6OOO2  + 10000  =  0 

•  ■      .  * 
und  weil  ' 

Jiuo  =  —5339 ,  Jhio  =  1574,  J^u^  =  396 ,  J^u^  =  24 

ist,  so  hat  man: 

0  1,2  345 

+  10000.       4661         896-899     -  304    +3126 
—  533^    —3765    —1795    +  696        3429 

1574        1970        2390        2834        3302  ^ 

■ 

396  420  444     .     468  492 

24  24  24  24  24 

Es  bleibt  somit  kein  Zweifel  mehr  (|aritber,  dass  zwischen  3  und 
4  wirklich  zwei  Wurzeln  liegen,  wovon  sich  dje  eine  zwischen 
3*2  und  3*3,  die  andere  aber  zwischen  3*4  und  3^-5  befindet. 

und  weil  ferner: 

F'(2)  =  - 1795  - 1 195  +  148— 6  =  —  2848 

und  ^  .  , 

1^(4)  =  3429- 1651  + 164  -  6  =1936 

ist,  so  hat  man  für  Xi  und  x^  die  Näherungswerthe : 


(3-2  +  ^=3-2315 

«1=  ' 


(3- 


2+,^  =  3.2498 


und  deren  iMittel  x^  =3  «240 


und  ebenso : 


.r«  = 


N 


304 
3-4 +  gg  =  3-409 

r 


Mittel  ;r,  =  3-412. 
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Nachdem  diese  beiden  Wurzeln  somit  getrennt  sind,  kann  man 
!  mittelst  irgend  einer  bebannleii  Methode  (am  besten  der  New- 
ton'lachen)  nocl)  genauer  berechnen,  und  erhält: 

xi  =3-23607,  ,,,„^ 

^j  =  3-4142I. 

Diese  Heispiele  dGr^en  genügen,  uro  zd  zeigen,  auf  welche 
Art  man  <las  in  der  UebersL-brift  bozeichnete  Ziel;  „Die  Anzahl, 
^nd  die  Grenzen  der  reellen  Wurzeln  einer  Zahlengleichung  zu 
finden",  erreichen  küune,  ohne  sich  dabei  auf  dem  unsicheren 
Wege  des  Probirens  zu  bewegen. 


XXV. 

Beitrag  für  den  Unterricht  in   der  Reliefperspectire. 


HeiTii  Doctor  Bur^hardtt 
ector  der  UenUchnle  !n  Nurdbaui 


i 


Wenn  O  (Taf.  II.  Fig. 6.)  ein  gegebenes  Projectionscenfruni,  Op 
den  nach  dem  Punkte  p  eines  Objectes  führenden  Projecttonsstrahl, 
b  den  Durchschnittspunkt  des  letzteren  mit  einer  der  Lage  nach 
gegebenen  Ebene  und  r  einen  dem  Punkte  p  entsprechenden 
Punkt  bezeichnet,  so  soll  die  für  die  Punkte  p  und  r  und  andere 
ähnlich  gelegene  Punkte  stattfindende  Uebereinstimmung  der  Lage 
durch  folgende  Gleichung  ausgedrSckt  werden: 

bp         '  br 
in  welcher  \  eine  constante  Grösse  ist. 


Burg/i. 


^qP««IP«Pq 


rat:     Beitrag  für  licit  liilgrrlr/U 


I 

I 


Berindet  sich  p  auf  <ler  tieraden  £F,  t^n  bodtimmun  O  iind 
EF  fline  Projectioosebene,  dereu  Uiirchiichnitt  mit  d«r  Ebene  der 
Puiilcte  b.  ..  die  Gerade  L  iai.  VeTÜ'xiilet  man  in  dieser  Ebene 
r  niit  E,  so  ergiebt  sich  aus  der  proje^^liviäulien  Ei^eiischuft  de« 
anharnionischen  VerhSlInisseii.    dasü  auch 


Ot, 


~X.T 


oder  daas  der  Ort  alltr  Punkte,  welche  den  PuiiliEen  der  tiefadi 
EF  nach  obiger  Gleichun^r  entsprechen,  wieder  eine  Ger&de, 
zwar  rar  die  Punkte  von  EF  die  Gerade  £0  ist;    dem  unendlic! 
entfernten  Punlde  der  Geraden  £F  eiitspriihl  dann  r„,  der  Uiirch- 
Hchniltgpunkt  des  parallelen  Gesichtfixlrahli^  auf  Er,,. 

Für  alle  übrigen,  unter  beliebiger  Riehtung  der  Gesicbtsstrah- 
len    in   unendlicher   Enllernung    beliiiiilichen    Punkte    ist    in   obi^ger 
Op 

stanter    VVertb.      Den    unendlich    entrernlen    Punkten    der  ProJM 
tioDsebene  entsprechen  daher  die  Punkte   einer  der   Testen 
L   parallelen    und   durch    D  gebenden    Linie  L'.     Wird  durch  Z*l 
eine  der   festen    Ebene   der  Punkte  b   parallele  Ebene  gelegt,    »«| 


Relatio 


gleich  der  Einheit,    folglich   -j—  ein  bestimmter  con- 


ist  ; 


ich  für  alle  Punkte  r  dieser  Ebei 


iedei 


constanle    Griisse.      Für    alle     unendlich    entfernten    Pi 
Raumes  Ist  daher  der  Ort  aller  nach  obiger  Gleichung 
direnden  Punkte  eine  durch  L'  gehi 
(i  parallele  Ebene.     Bezeichnet  man  die  Entfernung  di 
"  "       fl. 


mit  OV. 

b  mit  yi»= 

und  folglich 
der  Relation 


;  Entfernung 
t  fttr  die  unendlich  entfernten  Pi 
iiodurch  die  vorhergehende  allgi 
^nde  Obergeht 


bp  - 


d'  Ar  " 


Wenn  die  Lage  des  Prnjectionscentrums,  den  Objectes  und 
der  Ebene  der  Punkte  b  eine  bestimmte  ist,  so  kann  die  der  letz- 
teren parallele  Ebene  gewisserniaasen  zivei  extreme  Lagen  ein- 
nehmen, welche  die  Grenzwerthe  des  Coeffici eilten  l  bestimmen 
werden.  Befindet  sich  jene  parallele  Ebene  in  unendlicher  Ent- 
fernung, so  wird  1^1,  fällt  dieselbe  mit  der  Ebene  der  Punkt  b 
in  ist  l^^O.  Im  ersteren  Falle  müssen  die  Punkt 
inkten  p,   im  zweiten  mit  den  Punkten  b  zuse 
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ralten.'  Wflnn  nun  <lie  Punkti*  b  gewjibnlich  als  perHpectivische 
Bilder  (ter  Punkte  p  bezeichnet  werden,  ihre  Ebene  also  nls  Bild- 
llücfie  der  Malerperspective  uulzuraseen  ist,  so  Tnlgl  zugleich  aua 
dem  Vor  hergeben  il  eil,  d<i8s  die  gewühnliche  Perspective  ein  he- 
Noiiderer  Fall  einer  allueineltieren  ist,  in  welcher  zu  den  Punkten 
p  eines  Ubjectes  die  Punkte  r  als  Bilder  derselben  gehüren. 
Wird  diese  allgemeinere  oder  l'reiere  Perspective  mit  dem  Namen 
Reliefperspcctive  bezeichnet,  ko  kann  afsn  der  Coefficient  dieser 
Perspective  unendlich  viele  Werthe  erhalten  und  die  Art  der 
Darstellung  daher  dem  ürade  nach  eine  unendlich  verschiedene 
«ein.  Die  VVerlhe  den  Coeriicienten  k=^Q  und  ^1^1  beetinmien 
alsdann  die  Grenzen,  durch  nelehe  die  relierperspectiviscbe  Dar- 
stellung in  die  Zeichnung  der  Malerei  oder  in  das  sogenannte 
vollrunde  Blldiverk  ilbergeht.  Für  ge»i)hnlich  werden  indes- 
sen in  der  KeliefliildDerei,  ohtvobl  jenes  k  ewischeu  den  angege- 
benen lirenzen  jeden  beliebigen  VVerlb  annehmen  kann,  drei 
Darstellungsformen  viirKugsvreise  festgehalten,  ivoDacb  ein  Relief 
entweder    ein    flache«   iider   ein    halb-  oder  ein   bocherhabe- 

Sind  O,  L,  L'  und  auf  EF  der  Punkt  p  als  Ohject  gege- 
ben, sn  lässt  sich  die  geometrische  Bestimniung;  des  reliefper- 
rip^cti vischen  Bildes  zu  ;j  durch  Cnnstruclion  des  parallelen  Gc' 
sichtsstr;ihls,  ferner  dtr  Verbindenden  £r„  und  des  Gestchtstrahls 
Op  leicht  bewirken. 

Schneiden  »ich  mehrere  Gerade  eines  Objectes  in  einem 
Pinikte  p,  so  haben  alle  Projectionsebenen  dieser  Geraden  den 
nach  p  gehenden  Projectinnsslrabl  gemein,  woraus  zugleich  her- 
vorgeht, daüs  alle  in  einen  Punkt  eines  Objectes  zusammenlau- 
fende Linien  in  dem  durch  i.  heslimmlen  Relief  sich  in  derselben^ 
Weise  darstellen,  ferner  alle  den  parallelen  Geraden  des  Objec- 
tes  entsprechenden  Linien  des  Reliefs  in  einem  Vereinigungs- 
punkte innerhalb  jener  der  Bildfläehe  parallelen  Ebene  zusam- 
mentreffen. Diesen  Vereinigungapunkt  nennt  man  gewiibniich  den 
Verschwindungspunkt  und  jene  der  Bildflätbe'panillele  Ebene 
die  Verschiv  in dungs ebene.  Der  Verschwindungspunkt  aller 
auf  der  Bil'lfläche  senkrechten  Geraden  ist  der  Hauptpunkt  der 
Verscbnindungs-BildflScbe  und  enlspriihl  dem  Augenpunkte  in 
•der  Malerperspektive. 

Da  das  reliefperspectiviscbe  Bild  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade  ist,  welche  mit  ersterer  in  einem  Punkte  der  üildfl&cbe 
zusammentrifft,  zwei  sich  schneidende  Gerade  im  Relief  sich  wie- 
der als  solche  darstellen,   so  folgt,    dass  die  Ebenen  solcher  cor. 
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fMi^DdireoileD  Linien  paare  innerhalb  der  ßildfläche  aieli  schneiöen 
müssen.  Betrachtet  man  diesen  Durchschnitt  aU  Aze  ewes-fibe- 
nenbfiachels,  dessen  dritte  und  vierte  Ebene  resp.  die  BlldUcbc 
und  die  durch  das  Projeetiopscentrum  gehende  Ebene  sind«  so 
gilt  fOr  jeden  auf  dieses  Ebenenbiischel  bezogenen  Projectionsstrahl: 

Op    Or 

_:_==eo«st. 

Die  Ebenen  des  Objectes  stellen  sieb  daher  Im  Relief  wie- 
derum als  solche  dar.  Poncelet,  welcher  die  Deinition  veip 
Relief- Projection  unmittelbar  an  die  Bedingungen  der  Aehniicb- 
keit  aaschliesst»  folgert  aus  dieser  ViMraussetzung,  dass  sich  je 
iwei  der  erwähnten  Durchschnitte  correspondtrender  Ebenen  in 
einem  Punkte  schneiden ,  der  Ort  derselben  also  eine  E^ene  sein 
roSsse«  welche  er  Ebene  der  Bom'ologie  nennt. 

Die  oben  angegebene  geometrische  ConstAiction  der  relief- 
perspectivischen  Bilder  von  Punkten  hat  J.  A.  Breysig  in  seiner 
Schrift:  ^Versuch  einer  Erläuterung  der  Reliefper^&pec- 
tive'*  aus  dem  praktischen  Zwecke  der  Reliefdarstellong  abge- 
leitet. Seine  Schrift  ist  (ast  gänzlich  unbeachtet  geblieben;  nur 
Anger  hat  (Archiv.  Bd.  IV.  p.  255.)  das  Verdienstliehe  dersel- 
ben einer  Aeusserunsr  Poncelet's  gegenüber  gebührend  he^vo^ 
gehoben.  Das  erwähnte  geometrische  Verfahren  lässt  sich  fibri- 
gern«  auch  als  eine  Federung  aus  der  im  Eingange  angegebenen 
Relatiun  entwickeln. 

Ffir  Gerade  und  Ebenen ,  welche '  als  Objecte  der  .Büdfl^cbe 
parallel  laufen,   ist   -j--  constant,  also  auch  -?-;    die    der    BUd« 

liehe  parallelen  Geraden  und  Ebenen  erscheinen  daher  nneh  'in 
Relief  als  solche  und  folglich  parallelepipedisch  begrinzte  RSnme; 
deren  Endflächen  der  Bildfläche  parallel  sind ,  als  abgestiipnpfte, 
vierseitige  Pyramiden,  wie  z.  B.  die  regelrecht  construirten  For- 
men der  Bfibnen. 

Die  Schwiengfceiten  eir.er  Untersuchung  der  geonietrinehen 
Eigenschaften  der  relielperspectivischen  Gebilde  beinhen  hnnpt- 
sächlich  darauf,  dass  Object  und  Bild  im  Allgemeinen  eich  nicht 
in  derselben  Ebene  beiuden  und  desshalb  anch  nicht  nnwttelhar 
eine  anschanliebe  Zeichnnng  in  einer  Ebene  anlanfien.  In  dem^ 
Folgenden  soll  daher  angegeben  werden,  welche  allgenieineo  Be- 
aiehnngen  der  Lage  eintreten,  wenn  Objccfo  Mid  deren  relief* 
perspectiviscbe  Bilder  in  eine  Ebene,  nämlich  in  die  Ebene  des 
Ohj<^es  veisetat  werden.  Um  die  Cntersnchnng  mi| 
veieinfachen,  seil  in  dem  Felgenden  nur  eine  Gcmde  (< 


it.i\i         in  äer  HeUnfpiTspecUte.  ^1 

ä«hue  einer  ebenen  Figur  oder  des  ebenun  l>ur<.-liscbniues  eines 
Klirper«)  als  Objet-t  lienutzt  iverilen. 

E^tiie  Ebene,  uls  Ohject,  und  die  ilir  entsprechenden  Ebenen 
nllec  mriglicheti  relierperepecli?ischeN  Bilder  Bchneiden  steh  für 
ein  und  dasselbe  Centruni  der  Prnjeclion  iioch  in  fler^ielben  Gera- 
den der  gegebenen  Bildfläche.  Diese  Aehnllchkeitsaxe  sei  für 
die  Ebenen  der  reliefpersiiectivischen  Bilder  die  Drehungsaie, 
uahreiid  die  Ebene  dei»  Ubjecles  ihre  Lage  unverändert  beibe- 
lialteu  soll  Jede  Drehung  eines  (in  dem  erwähnten  iillgemeinen 
Sinne)  perspeclivischen  Hildes  wird  dann  für  sieh  und  das  zoge- 
hürige  übject  oueh  ein«^''<^rlinderun9  in  der  La,^e  des  Projec- 
tiiiuscentruniti  herbeiführen,  deren  (besetz  sich  auf  folgende  Weise 
hestimnieii  lasbt. 

Wenn  eine  Strecke  ab  (Tal^  IL  Fig.  7.)  für  eineu  gegebenen 
Punkt  c,  .\U  coiijuijirten  eines  zweiten  gesuchten  Theiljiunktes  (/, 
so  zu  theilen  ist,  das«  das  Doppel verlifkllniss  der  erh.iltenen  Seg- 
mente die  gegebene  firösse  t  erhält,  so  werden  gewöhnlich  auf 
einer  durch  c  gehenden  Gerade«  zwei  Segmente  cm,  en  abgetra- 
)>en,  deren  Verhältniss  — ^  (;leich  e  ist,  und  durch  a,  b,  sonie 
durch  deren  zu{;eordnete  Punkte  m,  n  Strahlen  eines  anharmoni- 
sclien  Biischels  gezogen;  der  vierte  und  znar  jic  parallele  Strahl 
dieses  Buscheis  bestinimt  alsdann  den  gesuchten  Punkt  d.  Be- 
achtet man  in  dieser  Cniislrnclinii,  dass  die  Richtung  der  Gera- 
den cn  beliebig  angenommen  werden  kan^  und  dass  die  Auflö- 
sung, mit  Rückeicht  auf  die  gegebenen  Grössen,  eine  bestimmte 
»ein  niuss,  so  ergiebt  sich,  dass  alle  möglichen  Purallelstrahlen 
durch  denselben  Punkt  d  gehen  müssen  und  dass  daher  auch  ihre 

Grösse  sich  durch  cn  nach  einem  conslanten  VerhSllniss  7—  aus- 

oc 
drücken  lüsst.  Hiernach  liegen  also  alle  möglichen  Durchschnitts- 
[lunkte  der  in  der  Construclion  emähnlen  Strahlenbüscbel  aul 
cunL'eutri»clien  Kreisen,  deren  3]ittelpunkt  d  ist.  Wenn  daher 
eiue  um  den  gegebenen  Punkt  v  bewegliche  Gerade  zwei  feste 
Punkte  m  und  n,  t^ine  andere  durch  denselben  Punkt  c  gehende, 
aber  festliegende  Gerade  zwei  ebensnlehe  Punkte  a  und  b  ent- 
hblt,  so  schneiden  sich  alle  während  der  Drehung  der  ersteren 
Linie  durch  die  zugeordneten  Punkte  u  und  m,  b  und  71  gehenden 
Geraden  in  solchen  Punkten,  deren  Ort  eine  bestimmbare  kreis- 
linie  ist,  und  nenn  die  Ebene  der  Cunstruction  sich  um  bd  als 
Ase  dreht,  in  Punkten  einer  Kugeloberfläche,  wie  auch  Chasles 
und  vor  ihm  auf  Grund  einer  noch  allgemeineren  Untersuchung 
über  die  perspeclivische  Lage  prnjeclivisclier  Geraden  Steiner 
nachgewiesen  hatr 


I 
I 


4 


442 


Trf/-    Bettrag  für  den  inlcrrtcäl 


I 
I 


In  Taf.  II.  Pig.8.  sollen  nun  abc  und  n'i'c'  nach  der  allf;e- 
meineren  AulTasRung  perspectimche  Bilder  des  Olijectes  ABC 
sein  und  aßy  die  Aehnlichkeilsaxe  derselben.  Bewegen  «ich  nun 
diese  Bilder  durch  Drehung  um  ihre  Aehnlieblceitttaxe  allmählich 
in  die  Ebene  ABC,  ea  befindet  «ich  während  .ler  Drehung  des 
Bildes  a'li'c'  das  zugeburige  Prijecllonseentruni  gleiuhzeilig  auf 
drei  Kugeloberfläcbeii,  deren  Mittelpunkte  ft',  v' ,  g'  im  üurch- 
schnitle  der  Ebene  der  cierlen  ParallelKirahlen  mit  der  Ebene  des 
Objei'tes,  mithin  in  der  zur  Aehnlichkeilsaxe  parallelen  (>eraden 
H'q'.  zu  suchen  sind.  Uas  Projectionscentriim  beschreibt  als»  eine 
Kreislinie,  deren  Ebene  ai^f  der  AehtfUcbkeitiiiaxe  senkrecht  »tebt. 
Dasselbe  gilt  für  die  Bahn  des  Punktes  O  wahrend  der  Drehuiig 
des  Bildes  abc,  H'elches  der  Rildflüche  angehi'irca  soll.  Da  nun 
das  Projectinnscenlruni  für  eine  l-age  der  Bilder  fin  gemeinufbalt- 
liches  ist,  so  folgt,  dass  auch  ihre  kreisförmigen  ßahFien  sich 
innerhalb  einer  gemeinschaftlichen  und  auf  der  Aehnlichkeilsaxe 
senkrechten  Ebene  durchschneiden.  Der  DuTchscbnitt  dieser  Ebene 
mit  der  Ebene  des  Objectes  trifft  offenbar  die  zur  Aehnlichkeils- 
axe parallelen  Centralllnien  vnn  je  drei  zusammengehürl^en  Kugeln 
in  den  Mittelpunkten  der  entsprei-heiiden  kreisfrirniigen  Bahnen; 
die  halbe  gemeiiischnftlicbe  äehne  der  brei^^liirmigen  Bahnen  wird 
der  Hiihe  des  Projectionscenlrums  über  der  Ebene  des  Objectes', 
die  zu  derselben  in  beiden  Kreisen  gehörigen  halben  CentriwinkeJ 
den  Neigungswinkeln  gleich  sein,  welche  die  Ebenen  der  p^l^n 
speclivischeu  Bilder  mit  der  Ebene  des  Objectes  bilden.  ^^M 

Werden  daher  perspecti  »ische  tlilder  eines  uni!^ 
desselben  Objectes  und  Prnjectionsccntiuitis  in  bejie- 
biger  Anzahl  durch  Drehung  um  ihre  Aeh  n  lichkeUs - 
axe  in  die  Ebene  des  Objectes  versetzt,  sn  liegen  die 
aus  der  neuen  Lage  hervorgebenden  Projeclionscenlra 
stets  In  einer  und  derselben  .Senkrechten  auf  der  Aehn- 
lichkeilsaxe. Für  die  graphische  Darstellung  der  perspectivl- 
schen  Bilder  in  der  Ebene  des  Objectes  enthüll  diese  Bestinmiunc; 
das  charakleristiscbe  Kennzeichen,  ivonach  bei  der  Darstellung 
solcher  Bilder  au  verfahren  ist,  welche  durch  Projection  aus  dem- 
selben Ijesichtspunkle  entstandeu  sind;  dem  gemeinschaftlichen 
Projectionscentrum  im  Räume  entspricht  der  genieiD^chaftliche  Ort 
der  Projectionscentra  in  der  Ebene. 


uclion   dieses  Ortes  und  der  zugehörigen      A-9 

Projectionscentra. 
I  Taf.  il.  Fig.<).  L'  die  Aehntichkeitsaxe,  i>  eine  Lid 
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in  dw  Ebene  des  Objectes,  dais  Segment  derselben  AtN  Objecl 
und  (AC,L'),  (BC,L'),  {DC.L')  u.  s.w.  Ebenen  perspeetivwcber 
Bilder,  ferner  OM,  ON  die  Prüjectiorjsstrahlen,'  aliso  AA',  BB' 
u.  tj.  tv.  die  zu|rehüri^äu  perspectivischeu  Bilder  »ind  und  diese 
leUler«n  Stücke  in  derjeniE;eii  Lage  innerhalb  der  Objectsefieuen 
gedacht  »erden,  in  vtelehe  sie  aus  ihrer  ursprünglichen  Luge  im 
Raunte  durch  eine  Drehung  uni  die  Linie  L  tjerathen  v«ürden,  ao 
bestininie  mun,  »enu  ausserdem  Winkel  FHc  uU  Keigungswin- 
kel  der  R^bene  der  l'rojectionsstrablen  gegen  die  Ebene  des  Ob. 
JBCte»!  angesehen  ^ird,  die  senkrechte  Projeclion  des  Projectiona- 
cenlrums  O  in  der  Ebene  deu  Objecles,  riändich  c;  die  tud  e 
auf  die  Aehulicbkeiti^ase  gelallte  und  nach  beiden  Seiten  verlän- 
gerte Senkrechte  ist  alsdann  der  gebuchte  Ort.  Die  Prujections- 
centra  innerhalb  dieser  Senkrechten  sind  die  Oiirchschnitlspunkte 
ihrer  kreislürmi;>en  Bahnen;  man  hat  daher  nur  für  jede  dersel- 
ben Al>tlel|>utikt  und  Radius  zu  beiilimmen.  Ein  Ort  jed>^s  Mit- 
teljiunkte»  ist  die  Senkreihte  selbst,  d.r  andere  je  eine  der  Paral- 
lelen zur  Aehnlichkeitsaxe,  lör  nelche  der  entsprechende  Aus- 
gangspunkt durch  OK  parallel  CE,  OJ  parallel  CD  n.  s.  >v.  gefunden 
wird.  Die  Radien  ergeben  eich  nach  den  vorausgehenden  Aus- 
fübrungen  durch  Construclion  der  Hübe  des  gegebeneu  Prujec- 
liungcentrums   cH':=cF. 

Betrachtet  man  nun  EE' ,  »elcheci  der  Bildlläcfae  angebüren 
mag,  ebenfalls  als  ein  reliefiierspectivrsches  Bild  von  HIN ,  so  ist 
das  zugehörige  ProjectionsceMtriini  i'  da."  äussersle  Projections- 
ceotnim  auT  der  einen  Seile  der  Aefanlichkeitaaxe ;  ebenso  ISsst 
sirb  ein  zweites  Prnjectionscentruni  nachweisen,  dessen  Entfernung 
von  der  Aehnlichkeitsaxe  auf  derselben  Seite  derselben  ein  Mini- 
mum ist. 

Durch  Umdrehung  um  die  Aehnlichkeitsuxe  können  die  Bil- 
der der  Strecke  j1/iV  eine  doppelte,  um  180"  der  Drehung  ver- 
schiedeiie  Lage  in  der  Ebene  des  Objectea  erhalten.  Bestimmt 
man  die  Projectianscentra  für  beiile  conjugirte  Lagen,  so  ergiebt 
sich,  dass  sie  paarneise  die  Endpunkte  der  Durchmesser  derje- 
nigen Kreise  sind,  deren  Umfange  die  Bibler  »ährend  der  Um- 
drehung durcblaiiren.  Wenn  man  daher  durch  a'', 
die  conjugirten  Projectionscentra  bezeichnet,  so  folgt  mit  Ruck- 
siebt auf  den  genieinschafllicben  Durchgang  der  Kreise  im  Punkte 
R  und  dessen  senkrechte  Projection  g,  daas 

a,c.a„c  =  ßfi.ß„c=S,e.d„o  u.  s.  w. 

Von  den  conjugirten  Punkten  a,a„,  ßß^^  u.  b.  w.  belinden  sich  also 
j«  drei  Paare  in  Involution  und  iii  c,    dem  Centralpunkte  der  In- 
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H   '  volutinn,    gehüTt   A\s   cnnjii^irler   Punkt    der    uaendlich    entfernte. 

^P  Oflenbiir  gehiirt  das    letzli^rc  Paar  correKfiondirender  Punkte  den 

H  conjiigirten    Laßen    desjenigen    Projectinnscentroni»    an,     tvelcbes 

H  die  arid«r?  Grenze  aller  nii'i«lichen    ProjcctmaHcehfra    bildet.      Ua 

H  dieae  Grenze  nun  erreicht  wird,  wenn  Object  und  Hild  zuhammen- 

H  fallen,  sn  i^t  das  eine  der  zu  MN,    als  Object  und  Bild,  gehöri- 

^M  gen  Projectionsceiilra  c,  derCentralpuntt  derlnvnlation,  und  zugleich 

^K  das  der  Aehnlichkeitsaxe  am  nächsten  liet;eiide  ProjectionKcentruni, 

H  das  andere  der  unendlich   entfernte  Punkt   der  Involution    und   da- 

■  her  auch  das  von  der  Aehnlicfikeitsase  am  nieiMleii  entfernte. 
Jener  Ort  der  ProjecÜonscentra,  auf  nejcbeni  sich  zugleich  die 
Mittelpunkte  der  breisOirmigen  Bahnen  befinden,  kann  wohl  mit 
Recht  und  soll  duher  auch.in.dRiti  Falgcnden  Centrallinie  der 
Protection  genannt  werden.  Die  Vertheilung  der  Prtijections- 
centra  innerhalb  der  Ebene  des  Objectee  IHsst  sich  in  folgendem 
Satze  z US animen  fassen  : 


Wenn  die  pers|iectivis( 
jectioni^cehtruras   O  und   de 


>  Milder  desselben  Pro- 
ben Objecles  MN  durch 
Umdrehung  um  ihre  A  fthnlicbkeilsase  in  ihre  conju- 
girleii  Lagen  innerhalb  der  L<lbene  des  Objectes  ver- 
setzt werden,  so  theilen  die  zu  siiiiituengebörigen  Pro- 
jectionscentra  die  Centrallinie  so  ein,  dass  je  drei 
Paare   cnnju^irter  Cenlra   »ich  in  Involution  befinden. 

DieConstruction  eines  bestimmten  reliefpeiispcctivischen  Bil()e>< 
innerhalb  der  Ebene  des  Objecles  lässt  sich  auf  folgende  allge- 
meinere Data  zurückführen.  Wenn  in  Taf.  II.  Fig.  8.  durch  das 
Projectionscentrum  O  noch  eine  der  Ebene  des  Olijectes  paral- 
lele Ebene  gelegt  wird,  so  entstehen  zwei  gleiche  Ebenenhuschel, 
deren  Äsen  die  Aehnlichkeitsaxe  aßy  und  die  ihr  parallele  durch 
O  gehende  Gerade  sind.  Das  erste  zur  Axe  aßy  gehörige  Ebe- 
nenbüscbel  wird  durch  die  Ebene  des  Objectes,  durch  die  Ebene 
des  reliefperspectivischen  Bildes,  durch  die  Bildfläche  und  durch 
die  Ebene  des  Projeetionseentrunis  gebildet,  das  zweite  zur  Pa- 
rallelen in  O  als  Aze  gehörige  Ebenenbiischel  enthält  die  zuletzt 
genannte  Ebene  de«  ersleren  und  drei  den  entsprechenden  im 
ersleren  Ebenenbüschel  parallele  Ebenen.  ISun  befindet  sich  jeder 
von  O  ausgehende  Protections  strahl  in  perspectivischer  Lage  bu 
dem  ersteren  Ebenenbüscbel  und  in  derselben  Lac;e  dii 
linie  innerhalb  des  zweiten  Ebeiienbliscbels.  Daher  ist  Taf.  II.  Fig.  10.3 
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Wenn  also  das  Projectionscentrum  durch  seine  der  Lage  und 
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GrilsAB  nach  ^eßeKene  Entrerfiung  von  der  Objeclsetiene  bestimmt 
iat,  fernfir  die  Rildflfi'che  durch  die  La^e  der  Aehnlichlce'rtsase 
und  durch  ihre  Neigu^^'  gegen  die  Ebene  des  Objectes  und  vot 
Allem  die  letztere  selbst  neb^t  dem  in  ihr  befindlichen  Object, 
suwie  der  ProjectionscoelHeieiit  il  gegeben  sind,  so  länst  sich  ver- 
niiltelst  der  drei  ersten  gegebenen  GrOHsen  die  Centrallinie  und 
innerhalb  derselben,  ivie  au»  der  PamllelitÜt  der  Ebenen  in  Taf.  II. 
Fig.  8.  snfnrt  ><ich  er[>icbt,  j3  in  Taf.  II.  Fig.  10.  bestimmen  und  ver- 
mitlelst  der  letzteren  Data  nach  der  fVir  A  zuletzt  abgeleiteten 
tileicbnng  auch  a.  .Aus  der  Lage  von  a  und  ß  geht  dann  nach 
dem  ächon  früher  aiigeluhrlen  Cnnotructionsverfahren  die  La>;e  der 
Projectinnscentra  o',  ß'  und  der  augehürigen  Projectionsetrablen 
hervor. 

Da  die  vorher  nach  Taf.  II.  Fig.  8.  angegebenen  EbcnenbüHcbel 
sjleicb  sind,  so  »erden  ihre  entsprechenden  Ebenen  von  den 
Ebenen  dBejenigen  Ebenenbüscbels,  dessen  Axe  in  Taf  II.  Fig.  10. 
der  Projeclionsstrahl  iVO  ist  und  das  sich  mit  dem  ebenen  Strah- 
lenbiisciiel  (iVy,  JV/3,  IS«,  J\i  parallel  der  Centrallinie)  in  perspec- 
rivischer  Lage  befiudet,  in  parallelen  Linien  geschnitten.  Legt 
nian  durch  die  zwei  parallelen  ÜurchKchnitte  des  einen  Ebenen- 
liüschel«,  nämlich  durch  ß'U.  A'f  Ebenen,  welche  auf  der  Ebene 
des  Objectes  senkrecht  stehen,  so  sind  ilire  Uurcbscbnilte  in 
der  letzteren  auch  der  Centrallinie  parallel  und  auf  der  Aehnlich- 
keilsaxe  senkrecht.  Nun  »lind  Jene  auf  der  Ebene  des  Objectes 
senkrechten  und  der  Ebene  der  Centrallinie  uiid  des  Projections- 
cenlruTus  parallelen  Ebenen  zugleich  diejenigen,  in  nelchen  die 
Punkte  A'  und  B'  ihre  Drehung  um  die  Aehnlichkeitsaxe  be- 
Hchreiben,  jei^e  Durchschnitte  derselben  also  auch  diejenigen 
Linien,  in  »ebben  die  Puuktu  A' ,  £'  der  (Geraden  AC  und  BC 
nach  vullendeter  Umdrehung  um  die  Aehnlichkeitsaxe  die  ent- 
sprechenden Lagen  a'  und  b'  erhalten;  sie  bestimmen  daher  auch 
die  Stellei)  der  Projectinnsstrahlen,  In  welchen  die  Kilder  eintre- 
ten. Da  nun  die  Perpendikel  durch  f  und  k,  diese  Punkte  aber 
durch  Nu  und  A'j3  bestimmt  werden,  so  ist  die  Conslruction  der 
ßilder  eine  sehr  einfache. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dasa  die  angegebenen  Construc- 
tiunen  nicht  unmittelbar  dazu  dienen  können,  technische  Arbeiten 
zu  ffirdern;  sie  haben  nur  den  Zweck,  ein  Verfahren  anzudeuten, 
wodurch  die  wissenachaflliche  Betrachtung  der  Reltefperspective 
erleichtert  werden  müchte. 

Wenn  die  perspecti viachen  Figuren  in  der  angegebeijen  Weise 
in  die  Ebene  des  Objectes  ^-ersetzt  Herde»,  so  tritt  an  die  Stelle 
der    Bildlläche   oder    Aebnlicbkeitsebene,    die    Aehnlichkeitsaxe. 


I 

i 

I 


# 

f 
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Beüekti^aiB  die  BiMer  d^r  Geraden  JHfN  in  Taf.  IL  Fig.  10.  in  der 
Weise,  auf  die  Aehtilicbbelteaxe,  daBs  für  alle  eorre^pondireodea 
'Panic4e:    .  . 

gesetzt  w\T^,  eo  ist: 

fiuq   i«t :  ,         .  ' 

und  weon  man  den  Satz  des  Menelaus  auf  das  Dreieck  Na'.ß' 
fUiwendet : 

a'm  ^  ß'n  ^__  a^y 

a'y 
Da  nun,  wenn  Abgegeben  ist  9  dasselbe -euch  von  ^  gilt,  seist 


l-Ail  =  ~Xconst. 


Set^t  man  endlich: 


eo  wird 


t/N  t/a'  ß'N   ß'h' 


folglich : 


oder' 


l-*-ii 
1  —  il=  I — -  X  eonst. 


1  — fi  =  (l  —  A)  (J  — v)  X  const. 


Wenn  der  Wefth  iln^O  gegeben  ist,  äo  hat  gleichzeitig  die 
Constante  den  Wertb  1,  folglich  ist  fi  alsdann  gleich  v;  erhält  il 
den,  Werth  1»  eo  wird  ffq=l.  Unter  der  ersten  Voraussetzung 
muss,  wie  schon  gezeigt  isit,  das  relieö>er,spect]vische  fii|d  i^it  dem 
gewohnlichen  perspecti vischen ,  i;n  zweiten  mit  dem  Objecte  za* 
'sam!nen%Hen«  J      . 


I . 


t; 


wppi^ 


Abifil.  iln  Formeln  fiti  (ttti  Sinvt  vnä  Cotiiiuaei 


Ableitung  der  Formeln  ftir  den  Sinus  und  Cosinus  der 
Summe  zweier  Winkel. 


Heren  Dnctor  Eduard  Schrede 


Bei   der  hier   )i«rolgten  Methode   werden    zuerst  die  Formeln 

för  sin  "'^     und  cos    ^     allgemein  giltig  eotTrickelt,  dann  wird 

gezeigt,  dass  dieselben  Rdationcri  auch  für  die  ganzen  Winkel 
a  +  ß,  a  und  ß  besteben.  In  einem  Kreise  (Taf.  II.  Fig.  II.)  vom 
Halbmesser  =  I  vrerden  die  Bögen  a  und  ß  beliebig  angenommen 
dazu  gehrlrii^en  fjebnen  BC  »n<i  AC,  so  irie  a.ach'AB, 
Sehne  des  Bogens  a^ß,  gezogen.     Da 


md  di 


AB='ii 


"  +  ß 


ßC='2sin:j,     ^C=28i 


und  Winkel  ßCJ^lSO" j^,  so  hat  man  unter  Anwendung  de« 

nach  Carnot   benannten   Lehrsatzes  ')  für  das  Dreieck  ABC  die 


i 
i 


*)  Denll  man   «ich   von  A 
iit  liekanntllcli  nRch  den  Lehre 


uf  BO  ein    Petpendifael  AD  getälit,    *o 
der  ehenen  Genmctrie! 


und  danuniademrochtwinliligenDreieckiäCD  bekanntlich  CDr=AC.c«tBCA 

ial,  (it  folgt  da«  Behau|>lete.    Ich  führe  diea  an,  treil  d< 

not'acher  Lehrsats"  voh)  nicht  nllgemein  getrnhnlich  i«t,  um  Hin 
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cc-^-ß  a  ß  <x       ß       tt  -4-  )3 

Verwandelt  man  im  Ausdrucke  links  vom  Gleichheitszeichen  den 

Sinus   in    den   Cosinus  und   ^etzt  alle  Glieder,   welche  cos — ^-^ 
enthalten,  auf  die  linke  Seite ,  so  erhält  man: 

.«     j^  *« ~_^i— .|  —  8m*a— sin*s» 


cos*— 5"^  +  2sin  ^  sin  ^  cos  —^ 


rk 


a  +  ß 


Löst  mdn  diese  Gleichung  nach. cos — ^  auf,  so  bekommt  man: 


cos 


ci  A- ß  ci       ß      4/  a        ß      ^  d 

— 2^=  — sin  5  sin 5-+ Y  sin^Äsin^  +  l — s«n*a  — 


•..j 


sin 


a 


2' 


Dass  hier  nicht  die  negative  Wurzel  genommen  werden  konnte, 
erhellet  schon   daraus,   weil  in  diesem  Falle  für  a  und  ß    <90^ 

nach  der  Formel  cos — ^  stetis '  negativ  sein  mösste.     Der   Aas- 
druck unter  dem  Wurzelzeichen  kann  auch  so  geschrieben  werden : 

1— sin*^— öin*o(l  —  «in*o)  und   redueirt  sich  auf  coä*2®^®*5» 

80  dass  obige  Gleichung  jetzt  lautet : 

€t-\-ß  aß  et       ß 

-    cos — s— =«o8^co8^  — sinasinS".  L 


Cm  die  Formel  für  sin 


.    «+/5 


zu    bekommen,    setz^  man   iil    der 


a^ß 


Gleichung  (1)  anstatt  co8    ^      den  gleiehgeltenden  Ausdruck  der 
Formel  I.    Man  erhält: 

•    *«  +  <^  •    ft«    /     •    4?    ■   O    •     *^     •      /^/  ^  ß  X     ^    •      ß^ 

sm*— ^=8in*5  +  ®*"  2 "'"  "«»»o  ®>''  ö  (cos  a  cos  ^  — sin  ^  sin  ^). 
Vollführt  man    im    rechten    Theile    dieser    Gleichung    die    ayige- 


irerständniMeii  vorxiibeug««.  Der  in  Uicseui  Aufsätze  gei^ebene  Uewei« 
schliesst  sich  an  die  viel'  |[ebraacbte^  ganz  elemrotare.  .Duritellnng 
der  ebenen  Trigonometrie  an,  bei  in^elcher  man  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w. 
als  die  Verhältnisse  gewisser  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks  betrach- 
tet ,  tixin  welchem  Grunde  ich  ihn  habe  hier'  abdrucken  lassen ,  weil  er 
vielleicht  manchem  lieser  angenehm  sein  möchte.  Ob  eine  ähnliche  Dar- 
stellung schon  anderweitig  gebranolit  worden  Ist,  n^eisa  Ich  nicht         6. 


/    « 


zeigte  Multiplicatioii  und  schreibt  sin'ssin'C +8in^shi^    anstatt 

aß 
2siii*2*""V'    ^"  ''*""  '"^"  ^^''  (ileichung  die  Form  geben: 

si„al+^  -sin*"- (1  -sin^^w  aina^fl  ^^in'-l 
sin      ^     —sin  2  U      fin  ^J+a'"  ^  t»      sin  ,^) 

a         e         ä         8 


Der  rechte  Theil  dieser  (Gleichung   ist     (sin^cos, +co8ä-sin^j*, 
MorauB  l'olgl ; 

,i„°_+^_«i„?eos^+co8^dn^.  II 


Um  Hie  Formeln  Itir  sin 


abzuleiten,  zeichne 


man  einem  Kreise  vom  Halbmesser  ^1  das  beliebige  Dreieck 
ABC  (Taf.  II.  Fig.  12.)  ein,  dessen  Seilen  AB,  BC  und  AC  der 
Reihe  nach  die  Sehnen  der  Bügen  a — ß,  «  und  ß  bilden.  Es  ist 
daher : 

«  — ß  a  3 

AB=-lii\n—^,     ^C=2Bin^,     JC'=2sinJ, 

Winkel  ACB^^^- 

Unter  Anivendung  des  Carnut'schen  Lehr(<atzes  erhält  nian  die 
Gleidiunis.- 

a  —  a  aß  a        B         a  —  3 

.in'-J?=.m>j  +.in^-'i«in  j  .in  |  co.  -J.  (2) 

Verwandelt  man  im  Ausdrucke  links  Tom  GleicbbeitHzeichen  den 
Sinus  in  den  Cosinus  und  setzt  alle  Glieder,  welche  cos  ■  ^  ^ 
entbalten,    auf  die  linke  Seite,   so  «rbält  man: 

CO.      j     -i.nij.in,™.     .^     -1      sin  j     .in  ^  • 
Au.  dieser  Gleichung  finiiet  man: 

.  e..^=.in|.i„|,Sr.in=|.in4.,-.in^Z;;4. 

■Iheil   XXXVI,     '' 


I 

i 


4iQScäreder:  ^  Aöieittmp  äer  Formeln  fltt  den  SinUs  und,  Cosinus 

l>ef  Ausdruck  unterm  Wureelzeichen  re^uciH  sich  äiif  cos^  co«*^, 
demzufolge  man  erhält:  .,'....  i         '    . 

«  — /3  ci        ß  a    ,    ß  -„ 

cos — ^rscos^coört  T"  §'"9"®'"  9'  "■• 


Dass  iu  der  vorheirgehendeD  Gleichung  die  Wurzel  positiv  genom-  ' 
nien  'werden  musste ,  erhellet  aus  Folgendem : 

Es  seien  ^  und  ^  im  ersten  Quadranten  befindlich,   80  sind 


a 


(j 


■•  • 


Sinus  uD^d  Cosinus  von  ^  und  ^  positiv,  und  es  wird  mit  der  Ab- 

R  O  R  ' 

nähme  von  5-    der  sin^"  kleiner,  cos^"  grösser.     Wäre   nun    der 
rechte  Theil  der  Gleichung  III.  eine  Differenz  anstatt  einer  Summe,  so 

wjärde  er  mit  der  Abnahme  von   5- ,  einen    grössern  Werth    erlan- 

a—ß 
gen,     während    der    linke    Theil    der    Gleichung    oder    cos — ^ 

2 
tigkeit  des  negativen  Zeichens  der  Wurzel  folgt. 


mit  dem  Kleinerwerden  von   h*  abnimmt,   woraus  dfie  Unstätthaf 


« — ß    ' 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (2)  Jür  cos     o       den    gleiehgel 

tenden  Ausdruck  der  Formel  III.,  so  erhält  man: 


sm^    o     =  ^nV  +  ®'"V —  isms-siii  «  (cos  ^^  cos  5- +  sm  ^  S'o^)- 


Wird  im  rechten   Theile  dieser  Gleichung  die  angezeigte   Molti» 

plication  aasgeführt  und  dann  ?in*ö- ^'^P^g"  +  §'n*ö"  S"**|"    anstatt 

aß 
2sin^n8^D^^  geschrieben,    so  lässt  sich  der  Gleichung  diQ  Form 

geben: 

sin«-^-  =sm^(l  r-sin«^)  +sin22  (1— s»i*2)— 2sm2Cos2Sin^co8^- 

Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  reducirt  sich  auf 

et         ß  a,    *    ß 

(sing- cosö  — cosg-8«n^)*» 

I  •  -  .       '  ' 

demzufolge  man  erhäh:  ' 


^p 


,    >,■  ^ui'Kii  iv,».'     itgr  summe  ^v>efer    Wlnkri.  451 

Öni  nachziiH eisen,  ilass  dieselben  vier  Relalioiieii  auch  zwischen 
n  ganzen  Winkeln  a^ß,   a  und  ß  besteben,    kann  man  fDl^eti- 


Aiis  lier  Glei^hiitig  II.  eraibf  sich  ,  »en"  man  darin   a  —  ß  setzt: 


r  lilf^U-hiintc  I.   Tolgt  auf  dieselbe  Art; 


Znfolse  V.  heoteht  a 

Setzt  man  infdieser  IVteichunj;  statt  sin — ; 
gleich  »eltenden  Ansdrßcke  in  II.  und  1.,   i 

(5) 


in(«+|3)= 


^)(C'. 


Die  Ausrshrunf!  der  angezeigten  Multiplication  gibt: 
Dieser  Ausdruck   kann   die    Form   erhalten  : 


^(co««|-«in«^-,  +  -2 


^(c^ 


sin'2'      O 


und  reducirt  sieb  unter  Betüclisicbtigung  der  Relationen  V.  and  VI. 
auf  sinncos^-f  cosaeiiif^,   nn  Aass   man  die  Formel  bat: 

sin(ß  +|3)  =  s\t\cica8ß-\^caaae.mß. 

Zufolge  V.  besteht  auch  die  Gleichung  Bin(a— |3)=:28in' 

u-~ß  a~ß 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  statt  sin  — jj—    und  cos  — „—  die  gleich 


/  . 
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geltenden  Ausdrücke  in  IV.  und  III.^  so  unterscheidet  sich  die. 
^anze  Ableitung  von  der  vorhergehenden  dadurch,  dass  in  (6)  das 
zweite  Glied  negativ  und  das  dritte  pos'rtiv  erscheint ,  was  zur 
Folge  hat,  dass  Hie  Summe  (7)  sich  in  eine  Diffc^r^z  verwandelt 
unil  somit  schliesslich  die  Gt6l<;hang  zum'  Vorsehe! ri  >  Icommt : 
sin (o  —  j3)  =: sin a cos ^ — cosasinjS.  Zufolge  der  Relatidu  VL  be- 
steht   die    Gleichung     dos  (a  +  /gf)==  cös*?Li^-i-sin«5^^       Setzt 

man  in  dieser  Gleichung  statt  dos— g-^  tfnd  sin — 5—  aus  den  Re- 
lationen  I.  und  IL  die  gleicbgeltenden  Api^drjicke,  ^p  erhält  niaD: 

cos  («  +  j8)  =  (cos  ^  cos  ^  —  sin  ^  $in  H')*'^(»^n  0  ^^®  9  +  ^^'^ 5"  *'"  9  )*• 

Die   Ausfährung   der  angezeigten  Quadrimugen   gibt   nach    ehier 
kleinen  Reduction: 


*        ,  / 


a|5  €L  U  ß  €t  CC\ 

COS  (a  +  ß)  =  cps*^(cos.^j  —  sin^)  —  sip*|^(cos^  •*  **"  V)     ^^^ 

.  .    a        cc  \   ß        ß 
—  4sin^cos^sinh-co8g-. 

Unter  Berücksichtigung  von  V.  und  VI.  erhält  man  hieraus  : 

cV>8(a  + jS)=aeosacos/S  —  sinasinjS. 
Wurde  mau   endlich  in  der  Relation 

i 

COS  (a  —  ß)  =  cos*— 2"*-  —  sin*— ^ 

\ 
■  f  -  , 

statt  cos  — ö~"    uwd  sin     ^  -   aus   III.  und   IV.  die   Aequivalente 

setzen»  so  unterschieden  sich  die  hieraus  entspritigendeii  Aus- 
drücke von  den  vorhergehenden  nur  im  Zeichen,  und  zwar  wurde 
im  rechten  Theile  de>r  Gleicliung  8)  das  dritte  Glied  positit  er- 
scheinen, woraus  eijieUet»  dass  man  jetzt  die -^Foranelkiekörameii 
mfisste: 

cos(a — ß)  :^  cosacosj?  +  sin  a  sin /3. 


I   \ 


..      I    .   .   .  •,;..-.  ^-   ^■'..   '  •'       ■•.•-..''.•♦.''.!•.■;.■.' 
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Allge: 


§■  31. 
rm    iler    Tilsunsspläne. 
ir  Anleihen   werden   genOhiilicb  nicht 


>  Kapitaliei 
wie  die  Lleinern  auf  einmal  oderrn  ganzer  Suiiime  eingezahlt,  i 
können  auch  nicht  nohl  ohne  Störung  deis  Geldverkehrs  oder  nhne 
Belästigung  und  >Schaden  des  Schuldners  oder  Gläuhiger«  üuI' 
einmal  in  Masse  ein-  und  ausgezahlt  werden. 

Der  Schuldner  müsste,  um  grosse  Geldsummen  auf  einmal  zu 
rechter  2eit  auszahlen  zu  können,  für  Ansammlung  des  Geldes 
sorgen  und  könnte  sie  während  des  Ansamnielns  nicht  benutzen. 
Der  Gläubiger,  dem  auf  einmal  eine  grosse  Summe  Geldes  zur 
Vertilgung  gestellt  würde,  wäre  nicht  im  Stande,  sie  alsbald  wie- 
der nutzbringend  anzulegen.  Mit  beiden  Geschifften  wäre  Schaden 
für  den  Schuldner  und  Gläubiger  verbunden. 

Das  Ansammeln  grosser  Geldsummen  kann  aber  nur  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  sie  dem  Verkehr  entzogen  werden.  Hie- 
durch  würde  das  Geld,  das  sich  in  diesem  Falle  als  Waare  dar- 
stellt, theuerer  werden  und  der  Ansammler  müsste  die  Baarsumme 
theuerer  bezahlen  als  er  sie  ausgibt. 

Mit  dem  Ausgeben  grosser  Geldsummen  oder  ihrem  Rück- 
strömen in  den  Verkehr  verbindet  sieb  der  umgekehrte  Nachtbeil. 
Der  ßeaitzer  grosser  Geldsummen   wäre  genSthigt,    sie  sd  rasch 


( 


I 


S^W^^WPS! 


4ä4 
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als   inüglich    nutzbringend    kv    vernenilen ;    ( 
Hürde  nohlfeiler,  oder  die  Kau%egen^lHridi 
theuerer  »erden.    Heide  Operationen  mueseii  «ii 
durch  Entziefiunt;  des  Geldes  aus  dem  Verkebi 
]ivirjc«n  uud  Schwankui 


.  Waar« 


Geld, 

d  iLffecleii  »uiden 

ilir.end  ihrer  Dauer, 

ind  HGckkehr  in 

in  im  Geldwertfa 


denselben,  nachtheilig  e 
verursachen. 

Er  liegt  daher  im  Interesse  des  Schuldnern,  vi  1e  des  GlSaliigers, 
het  grossen  Anleihen  diese  nachtheiliijen  Folgen  ku  nm^ehen,  was 
am  fügÜRhsten  durch  allmälige«  Entziehen  und  Rürkgeben  geschieht. 

Das  Letztere  »ird  gewöhnlich  durch  allmälige  Tilgung  bewirkt, 
und  es  ist  daher  erforderlich,  die  hierauf  bexiiplichen  Methoden 
nüber   zu   betrai:hte[i. 

Wird  nun  eine  Anleihe  K  durch  allmalige  Rückzahlung  ge- 
tilgt, 80  geschieht  diess,  wie  schon  im  ersten  Kapitel  angedeutet 
wurde,  dadurch,  dass  in  einer  Reihe  von  Jahren  bestimmte  Sum- 
men am  Kapitale  bis  anr  vi'dligen  Tll^unf;  abgetragen  und  jeweils 
die  Zinse  der  vorhandenen  Restschuld  gezahlt  werden. 

Nennt  ninn  die  jeweiligen  Znhlungsleislungeu  der  Reihe  imcb 
i,,  ta,  Lg,  Lt,....L« 
nnd  die  ihnen  ztigebürigen  Kaiiitalabtraffungen-: 


.4,,  ,1,, 


.'4, 


I) 


*'=4+.<,,  +  J,+   .J4  + J., 


d 


ist,  so  ergeben  sich  aus  dem  eben  (Jesagten  und'nin  li  dem  Vorgange 
der  schon  im  ersten  Kapitel  gemachten  Bemerkungen  bei  dem 
Zinsfues  p  die  Wertbe  der  Zubiungen,  wek'he  in  den  ehiselnen 
Jahr«»  gemacht  werden  müssen,  wenn  die  Verzinsung  und  Til- 
gung jährlich  geschieht,  die  einzelnen  Zahlungen  in  Kapitalah- 
tragsnmme  und  Z'inse  neriegt  und  die  Glieder  in  entwickelter  Form 
dargeatelk  werden,   in  folgender  Weise: 

■2) 

L3  =A3  +  K.0,0p-A,.0,0p—A^.0,0p, 

L^  =  A^^^K.O,0p  —  A,.0,0p—A^.O,(ip  —  At.O,f^. 

Li  =  Ai,  +  K.O,iip~Ai.O,Op-A^.O,Op-Aa.0fip-At.Q.f^^ 


U=An  +  Ä.O.Op  -  Ai  .0,0p— is. 0,0p- 


-.l„_i.0,O;j. 


der  fiolitischeit  Ariikmetik. 


■4ä5 


Nicht  immer  findet  die  Voraussetzung  jährlicher  Tilgung  und 
Verzinsung  statt,  deun  häulig  und  iiei  Stasts-änleihen,  wozu  auch 
die  Lotterie- Anleihen  gehüren,  geniihnlich  geschieht  die  Ver- 
zinsung halbjährlich  und  nur  die  Kapitaltiignng  jährlich.  In  die- 
sem Falle  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  »ie  Truher  ip=Pi 
gesetzt  ivird,  Tolgende  Damtellung,  da  doppelt  so  viele  Zahlun- 
gen L, ,  L^,  h,, j/2n  gemacht  werden  müssen'. 


i, 

=          K.Oflp, , 

l^ 

=  J,  +Ä.O,Op,, 

L, 

=          K.Oßp,  -  J,  .11,%, 

I't 

=  -4a  +  '^  0,0;),  -  -4, .  0,0p, 

u 

Ar.o,Oft-.<,.o,Op, 

--<,.o,0p 

K 

=  A  +  *'.0,Op,-^,.0,0,, 

-J..0*, 

U«-i=  K.O.Opi—A,.i}.0pi—Ai.Q,Opi- ....  -A^-i.Q,Opu    , 

Z^„     =  J„  h  ti.Ofipi  -A,  .0,Opi  -  AO.Opi  -  ...  -^—1. 0,0p,. 

Weniger  häuGg  kommt  uohl  der  Fall  vor,  das»  auch  die  Kapi- 
lalabtragungen  halbjährlich  vor  sich  gehen,  obgleich  diese  Til- 
gungsarl  nach  den  Bemerkungen  des  §.  22.  als  die  vortheilbaffeate 
angedeutet  wurde  und  als  solche  sieb  fiir  die  Praxis  als  die  ituIrSg- 
lichste  empfehlen  dürfte.     In  diesem  Falle  sind  gleiehlalls  "2n  Zah- 


lungen   ivie  i 

n  No.  3)  au  machen,    und   man    erhfilt  folRende    Dar- 

h      =A. 

1) 
+  K.0,0p,. 

+  K.0,0;), -zl,.0,0/),, 
+  K.Oflp,  -  A,  .0,0p,  -  ^,.0,0p, , 
+  K.O,0j),  -/),  .0,0p,  -  ^,.0,0p,  -  /(,.0,0p, . 

Z.3n-l  =  /l2.~ 

,l.*'.0,0p,-/f,.0,0p,-J,.0,0p, -....- Ji._s.O,Op„ 
+  K.O,Op,— <,.0,()p,-^,. 0,0p, -....- ^^j.O,Op,. 

Bei  einzelnen  Lotterie- Anleihen,  die  halbjährlich  oder  vierteljähr- 
lich gezogen  und  halbjährlich  ausgezahlt  werden,  kommt  diese 
sehr  sachgem&sse  Tilgangsweise  vor. 

Bei   Anwendung  der   vorstehenden    Darstellungen  auf  beson- 
dere Fälle  ergibt  sich  daraus  eiue  Erleicbternng  der  Arbeit,  dass 


1 


r 


^^ 


n'pitere  Amführmig 


bestimmte  Glieder  ii 
zeitig  vorkommen  i 


1 


zvFei  aufeir 
id  daher  ni 


Inder  folgenden  Ausdrficken  gleich* 
-  eiamal  berecliiiet  werden  dürren. 


Tilgungspl 
Es  können  nun 


I 


a)  Entweder  sind    die  jShrl 

A3,  A^ An  ganz  willkührtich 

nem  Zusammenhange ; 

b)  oder  sie  stehen  imter  einander  i 
hung,  sind  also  unter  sich  gleicU,  odi 
arithmetischem  Verhältnisse; 

c)  oder  Nie  stehen  unter  einander  ii 
hällni 


gleichen   Abtragäsumme 
leicht  sieht,  folgende  Fälle  e 


en  Kapitalabiragungeii  Ai,  A^, 
id  stehen  unter  einander  tn  k^ 


einer  bestimmten  Be^»* 
wachsen,    orter  fallen  in 


einem  geometrischen  Ver- 


Im  ersten  Falle  bleiben  die  in  g.  31.  No.  'i) — I)  angegebenen  E>*^H 


leistu 


Ingen  1 

igeni 


und  di 
ich  vorstebi 


Werths 
Bestimr 


,geu( 


t  oder  JahrflT- 
mitleltwerden. 


Im  zweiten  und  dritten  Falle  werden  beslimnite  Gesetze   hi 
vortreten,  irelche  den  U^lierblick  über  Einrichtung  der  Tilgungs- 
plane   .«ehr  erleichtern   und   get^tatten ,    Tilgungszeit ,    Grösse   di 
jSbrlichen   Zahlungsleistungen    und    Kapital- Abtragungen    beque 
xu  ermitteln. 


Sind    die    jiihrlichen    Abtragssummen 
=  A3=A3  =  ....  A„=  A,    HO  geht  dii 
I  folgende  über: 

1) 


einander 
Darstellu 


gleich,    also 
,gNo,2)§.31. 


^P  U     =^  A  +  K. 0,0p -(n-\)A. 0,0p. 

"Vergleicht  man  nun  zwei  aufeinander  folgende  Jabresleiati 
gen  Lr+i  und   Lr  mit  einander,  ao  erhält  man 


—  4  +  fi.0,0p-A.0,0p. 
==A  +  li. 0,0p— HA. 0,0p, 
=  A  +  K.Q,0p—3A.0,0p. 


'.mlll. 


Lr     =A -t- K. 0,0p -ir~l)A. 0,0p, 
Lr+i=A  +  K. 0,0p— rA. 0,0p, 
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Lr^i  —  L,^  —  A.%Qp. 
Hteriius  ergeben  »ich  für  das  Schema  No.  I)  folgeode  Sätze: 

3)  Sind  die  jährlichen  Kap  italabt  ragun^en,  wodurch 

eine  Anleihe  petil^;!  wird,  einander  gleich,  so  nebraen 

die  jährlichen  Zahlungsleislungen  (L)  um    die  gleiobe 

Summe  (^.0,0;>),    und  /»ar  um    die  Zinse    der  gleichen 

.  Kapitalabtraguiig  ab,    und  umgekehrt: 

[  4)  Nehmen    die    Jabreel  eislungen,    die   zur    Verzin- 

'-suug  und  Tilgung  einer  Anleihe    dienen,  jährlich    um 

die  gleiche  Summe,   und    zwar   um    diq  Zinse  der  jähr- 

liehen    Abtragung    (also   auch    die   des  ersten   Jahres), 

iib,   Bo  sind  die  jährlichen  Tilgun^ssummen  gleich. 

Die  Summe,  um  welche  die  jährlichen  Zahlungen  abnehmen 
snilen,  kann  jedoch  nicht  n'illkührlich  genommen  werden,  denn 
würde  sie  zu  hoch  gegriffen,  so  konnte  der  Fall  eintreten,  daas 
die  Jahresleislung,en  sich  um  so  viel  verminderten,  dass  sie  nicht 
niehr  die  Zinse  der  vorhandenen  Schuld,  noch  weniger  die  er- 
forderlichen Tilgungssunimen  deckten. 
Im  vorliegenden  Falle  ist: 


5) 
Der  Stand  der  Schuld 
des  (r +  l)steu  Ist: 

6)  Sr=K-rj 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  durch 


Ende   des  rten   Jahres    oder  Anraoge 


Geschieht  die  Verzinsung   halbjährlich   und   die  Tilgung  jährlich, 
so  ergibt  sich  aus  No.  3}  §.  31.: 


i, 

=         Af.O.Oft 

'-, 

=         K.O.Op,- 

-J.O.Op,, 

i. 

=  A\K.tiSip, 

-AOflp,. 

L, 

K.O,l>p,  - 

-iA.Qfip,, 

t. 

=  ^  +  «.0,0p, 

-2^.0,0p,, 

Ij,- 

,=        K.O,Op, 

-(T-\)Ä.O,Op 

u. 

=  ^  +  *r.o.Op,- 

-(r-lj^.O.Op, 

4A6 


0  emns<^r ;    WßUw^.Außfü^ung 


Vergleicht  man  di<9viK{d^n  Halbjahres -t^eistungen  zweier  Jahre 
mit  einander,  so  h$it  man: 


•  s  «. 


•  1  .  • 


t ."« 


9)  :  La|r+i+Z^i^-?-.X^r7i  — ^ 

4 

-An^'^s  geltten  aach^  hiel^  dki  nnter  No.  3)  ütrd  fi^.  4)^  abfeföhrten 
Sitze  Irt  Betreff  det  ^re^äiinimtl^istifngen/    '  •  ^ 

Vergleicht  man  di^  iSurnmen,.  welche  in  den  ungeraden  und 
geraden  Halbjahren  fällig  sind,  unter  einander,  so  ist: 


s 


■:  -.    -         «  i        ■•■..'  ■  •    .  i; 


••11),.^  ■'  ■ 

,Es  «Bi^t  sich»  dass  ^^cb  ^per  dje  genafinteo  Sä^e.  jedoch  aiit 
der  |ilo(^ifikati6n  gelten,,  dass  .die.  Ha)b]ahreszinse  die  Abnahme 
bdäen.    Die  Gleichungen  IVo.  5)— ^7)  bleiben  in  Kraft. 

>'  Geschieht  die  Ten^snng  und  Tilgung  halbgährlich,  ao  erhält 
kiian  ans  4Kol  4)  §«  31.:  ^  -s    - 


12) 


1,  =^  +  Ar.a(ijp^,, 

L4  rsJ  +  Ä.AOj»,  -3.1.0,0p,. 


;  - 


1  .    n 


L2r  =  J  +  Ä.O,Qpi  —  (2r- 1)  ^  .0,0>?i , 

f.'  './lt.-' 

Es  gelten  auch  hier  die  in  Nd.  3)' und  INo.  4)  genänntifth  Sätze 
mit  der'Abänderung,  dass  sich'^die  Zins-  und  Tilgungssummen  auf 
Halbjahre^fristen  bezieben      Eks  ist  daher: 


13) 
14) 
15) 

16) 


;■♦-... I  . 


»  V  • 


,vy.-  .' 


l.- 


§.'33. 


/. 


fV 


/    .t 


Anwendung. 
Die  Anwendung  der  in  §.32.  auigestellteo  Sätze  ist  sehr  einfach. 


litr  pull  lachen  triiAmeliU. 
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1}  Bill  Kapital  von  :24000W  soll  tu  Ö  Procent  veminsi 
und  durcfj  eine  jährliche  Kapital- Abtragunii  von  -2000UU 
getilgi  werden.  Welches  ist  der  hezflpliche  Tilgungs- 
plan?     In  tvelrher  Zeit  ist  das  Kapital  getilgt? 


Das  Kapital  ist  i 


ch  {.31  No.7)gelilgt  i 

«00i](X)_ 
-  JOlSiÖO"" 


V=1'2  Jtthre 


Setet  nun  nnn  in  No.  I)  j.  3'i  «  =  2400000,  .1=200000,  K.O.Op 
=  2400000.0.05  =  120000,  ,<.0,0p  =  2flü000. 0,05=  10000,  so  er- 
gibt  »icb  uiH  RiickMcht  aul  Nn.  0}  {.  32.  folgende  Zusammenstel- 
lung für  de»  Tilüurjgsplan : 


2) 

HUxuä  der  Si^ulÜ  am 
EniU  fles  J.ilires  iiJer 
Anfang'  des  nächsten 


I 


12 


320000 
310000 
300000 
200000 
280000 
370000 
260000 
2SO0OO 
240000 
230000 
220000 
210000 


ürOsa»  der  gelilglcii 
»chiild  um  Ende  dea 
Jahres  oiScr  Änlkn^  ilee 
Dbchblcn 


2200000 
2000000 
1800000 
I6000U0 
UOOOOU 
1200ÜOO 
1000000 
800000 
«XIOOO 
400000 
200000 


200000 
400000 
«10000 
800000 
1000000 
1200000 
1400000 
1600000 
1800000 

aoooooo 


I 


2400000 


3)  Die  Uediiigungen  sind  wie  oben.  Das  Kapital 
soll  halbjäbrlicb  verzinst  und  jShriicb  getilgt  werden. 
VVelcbes  ist  der  bezüglicbe  Tilgungsplan?  Wann  ist 
das    Kapital    getilgt? 

f        A  }^^:  Tilgung  gescbiebt  nach  7)  §.32.  in 

PUU;,.,.        2400000      ,„  .      „,„,,.. 

;i,   ,.     n  =  ijjiyggg-=  12  ganzen  oder  24  Halüjabien. 

Setzt  man  nun:  ^tHl'l 


4M  Oet/tHger-    Weitere  iut/Vinnii 

Ar.O,Or»,  E=  3400000.0,025=60000,     ^.0,0;7,  =2Q000O.O,O%(=!5OOO. 

60  ergibt  sich  nadi  No.  8)§.32.  folgender  Tilgungaplan : 


stand  (LSdiultt 

OrOsspd  heim- 

Halb- 

Grilsae  der 

nm  Ende  lies 

gezahlt.  Schnld 

halbjRhrliohcii 

Hulb>hr£  oder 
Anfang  dos 
naehsMn 

am  Ende  dca 
Hulbj.  od.  An- 
lhnBd.n»eh.t, 

T" 

6000O 

2 

260000 

2200000 

300000 

3 

55000 

4 

355000 

3000000 

400000 

5. 

60000 

6 

250000 

1800000 

«00000 

7 

45000 

8 

24ä(!00 

1000000 

800000 

9 

40000 

10 

240000 

1400000 

1000000 

II 

35000 

13 

235000 

1200000 

1200000 

13 

30000 

14 

330000 

1000000 

1400000 

19 

35000 

le 

225000 

BOOOOO 

1000000 

17 

2OO0O 

18 

220000 

600000 

1800000 

19 

15000 

30 

215000 

400000 

2000000 

31 

10000 

32 

210000 

200000 

2200000 

23 

5000 

24 

205000 

3400000 

5)  Ein  Kapital  Ton  ^400000  soll  za  S  Procent  halb 
jäbrlich  verzinst  und  durch  eine  faalbjfihrhche'Kapital- 
abtragung  Ton  WOOOe  getilgt  werden.  W,ticfaeB  ist  der 
bezügliche  Tilgnngaplanl  Wann  ist  dae  Kapital  ge- 
tilgt? 


p 


wm 


der  piillllSfUeii  Ariilanelili.  46I' 

<■'  Da«  Kai>;tBl  ist  nach  No.  16)  §.  3:!.  in: 

2400000       ,,  ,  .  ,      „,„,,.. 

"OÖOOOÖ"       ■'an''*'"  ""lef  24  Halbjahre» 

^eKlgl.    «SeUt  man  nun: 

/»,=2,5,     «=2400000,    ^=100000,    «.0,035^60000. 

^.0,025  =  2500, 

■in  t:rhäll  man  um»  No.  12)  und  Nn.  15)  §.  32.  folgend«»  Tilgungsplan-i 

6) 


Halb- 
jahr 

üiDS!«!  dpi- 
hnlbjährlieheii 
Ziihlungl'H 

Stund  d-Schnld 
HmEndedfis 

Bulbjahra  udrr 
Anfang  des 
nacliaton 

OcQssc  dar  gij- 
tilgtan  Schuld 
am  Enda  dat 
Hulbj.  ad.  An. 
fang  d.  naahal. 

1 

160000 

■2300000 

100000 

2 

157500 

2200000 

200000 

3 

1S5000 

2100000 

300000 

4 

15-2500 

2000000 

400000 

5 

150000 

1900000 

500000 

6 

147500 

1800000 

fiOOOOO 

7 

145000 

1700000 

700000 

8 

142500 

lOOOOOO 

800000 

,  y 

140000 

1600000 

«00000 

10 

137500 

1400000 

lOOOOÜO 

11 

135000 

1300000 

1100000 

12 

132S0O 

1200000 

1200000 

13 

130000 

1100000 

1300000 

14 

127500 

1000000 

1400000 

15 

125000 

900000 

1500000 

16 

122500 

800000 

1600000 

17 

120000 

700000 

1700000 

18 

U750O 

,    600000 

ISOOOOO 

'  lö 

116000 

500000 

1900000 

20 

112900 

400000 

2000000 

21 

110000 

300000 

2100000 

22 

107500 

200000 

2200000 

23 

105000 

100000 

2300000 

24 

102500 

2400000 

I 


^m 


4Ö2 


oeftinger:     Weitere  AiiHfüMung 


Vergleicht  man  nuri  die  Summen,  welche  zur  Til^nn^  Act 
Scfanid  nach  den  verschiedenen  Tilgun^splänen  erfordert  iverden,  so 
hestätigen  «ie  die  in  §.  3'2.  aufgestellten  Sätze.  Die  .lahreisleistun- 
gen  in  No.  :*)  nahmen  um  lOOOO,  die  Zinse  der  Tilgungssumnie, 
ab;  die  Summen  der  ungeraden,  so  ivie  der  !;etaden  Hall>jahre 
nehmen  in  No.  4)  um  je  dUOO,  die  Jahreszahlungen  um  200000 
ah;  die  ba[l>jäbrlich  zu  zahlenden  Summen  in  No.  6)  nehmen  um 
'2!^00,  die  halbjährlichen  Zinse  der  AbtragHsumme  ab.  Vergleicht 
man  nun  auch  die  Summen,  welche  im  Ganzen  auf  die  Tilgung 
derselben  Anleihe  in  dem  Zeitraum  von  12  Jahren  verwendet  wer- 
den mQssen,  ho  erheben  sie  eich  in  den  beiden  ersten  Fällen  hei 
jährlicher  Tilgung  und  jahrlicher,  so  wie  halbjährlicher  Verzin- 
sung aufSlSOOOO,  wShrefId  sieh  die,  welche'bei  halbjährlicher 
Verzinsung  und  Tilgung  in  dem  gleichen  Zeitraum  erfordert  wer- 
den, nur  auf  3150000' erheben,  und  weisen  als»  einen  Minder- 
aufwand  von  30000  oder  ein  jnbrlicbes  ErsparuisH  von  'J900  nach. 
Gewnhnlich  verzinsen  die  Staaten  ihre  Anleihen  halbjährlich  und 
tilgen  jährlich.  Offenbar  ist  mit  dieser  Tilgungsweise  ein  Nach 
tbeil  verbunden,  der  sich  hei  einem  geordneten  Han^^balte  leicht 
vermeiden  lässt,  noraulschun  in  §  'l'l.  und  ^.^S.  hinge»  iesen  Hurde. 


I 


ngs^lan  Tür  Kapital- A  btn 
viel   zunehni 


1  Ble 


Nehmen  die  Summen,   wodnrch  eine  Anleihe  K  getilgt 
den  soll,  um  die  gleiche  Gr-Jese  zu,  so  dass  A,=^A,  A^^A 

A3  =  A  +  '1D J„^A  +  (n—\)D  ist.    und  geschieht  die 

zinsung  und    Tilgung  jährlich,    so   stellt  sich   der  hiezu  gehi 
Tilgungsplan  nach  2)  g.  31.  in  tolgeoder  Weise  fest; 

1) 
t,  =  ^  +  K.OI%, 
Lt=A-^D   +ttlO,Op  —  A.O,Op, 
1%=:^  4  20+ Ä.O/)p  — 2/l.0,Up  — ß.O,Op, 


+  0. 


L,=A+3D+Il.ll,0p—3A.0,I\ 


2.3, 


äO.O.»/.. 


U=A  +  i,n—l)Di^K.O,Op-(,t—l)A.il,l)p~ 


(n-ax.-i) 


der  pulUiscken  Arithmetik. 
„      |-2^  +  (n-l)/)) 
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n^  + 


-'->„      „  


[btet.     Die  Tilgung! 


-2- =  ™^-r-j^- 

me  des  rlen  Jahreis  (TV)  liestiiiiiiileich  durch 


Kp|e  Griisse  der  {getilgten  Schuld  am  Ende  des  rten  oder  Aiilanfie 
'    ä  (r  +  l)tei)  Jahres  ial: 

■      3)  <.V-M  +  --y~— O. 

Uer  Stand  der  Schuld  am  Ende  dettften  oder  Anfang  des  (r^I}ten 
Jahres  ivird  gel'unden,  wenn  man  sämmlUche  bis  dahin  zurück- 
gezahlten   Betrage   von   der   Anleihe   abzieht.      Es  ist  daher  aas 


*)  S^.T^ 


r{r-\). 


Hieraus  und  aus  No.  2)  ergibt  sich  eine  zneite  Methode,  die 
Summe  zu  bestimiiien.  n-ek-he  im  Laufe  des  rteii  Jahres  gezahlt 
iverdefl  muss.  Sie  besteht  nämlich  aas  dem  Zins  der  Restschuld 
des  vorigen  (r—  l)ten  Jahres  und  der  Tilgungssumme  des  rteii  Jah- 
res,   und  es  ist: 


5) 


tr  = 


.i.O,Oai  +  /V. 


VerRleichl  man  die  Werthe  zweier  anf  einander  folgenden  Jalires- 
Kalilungen,  so  erfaäit  man  nach  den   ^eliGi'igen  Reductionen: 


6) 


t,_i,+,^-Ö  +  d.O,0;j  +  (r-])Ö.O,0;.. 


Hier  liegt  kein  so  einlaehes  Gesetz  för  den  öebergang  roii  einer 
Jahresznblung  zur  nScbst  fol^jenden  vor,  wie  in  No. 'J)  §-32.  Ist 
Lr —  Z/r-fi  positiv  oder  Lr'^  ir+i>  bo  (nllt  die  Jahresleistung. 
Ist  aber  Lr — JW+i  negativ  oder  Lr<^Lr+i,  so  steigt  die  Leistung 
des  nt|ch  folgen  den  Jahres.  Es  kann  daher  ein  Steigen  und  Fal- 
len der  Jahreszahlungen  bei  dem  vorstehenden  Tilguiigsplan  ein- 
treten. 


Untersucht  man  ii 


I  Ausdruck 


4 
4 


I 

I 


484  Oeiünffer:    Weitere  AuWärung 

Lr=A^{r-l)D^*K.  0,0p  -  (r- 1)  A .  0.0p-  ^'"^yp*^/).0,Oy 
auf  ein  Maximum,  ^o  ist: 

7)  ^  =  fl-^.0,0)ti-=^.Z),0,Op, 

Es  ist  daher  unter  den  JahresteistuhgeD  von  No.  l).ein  Maximum 
möglich.  Setzt  man  nun  den  Werth  auf  der  rechten  Seite  in  No.  7) 
der  0  gleich  und  bestimmt  hieraus  r,  so  hat* man  zur  Bestim- 
mung dieses  Zeitpunkteil :        .       -  r      . 

100     3     ^ 

Hlerau's  folgt : 

9)  Bei  deii   Zahlungsleistungen   des  Tilgungsplans 

INo.  1)  entsieht  ein  Maximum.,  <wenn  ' i-l>5>^,    also 

* 

wenn  A  im  Verhältniss  zu  />^icht  grösser  als 1-1,5  ist. 

P    , 

Wird  dieses  Verhältniss  fiberschritten,  so  wird  r  negativ  und 
der  Zeitpunkt  wird  nicht  mehr  eintreten.  Die  Werthe  der  Zah- 
lungen werden  dann  fallen.  ^ 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Anleihe  getilgt  ivird,  ergibt  sich 
durch  Entwicklung  von  h  aus  der  Gleichung  2)  und  ist: 

M-Z>V\      2^-^D 


■«'    HCf*c-^yh 


^D 


Führt  n  nicht  auf  eiVie  ganze,  sondern  eine  gemischte  Zahl, 
so  ist  es  am  besten,  die  Zahluiigs- Leistung  für  das  letzte  Jahr 
und  dann  *  die  Grösse  der  f^estschuid  zu  bestimmen  und  sie  der 
letüten  Zahlung  zuzuschlagen  öder  auf' das  nächstfolgende  Jahr 
überzutragen. 

Geschieht  unter  den  zu  No.  I)  gemachten  Voraussetzungen 
die  Verzinsung  der  Anleihe  halbjährlich  und  die  Tilgung  jährlich, 
so  ergibt  sich  aus  No.  3)  §.  31.  folgender  Tilgungsplao; 


\  I  V  X  - 

'  ■  / 


der  potlliscken  Anllimellk. 

H) 
A'.0,0;(, . 


X,  =  A-.O.O;*,— d.O,Op,. 

Lt  =A\D  \K.Qf)pi—A.Oßpt, 

ts  =  A'.0,Op,— 2/1,0,0/71—0. 0.0p, , 

io  =-4  +  'JW  +  A'.0.0;7,— 2.^.0,0p,  — Ö.O,Op, , 

Lr  =  K.MfiPi  -3^. 0,0p,  — ^  O.0,0p, . 

^    Za  =A^ZD  +ff.0.0p,-3.4. 0.0p, -|^0. 0,0p,, 


K.O,Opj-(n~l)A.O,Q, 


^O.O.Op,. 


1.-2 


No.  2)  — 5)    aufgestelltPii 
n    <ler   Gleichung  N->.  10). 


Bei  (lieser  Darstellung  bleiben  die 
Gleichungen  in  Kraft.  Dasselbe  gilt 
welche  die  Tilgun^szeit  beetimmt. 

Nimmt  man  die  beiden  Halb]  ah  res  Zahlungen  zweier  auf  ein 
ander  folgenden  Jahre  zusammen-  co  unferliegcri  sie  den  gleicher 
Bedingungen,  die  in  No.  ft),  8)  und  9)  angegeben  sind. 

Vergleicht  man  aber  die  Werthe  der  Zahlnngen  zneier  aul 
dnander  folgenden  ungeraden  Halbjahre,   so  erhält  man: 

12)  Lür-i  —  iar+i  =  A .  0,0p,  +  Cr  - 1)  ö .  0,0p, . 

Hiemach  ist  IiSr-i  >  I^r-|-i  ■   d.  h. 

13)  die    Werthe    der   Zahlnngen    fnr    die    ungeraden 
Halbjahre  nehmen  hesinn.Iis    ab.  de 
vorhergehenden  Zahlung  ist    grosse 
nachfolgenden. 

Vergleicht  man  die  Werthe  der  Zahlungen  zweier  auf  einan- 
der folgenden  geraden  Halbjahre,  H'orin  die  TÜ-gung  erfolgt,  so  ist 

14)        Xar-Irar+ü^  — 0+i4. 0,0p,  4 (r—l) 0.0,0p,. 

Hier  gelten  die  Bemerkungen,  welche  zu  No.  6)  gemacht  nurdeii. 
Auch  hier  kann  ein  Maximum'  eintreten.  Es  bestimmt  sich  nach 
dem  Vorgange  von  No.  7)  anf  folgende  Weise: 

llieü  XXXVI.  31 


.  der  Werlh  j( 
als   derjenige 
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15) 


100     3     Ä     200  .,  ^      Ä 


p,  ^2     D      p 

ßs  tritt  aber  in  einem  viel  spätem  Zeitpunkt  ein. 

F,0r  die  bdden  Tilgungspläne  No.  l)  und  11)  gelten  noch'iiach 
No.  2)  folgende  Bestimmungen : 


16) 


._K       (n—l)D 
^-n  2 


wenn  K,  D  und  n  bekannt  ist. 


17) 


D^ 


IK 


2A 


n{fi  —  1)      n. —  1 

\venn  K^  A  und  n  bekannt  ist. 

Geschiebt  endlich  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich» .  so 
ergibt  sich  aus  No.  4.§.  31.  folgender  Tilgüngsplan : 

.18)^ 
'  ii  =  ^  +  AT.  0,0/?i, 
Za=:^  +  D  +  ir.O,bpi  —  ^.0,0pi , 

1.3=^  +  2Z>+jr.o,()pi -22I. 0,0^1— z>.o,Opi, 
1/4 = 21  +  3Z> + jr .  o,Opi  -  3^ .  o,Opi — 1^  z>.  o,Oj»i , 


I^,=^+(2«~l)Z>+Ar.0,0pi-(2«--l)^.0,0pi~^^^-^^ 


unter  der  Bedingung,   dass 
19) 


K^<inA^^^!t=^D 


ist.  Die  Gleichungen  No.  3),  4),  5)  bleiben  mit  der  Abänderung 
in  Kraft»  dass  sie  auf  halbe  Jahre  statt  auf  ganze  zu  beziehen 
sind.  Die  Werthe  zweier  aufeinander  folgenden  Halbjahreszah- 
lungen unterliegen  folgender  Beziehung: 

20)      i«r-li2r+i=  — ©+^.0,0^1 +(2r~l)Z>.0,0)»i. 
Auch  hier  Ist  ein  Maximym  möglich.    Es  tritt  nach 


21)       . 
Halbjahren   oder  nach 


200     3     A 

^-ir+2  B 


der  poimschm  ArUhmelik. 


2-2) 


100  . 


-  +  i- 


D 


Jahren  ein.     Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  No.  19)  auf  fot- 
'  pende  Weise: 

23) 

J6Ö» 
Führt 

wird  es  am  »iachi;em3»isesten 
dene  ganze  Zahl  ?,\i  liestinimen  und 
zu  No    10)  ange.üreben  irurde. 

Ferner  erhält  man  aus  No.  19): 
Ä  — n(2« 


V  (^+-m#0-"is^==4B^t8Ä-O+C2W-/>)«] 

lieh)  auf  eine  ganze,  sondern  eine  gemischte  Zahl, 


die  Realscfauld  für  dit 
fabn 


gefun- 


2n 


I 


1)  Eine  Anleihe  von  1950000  soll  zu  5  Procent  jähr 
lieh  verzinst  und  so  p:etilct  werden,  dass  im  ersten 
Jahre  150000  zurückgezahlt  und  diese  Summe  noch  um 
jäbrliclie  10000  erhöht  wird.  Welches  ist  der  bezüg- 
liche Tilgungsplan?     Wann  ist  die  Schuld   getilgt? 

Wendet  man  zur  Beantwortung  dieser  Fragen  No.  1)  und  die 
folgenden  Gleichungen  §.34.  an,  so  ist  Jr=1990000.  ^  =  150000, 
vD^lÜOOO,  p  =  5  einzufahren. 

Uie  Zeit  bestimmt  sich  dann  auf  folgende  Weise.     Es  ist: 
'2A-D     -2.150000-10000     29 


2Ä_2.1!1300qO_ 
o—     lOOÖO     " 
loIgHch : 


2» 


200000 


und  die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein. 

Die  Jahreszahlungen  werden  sich  dadurch  am  einfachsten  be- 
stimmen, nenn  man  die  allen  Gliedern  in  No.  1)  §.  M.  gemeinschalt- 
lichen  Werthe 


J 


1 


468 


Oettinger:    Weitere  Ausführung 


IK.  0,0p  +  ^  =  1050000 .  p,05  +  1 50000  =  247500 

ermittelt  und  die  Wechselnde'n  Werthe  von  /)= 10000,  Z>. 0,0^=500 
und  2^.0.0/7  =  7500  in,  uod  abzählt.  Der  Stand  der  Schulditod 
die  Grösse  der  getilgten  Schuld  ermittel]t  sich  aus  den  Gieichungen 
No.  4)  und  3).     Hieraus  ergibt  sieh  folgender  Tilgungsplan' : 

.     .         2)       ■        .    •       .  ..  •> 


Jahr 

Grosso  der 

Jahdichen 

Zahlungen 

Stund  der   Sphuld   am 
Ende   des  Jahrds   oder 
Afifang  des    folgenden 

Grösse  der  getilgten 
Schuld  am 'Ende  deuer 
JahrQS  oder  Ajifaog,  des 
folgenden     . 

Tilgwigs- 
sunUiie. 

1 

247500 

1800000 

150000 

15OÖ0Q 

2 

250000 

1640000 

310000 

jeoooo 

3 

252000 

1470000 

480000 

170000 

4 

253500 

1290000 

^  660000 

18O«00 

5 

254500 

1100000 

850000 

190000 

6 

255000 

900000' 

1050000 

200000 

7 

255000 

69Ö00O 

1260000 

210000 

8 

254500 

470000 

1480000 

220000 

9 

253500 

240000 

1710000 

23OOO0 

10 

252000 

1950000 

24OO00 

Die  "Richtigkeit  dieser  Angaben  kann,  nian  durch  die  G.|eichuDg 
No.  5)  §.  34.  untersuchen.  Soll  nämlich  die  Zahlungsleistung^. des 
6ten  Jahres  bestimmt  werden,,  so  hat  man: 

Le  =  «6.0,05  +  TV  =  1100000.0,05  +  150000  +  5.10000 
=  255000, 

/ 

denn  die  Titgungssumme  des  6ten  Jahres  ist  nacji  der., Gleichung 
No.  3):  '    .  ,    ,    '  '  '     ^  '.'   ^  •.'.  ' 

1\  =  150000  +  5. 10000  =  200000, 

woxu  noch  die  Zinse  der  Schuld  des  vorigen  Jabrefif  kommen. 

Die  Zahlungsleistungen  wachsen,  wie  man  sfeb't,  erreiebeii 
einen  höchsten  Werth  und  fallen  von  da  an  nieder.  Dev  Zeit- 
punkt fällt  für  das  Maximum  nach  No.  8)  §.  34.  auf  das 

100,,^     15000Ö      ^-^      ,^      ^" 
^=-5^  +  l'ö-TÜÖ00=  21,5-15  =  6,5 

Jahr,  also  in  die  Mitte,  zwischen  das  6te  und  7te  J^hr.:  Daher  ent- 
stehen zivei  griSsste  Werthe.  Fiele  der  Werth  von  r  nälier  an  das 
eine  oder  andere   Jahr,    so  würde   nur  ein  Maximum  enteteh^D; 
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Ist  A<^D.  ao  ei-hSIt  der  Zeilpunkt,  in  welchem  das  Maximum 
eintritt,  für  eitieo  beslimniten  Zinsfus^  eiiieti  '  feateii  Werth.  Er 
f^til  liei  dem  Zinsfuss  ^  auf  ilus  ;21ste  Jahr  und  Itann  nicht  spa- 
ter fallen.  Itei  dem  Zinsfue!^  4  lallt  er  auf  tläs  26ste,  bei  dem 
Zinefuss  3  auf  das  35sle  Jahr  u.  s.  »-.  Nur  in  dem  Falle,  aU  A->  D 
ist,    welcher  vorliegt,    Lann   der  Zeit|>unkt  des  Maximums  früher 

3)  Die  Bedinguugen  sind 
Schuld  Süll  halbjährlich  vei 
«erden.     Welches  ist  der    bi 

ha  in  der  Tilguni;  keine  Ae 
die  Til[;ungszeit  dieselbe.  Di< 
getilgt  sein,  wnzu  aber  ?0  Zahlungen  erforderlich  eind.  Es  kommt 
daher  die  Darstellung;  Nu.  II.  $.34.  zur  .<\nneiidung.  Die  mithi- 
gen  Werlhe  sind:  Jr=  1950000,  J  =  150000,  />=  10000, 
J. 0,0/7,  =48730,  ^.0,0;>,  =3750,  D.O,OjJi=25Q.  Die  in 
idien  geraden  Halbjahren  vorkommende  Summe  ist:  ,. , 

.J  +  JS:.O,Op,=150O0O+48750  =  ltf8750,  ,  ,  ,,!  , 
an  welche  sich  die  |io»itiveii  und  negativen  Wertbe  der  weiter 
nüthic  werdenden  (jlieder  »tcbliessen.  Die  Gleichungen  No.  3)  und 
4)  §.  34.  gelten  auch  hier.     Der  fragliche  Tilgungsplan   ist   daher: 

4) 


en  unter  No.  I).     Die 
erzinst  und  jährlich   getilgt 
bezügliche  Tilgungspilanf 
Venderung'  eintritt,   so  bleibt  auch 
Anleihe   wird  daher  in  10  Jahren 


Hal6- 


mlbjäliditlici 
Züiiluiiireii. 


Stand  der  Schiüd  a 
niic  lies  Halbjahre 
oder  Anl'ftng  des 

TlBchBlCQ 


Grosso  der  getilyton 

Sehiüil    am   kndc    du, 

Halbjahres  oder  An- 

(ang  Alis  viebatea 


Tilgunga- 


48750 
10S7511 

45000 
205000 

41000 
211000 

36750 
216750 

32250 
222250 

27500 
227500 

225U0 
232500 

17250 
237250 

11750 

241750 

6000 


1800000 
1640000 
1470000 
12!JOOOO 
1100000 
900000 
600000 
470000 
240000 


150000 
310000 
480000 
060000 
850000 

losooioa 

1260000 


1710000 
1950000 


150000 
160000 
170000 
180000 
190000 
200000 
-210000 
220000 
230000 
240000 
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Die  Süminen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen  nach  No.  Vi)  und 
lf3)§.34.9  diejenigen  der  geraden  steigen ,  denn  ein  MaximuiD 
würde  bei  den  letzten  erst  im^ 

200.,  „      150000      o«.« 

Jahre  eintreten.  Zählt  man  aber  die  beiden  Summen  eines  jeden 
Jahres  zusammen,  dann  stimmen  sie  mit  den  ip  No.  2)  gegebe- 
nen tiberein  und  das  Maximum  tritt  im  G^Sten  Jahre  ein. 


Fortsetzung.' 

1)  Eine  Anleihe  von  2450000  soll  mit  5  Procent  ver- 
zinst ujid  so  getilgt  werd'en,  dass  Tilgung  uud^Verzin- 
sung  halbjährlich  geschieht,  im  ersten  Halbjahre 
75000  abgetragen  und  diese  Summe  in  jedem  folgenden 
um  5000  erhobt  wird.  Welches  ist  der  bezügliche  Til- 
gungsplan?   In  wie  viel  Jahren   ist  die  Schuld   getilgt?   ; 

^Hier  kommt  das  Schema  No.  18)  §.  34.^ zur  Anwendung.     Es  ist 

\ff='2450000,    /l = 75000,    Z>= 5000- 

Pie  Zeit  bestimmt  sich  aus  No.'  23)  §.  34.  und  man  hat  dort : 

K      2450000  2^-^/>     2.75000— 5000      145 

'  2Z>-~"  2.5000""^"^'        W    "~        4.5000         —20 

einzufähren.    Es  ist  daher: 

145^       145      1  145 

2).  n=V(245+4ö5)~20=2QV(98000  +  21025)-^-^ 

=  l%^n9025  =  ?^^=10. 

Die  Anleihe  wird   in  10  Jahren   oder  20   halben   Jahren    getilgt 
sein.    Zur  Feststellung  des  Tilgungsplans  hat  man: 

«.0,0p,  =2450000.0,025=61250,  il.O,0;oi=75000. 0,025=1875, 

/>.0,0/>i  =5000.0,025  =  125. 

Die  allen  Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  Ist: 

2I  + Ä.  0,0pi  =  75000  +  61250=  136250. 

Der  Stand  der  Schuld  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  No.  4)  §.  34.: 


^9m 


zier  polilischeii  Arilhinctlk. 


S,  =  2460O00—r. 75000-  -~-2-.500( 
die  Grüsse  der  getilgten  äebulil  aus  Nn.  3)§.34. : 

6V=r. 75000  + ^^^^^.5000. 
Hieratis  ergibt  sich  der  nachstehende  Tilgungeplan: 
3) 


I 


Halb- 

GrtlSBo  der 
halbjäliiDcheii 
Zahlungnn 

Stan<I    der  Sc^hutd   am 

Ende   dtia   Hnlbjahres 

oder  Anfniig  dcB 

iillchsten 

Grf)sao  der  getilgten 
Suhuld  am  Ende   des 

des  eacliatcQ 

TUgung»- 

1 

136250 

2375000 

75000 

75000 

2 

139375 

2295000 

155000 

80000 

3 

142375 

2210000 

240000 

85000 

4 

145250 

2120000 

330000 

90000 

5 

148000 

2025000 

425000 

95000 

6 

150625 

1925000 

525000 

100000 

7 

153125 

IB20000 

630000 

105000 

8 

135500 

I7I0O0O 

740000 

110000 

9 

157750 

1595000 

B55000 

I150QO 

10 

159875 

1475000 

975000 

120000 

II 

101875 

1350000 

1100000 

125000 

12 

163750 

1220000 

1230000 

130000 

13 

165500 

1085000 

1365000 

135000 

14 

167125 

945000 

1505000 

140000 

15 

168625 

800000 

1650000 

145000 

16 

170000 

650000 

1800000 

150000 

17 

171250 

495000 

1955000 

155000 

18 

172375 

335000 

2115000 

160000 

19 

173375 

170000 

2280000 

165000 

20 

174250 

2450000 

170000 

Die  Richtigkeit  der  angegebenen  Werlhe  lässt  sich  leicht  durch 
die  Gleichung  Nu.  5}  g.  34.  nachweisen.  So  ist  2.  B.  die  im  löten 
Halbjahre  zu  zahlende  Summe: 

^18  ^SiB-0,025+7',o  =  800000. 0,025 +  75000 +  15. 5000 


=  20000  +  150000  =  I7O000, 


^ 


t      I 


i 

\  ■ 
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was  mit  No.  3)  übereinstimmt  Ein  Maximum  findet  bei  dem  vor- 
stehenden Tilgungspian  nicht  statt.  Es  fiele  nach  No.  M)  §.34. 
auf  das 

2r-?52.,  5^75000-. 


Halbjahr,  während  der  Tilgungspian  sich  liur  auf  20  Halbjahre 
erstreckt.  Sämmtliche  Werthe  der  Zahlungen  steigen  daher.  Bei 
Tilguqgsplänen,  welche  eine  längere  Zeit  erfordern,  wird  dieses 
Maximum  hervortreten.  Diess  soll  noch  an  folgendem  Falle  ge- 
zeigt werden,  wpbei  wir  der  Kürze  wegen  nur  Einzelnes  aus  dem 
Tilgungsplan  herausheben. 

4)'Eine  Anleihe  im  Betrage  von  4380000  soll  so  zu 
-5  Procent  ,getil.gt  werden,  dasi^  im  ersten  Jahre  IQOO 
und  In  jedem  folgenden  iOOOO  mehr  am  Kapitale  abge- 
tragen werden.  Welches  ist  der  bezügliche  Tilgu  ngs- 
plan  in  den  ersten  6  Jahren,  im  lOten,  15ten,  19 — 25steD 
und  im  letzten  Jahre?  Wann  wird  die  Schuld  getilgt 
sein? 

Man  hat  hiier  die  Darstellung  No.  1)  §.  34.  anzuwenden  und 
Jr=4380000^  ^=1000,  Z>=10000,  pi=5  zusetzen.  Die  Zeit 
bestimmt  sich  aus  No.  10)  §.  34. ,   und  es  ist  : 


% 


2A: _ 2. 4380000     ;^       2^~^/>     2000— 10000 __  ,     4 
/>""     10000     "~^  '        2/>     "      2.10000      ^      10* 


Hieraus  erhält  nian:  ' 


42         4        1      ^ 4       2904-4 

5)    n  =  i/(876+jgg)  +  j^  =  yQ  V^76i6  +  j^  =  -ir"=^^- 


Die  Tilgungszeit  utnfasst  also  30  Jahre.  Zur  Feststellung  des 
Tilgungsplans  hat  man:  ^.0,0/7=50,  Z>. 0,0/7  =  500,  und  die 
allen  Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  beträgt: 

A  +  A'  0,0p  =^  1000  +  4380000.0,05  =  1000+219000  =  220000. 

\  •  ■ 

Es  entsteht  daher: 


iliT  piiUliSCheit    \i-il/imellli. 


Jahr 

Grösse  dijl'- 
jährlichen 

StumI  Jer  geliiiM  iiui 
Ende  des  Jiihves   gdcr 
Anfimg  des  fulf,-eudM 

ürrjsae  der   gelilglen 
Schuld   nru    Ende   des 
Jahres  uder  Aiithog  des 

TilBdiigs-.-, 
■J 

"T 

■iiOOOO 

43-9000 

1000 

1000 

-2 

22995Ü 

4368000 

11000 

IIOOO 

3 

23B4I10 

4347000 

3300(1 

21000 

4 

248351) 

43I6O0O 

64000 

31000 

5 

256800 

4275000 

105000 

41000 

6 

264700 

4224000 

156000 

51000 

II) 

201550 

3M000O 

460000 

91000 

15 

3I3S00 

3315000 

1065000 

141000 

1» 

322600 

2651000 

172Ü00O 

181000 

20 

323550 

2460000 

1920000 

191000 

21 

324000 

2250000 

2121000 
2332000 
2553000 

201000 

22 

3231150 

2048000 

211000 

23 

323400 

1827000 

221000 

24 

322350 
320800 

lajoooo 

1355000 

2784000 

231000 

25 

3025000 
4380000 

241000 

:10 

305550 

■291000 

Aiicb  die  hier  gejtelieneii  Resultate  lassen  sich  leieht  nach 
iler  Gleichung  No.  5)  g.  34.  prüfen.  Das  IVlaximuni  iler  Zahluaga- 
leistuiigen  tritt,  »;ie  man  äiefit,  mit  dem  2l8ten  Jahro  ein,  wie 
.lifsä  mit  iltm  früher  Geklagten  übereinstimmt,  und  nach  No.8)  g.34.  ' 

-21,4 

] 

ijeiii  niuss.     Am    Ende  des  SOfiten   Jahres  ist  die  Schuld  getilgt.-  | 

•  Dass  auch  iu  den  vorliegenden  Fällen  die  balbjilhrliche  Ver- 
zinnung und  Tilgung  vortheilhafter  ist,  als  die  jährliche  Tilgung 
und    ganzjälirige   oder   halbjäbriiche  Verzinsung  lässt  sich    leicht 

Untersucht  man  zu  dem  Ende  den  in  No.  I)  g.  35.  gegebenen- 
Fall  und  hestininit  die  Summe  D,  welche  erforderlich  ist,  um  bei' 
halbjährlicher  Tili>ung  in  10  Jahren  das  Kapital  1950000  durch 
steigende  Snniiiien  zurückzuzahlen,  so  erhält  mau,  wenn  in  No.2S)' 
_  5-34.  iSr=l<)5000Ü,  ^  =  U50000  =  75000,  n  =  10  gesetzt  wird: 


1950000—20 .  75000     45000 


•i.ä>M,i:. 
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Setzt  malt  Iiiefur  der  bequemeren  Rechnung  ivegen  die  rünSe 
Summe  '2400,  so  hat  muii  die  Darstellung  No.  18)  $.34.  anzuwen- 
den und  Ar=lÖ50000.  -4=75000,  0  =  2400,  ^i  =  0,025, 
«-.0,025  =  48750,  J.0,0'i5  =  1875,  0.0,025  =  00  und  die  allen 
4>Uedem gemeinschaftliche Siiimne  £'.0,02S-|-^  =  l2ä750  zu  setzen. 
Hieraus  ergibt  sich  der  nachstehende  Tilgungsplan : 


Öl 


Ualb- 

GrCBEC  der 

balbjibrlirhcn 

Zahlungen 

Stnnci  der  Sehuld  zn 
Ende  des  Halbjahre  od 
Anlang  des  nächsten 

GrHtase  der  getilgten 

Schnld  am  Ende   des 

Halbjahre  oder  Anfang 

des  naehsten 

Tileun^i-.; 

I 

123750 

1875000 

75000 

75000 

.    8 

124275 

1797600 

152400 

77400 

'-3 

124740 

1717H00 

232200 

79800 

■■4 

125145 

1635600 

314400 

82200 

5 

125490 

1551000 

399000 

84000 

6 

125775 

1464000 

186000 

87000 

7 

126000 

1374600 

575400 

89400 

8 

126165 

1282800 

667200 

91800 

9 

120270 

t 188600 

71)1100 

94200 

10 

126315 

1092000 

858000 

96600 

11 

126300 

963000 

957000 

99000 

12 

126225 

891600 

1058.100 

101400 

13 

126090 

787800 

1162200 

103800 

14 

125895 

681600 

1268400 

106200 

15 

125640 

573000 

1377000 

108600 

16" 

125325 

462000 

148KI00 

111000 

17 

124930 

348600 

1601400 

113400 

18 

124515 

232800 

1717200 

115800 

19 

124020 

111600 

1835400 

118200 

20 

117465 

1950000 

114600 

1 


Vergleicht  mau  nun  die  Siinimen 
Tilgung  und  Verzinsung  einer  Schuld  \ 
verwendet  werden  müssen,  wenn  di 
jährlich  geschieht,    mtt  derjenigei 


,  welche  im  Ganzen  auf  die 
on  1<)50000  nach  No.2)fi.35. 
e  Tilgung  und  Verzinsung 
welche  auf  Tilgung  und  Ver- 


P 


ainsung  derselben  Schuld  verwendet  werden  müssen,  wenn  die' 
Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich  geschieht,  so  sind  im  ersEen 
Falle  im  Ganzen  2527500  und  im  zweiten  Falle  nur  2500350,  also 
27150  weniger  erforderlich,  was  durchschnittlich  jährl'tcfa  eine 
Summe  von  2715  erspart,  ßiess  zeigt  sich  auch,  wenn  man  die 
cineetnen  Jahresleistungen  von  No.  2)  §.  35.  mit  den  hier  in  No,  8) 
gegebenen  vergleicht.     Nur  die  zwei  Halbjahres  -  Leistungen    dea  1 
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ersten  Jahres  mache»  hievon  eine  AuKnabme  und  werden  von  den 
I  spStern  bedeutend  überwogen.     Man  sieht  also  hiedurch  daf<  riüher 

(  '      Gesai!te  beslätigt. 


Die    Summen, 
tvacbsen ,  erreichen 


8BID  niuss. 


ivelche  am  Ende  der  Halbjahre  lallig  sind, 
im  lOten  Halbjahre  den  höchsten  Werth  und 
wie  diess  nach  No.  21)  g.  34. : 

750QÜ 


j^  =  4l,5-31,25  =  IO,'25 


Die  Scbuldiglceil  des  letzPen  Halbjahrs  er<:ibt  sich,  wenn  man 
nach  Nn.  4)  §.34.  die  Restsebuld  des  ISlen  Halbjahres  berechnet 
und  hiezu  die  halbjährigen  Zinsen  zählt.     Es  ist: 

^20=  114600+ 114600.0,035=  I14600  +  28ß5=  117465. 

Die  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen  behan- 
delten besnndern  Fälle  wurden  der  einracbern  Rechnung  wegen 
so  gewählt,  dass  die  Tilgungszeil  auf  ganze  Jahre  oder  Halbjahre 
filbrte.  Kommen  Falle  vor,  worin  n  nicht  aul  ganze  Zeitabschnitte  ' 
führt,  wie  bei  dem  zuletzt  anter  No.  S)  betrachteten  Tilgungeplan,  . 
so  hat  man  die  zu  Nu.  10)  und  23)  §.34.  gemachten  Bemerkungen 
anzuwenden,  die  Reetschuld  zu  bestimmen  und  in  Rechnung  zu 
bringen,  wie  diess  geschah.  Bestimmt  man  nämlich  ans  den  hiezn 
gefarifigen   Elementen   nach   No.  33)  §.  34.  die  Tilgungszeit,  so  hat 


11)50000  _  3250 
"  2. '2400  ~    S    • 


^A  —  D      1500Ü0-2400 


=  ^V{8. 3250-123*)- 


Jahre  oder    19,4   Halbjahre.     Die  Restscbuld  wurde  im  Tilgungs- 
plao  auf  den  Scbluss  des  206ten  Halbjahres  zurückgeriJbrt. 


§.  37. 

Tilgungsplan    ttei    Kapitalabtragungen,    die    um    gleich 

viel    abnehmen. 

Nehmen  die  Tilgunggsummeu,  wodurch  eine  Atdeibe  K  abge- 
tragen werden  soll,  um  den  gleichen  Betrag  />  ab,  so  dass 
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/ 

:■■•".  '      **     • 

ist,  60  geht  die  Darstellung  No.  2)  §.  31.>  wenn  die  Verzinsung  und 

Tilgung  jährlich  geschieht,  in  folgende  über:« 


>      '  !, 


I) 


L^  =  A+K.O,Op,-  D-'A.Oßp, 

Ls  ==  24  +  Jr.  0,()p — 2/)  -  2  J[ .  0,0/?  + />.  ö,Op , 

jL4=i4 +ir.0,0p-3Z>-32l. 0,0/? +  j^Z>. 0,0p 
Ls^A  ^£.0,Qp-^4D—iA.0,Op  +  y^Z).0,()!p 


Ln=A  +  K.O,(^—(.n-l)D-(n-l)A.O,Op-i-^"    7?    *^Z>.O.Op. 

# 

Diese  Darstdlung  stimmt  mit  der  in  No.  1)  §.34.  gegebenen 
überein,  wenn  dort  ~Z>  statt  +Z>  gesetzt  wird.  Unter  dieset 
Vorai^ssetzung  gelten  die  dort  gefundenen  Gesetze  auch  hier.  Der 
vorstehende  Ttigungsplan  bietet  aber  doch  besondere  fiigenthüni- 
lichk%iten,  die  im  Folgenden  hervorgehoben  werden  sollen. 

Zählt  man  sämmtliche  Tilgungssummen.  zusammen,  so  ergibt 
sich  die  Grösse  des  Kapitals,  welches  nach  dem  vorstehenden 
Plane  in  der  Zeit  n  getilgt  werden  kann,    und  man  erhält: 


•i) 


r=..-»-i^U«. 


Es  zeigt  sich  hieraus ,  das^  K  nicht  0  oder  negativ  werden 
kann.  Die  Werthe  von  K,  A,  D  und  n  stehen  daher  unter  ein- 
ander in  einem  bestimmten  Zusammenhange.  Ihre  Annahme  iin 
terliegt  nicht  unbeschränktet  Willkübr,  sondern  ist  an  bestimmte 
Gesetze  geknüpft.  In  keinem  Falle  kann  D  so  gross  oder  grös- 
ser als  A  sein. 

Wählt  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  A^,D  ist,  für 
bestimmte  Werthe  von  A  und  D  beliebige  Werthe  für  n  und  lei- 
tet dai;aus  die  entsprechenden  Werthe  für  K  ab,  so  werden  sich 
fiir  verschiedene  n  verschiedene  Kapital  werthe  ergeben.  Es  ent- 
steht daher  die  Frage :  W^elchen  Gesetzeh  werden  diese  Kapital- 
werthe  unterliegen? 

Untersucht  man  nun  zu  dem  Ende  die  Gleichung  No.  2)  auf 
ein  Maximum  oder  Minimum,  so  hat  man: 


■^ 


rfer  lytUiiinc-ififi  Arllhmellk. 


{3,,)«-      -"• 

Unter    den    niüglicbeii    Kapitalwerlhei 
und  JD  ergibt  sith    liienmch  ein  Max 


eiitem   heslimmteD  ,^ 
Dieses  Maximum  ber 


stimmt  nich 

4) 


3)  durch  tlie  iiiejc 


I  nach  der  Gleichung 
HO  );ibt  dieser  VVertli 


Berechnet  man  nun  aus  diesem  ^erth  für  r 
No,  !2)  den  entsprechenden  Werth  von  K,  t 
die  Grenze  an,  die  nicht  überstiegen  werden 
tal  nach  dem  rnrslehenden  Til^mn^i^plan  i;etilgt  werden  soll. 
Nur  die  innerhalb  dieser  (brenne  liegenden  Kapitalwerthe  werden 
nach  dem  Tilirnngsplan  No.  0  tilgbar  sein,  denn  nicht  jedes  be- 
liebige Kapital  K  wird  durch  bestimmte  A  und  D  getilgt  werden 
künnen.     Die  Tilgungssumme  des  rten  Jahres  lictrSgt : 


3)  ■ 


Tr^A  —  {r  —  \)D. 


der  vorhergehenden  Jahre, 
Grösse  der  am  E^nde  des  rten  oder 
cfa  votfaandcnen  Schuld,  und  es  ist: 

seihen  Zdtpiinkt  ist  hiernach  : 

Aus  Ko.  S)  entnimmt  Kich,  dass  die  Tilgungssumine  nicht  negativ 
werden  kann,  dass  also  A'>  D  sein  muss.  Wird  7'=0,  so  h.irt 
die  Tilgung  auf  und  mau  erhalt  dann: 


Zfihlt  mau  hiezu  die  Tilgung: 
so  bestimmt  sich  hiednrch  dii 
Anfang  des  (r-|-I)ten  Jahres  i 


Der  Stand  der  Schuld  z 


=  «+' 


I 


i 
I 


innerhalb   welcher  die  Tilgung  einer  An- 
vor  sich  geht.     Ist 


Dless  ist  die  Grenze, 

leibe  unter  den   oben  genannten  Bedin 

yj  eine  gaqze  Zahl,    so  lallt  die  letzte  Tilgung  auf  .die  biedurch 

bestimmte   Zeit,   also  auf  das    vorhergehende'  Jahr.     Führt  aber 

j:  auf  eine  gemischte  Zahl,  dann  nird  (üi  ilie 
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W 

\ 


I 


I 

\ 


eine  entsprechende  Restschuli)  bleiben,  die  sogleich  oder  im  fol- 
genden Jahre  getilgt  werden  kann. 

In  beiden  Füllen  bat  das  zu  tilgende  Kapital  seine  hrichste 
Hube  erreicht,  denn  der  Tilgungsronds  erhält  kriiien  Zuwachs  mehr. 
Diese  Aussage  stimmt  mit  dem  Inhalt  der  Gleichung  Nr.  4)  über- 
ein, welche  den  Zeitpunkt  bezeichnet,  für  welchen  das  IVlaximum 
unter  den  mügfichen  Kapitalwerlhen  eintritt.  Das  zu  tilgende  Ka* 
pital  hat  auf  die  Bestimmung  der  Zeitgrenze  keinen  Einfluss,  vrte 
sich  aus  Nn,  8)  ergibt. 

Vergleicht  man  zwei  auf  eimmder  folgende  Jahreszablungen, 
so  erhalt  man  für  ihre  Beziehung  unter  einander: 

9)  Lr— LHt  =  O+'i0,0p~(»--l)ß.0,0p. 

Ist  dieser  Werth  positiv,  so  nehmen  die  Jahres- Leistungen  ku; 
im  umgekehrten  Falle  nehmen  sie  ab.  Ua  A-~{t—V)D  nach 
No.  5)  immer  positiv  sein  ninse,  so  nehmen  dieselben  ab.  Unter' 
sucht  man  daher  den  Ausdruck: 


I 


I,r=^  — (r-l)D  +  Ä.O,U/.-(r-l)^.0,Op  + 


auf  ein  Minitniim,  so  zeigt  es  sich, 
sich  durch  die  (jleicbung 


(r-^JIKr-J) 


O.U,Cll 


10)  ' 


-  + 1.5  + 


D 


bestimmt.  Dieses  Resultat  deutet  auf  einen  griissern  Zeitraum, 
als  derjenige  ist,  welcher  in  No.  4)  oder  7)  angegeben  wurde  und 
Sberschreitet  die  änsserste  Grenze  der  Tilgungszeit.  Er  wird 
daher  niemals  eintreten  und  die  Zahlungsleistungen  werden  bc 
mer  die  kleinste  sein. 


kann  auch  darcb 


ständig  abnehmen.     Die  letzte  wird  i 

Die  Zahlungsleistung  eines  bestimmten  Jahre 
die  Gleichung 

II)  i„  =  Sr-1.0,0/.+   Tr 

ermittelt  werden. 

Da  sich  aus  No.  2)  verschiedene  Werthe  von  K  bei  bestimm- 
ten A  und  D  und  darunter  ein  biichsler  ergeben,  wenn  filr  n  ver- 
schiedene AVerlhe  eingesetzt  werden,  so  fragt  es  sich  :  wie  viele 
Werthe  werden  sich  für  n  und  dadurch  für  K  ableiten  lassen? 
Setzt  man  zu  dem  Ende  K=0,   so  erhSlI  man  aus 


\ 


0  =  ii4- 


„(n-IJ 


■-'B 


J 


wmtm^ 


iler  iniUtlscIten  Arlltimflili. 


rollende  Besliit 

12) 


-  D 


+  1 


Es  sind  hiernach  dofipelt  na  viele  Werthe  R!r  K  bei  bestimmtem  A 
und  D  mGglich,  unter  denen  ^ich  ein  grüester  vorfinden  wird,  wie 
in  No.  4)  angegeben  wurde.  Diese  Gleichung  sieht  durchaus 
nicht  mit  No,  4)  und  8)  im  Widerspruch,  denn  sie  bezieht  sich  auf 
mügltche  Zahlentvertite,  »itbrend  Hie  beiden  letzten  TOr  Zeitbe- 
stimmung und  Tilgungseeiten  gelten. 

Ist  K,  A  und  D  gegeben,  wobei  K  den  oben  angegebenen 
ßeschrSnkungen  unterliegt,  su  leitet  sich  aus  der  Gleichung  No.2) 
die  Tilgungszeit  auf  folgende  Weise  ab; 

Die  Abhängigkeit   des   Werthes    von   K  gegenüber  den   Werthen 

(2^  +  0)« 
von  A  und  D  zeigt   sich   auch  hier   und  es  rouss   K  <, — än~~ 

sein  oder  kann  höchstens  diesem  Werthe  gleichkommen. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich oder  beide  balbjährlich,  so  gelten  die  in  §.34.  unter  diesen 
VoransAetzungen  aufgestellten  TilgungspISne  No.  II)  und  18),  wenn 
man  dort  — />  statt  +D  setzt,  mit  den  erforderlichen  Abände- 
rungen, welche  sich  aus  den  hier  gemachten  Bemerkungen  leicht 
ergeben,  weswegen  wir  sie  nicht  besonders  hier  hervorheben. 


Wir  machen  eine  kurze  Anwendung  der  im  vorigen  Paragra- 
phen gefundenen  Resultate,  um  die  Eigenthümlichkeiten  dersel- 
ben zu  verdeutlicheD. 

I)  Eine  Anleihe  von  3775000  soll  zu  5  Proeent  ver- 
zinst und  durch  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  so 
abi;etragen  werden,  dass  im  ersten  Jahre  100000  und 
in  jedem  folgenden'  1000  weniger  abgezahlt  werden. 
Welches  ist  der  bezügliche  Tilgungsplan?  Wann  ist 
die  Anleihe  getilgtl 
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Werden  die  in  §.  37.  aufgestellten  Gleichungen  angewendet, 
so  ist  ir=3775Ö00,^  =  100000^  />=1000.  Die  Zeit,  in  welcher 
das  Kapital  getilgt  wird,  bestimmt  sich  aus  No.  13X§  37.     Es  ist: 

2Ar     2.3775000  '   2^  +  D ^  200000  + 1000     201 

/>—      1000     -^^^"'       2/)    "".  2000         ^T"* 

und  hierau^s :  ' 

9012       9ÖI  901 

«  =  db  V(-7550  +  ^)  4  ^ = ±  4  V(-  30200 + 40401) + ^ 

201 
=  ±4V10201  +  ^. 


2) 


101 


die  Anleihe  wird  in  50  Jahren  getilgt  sein. 

Zur  Feststellung  des  Tilgungsplans  sind  die  erforderlichen  Werthe 

Ar.O,Op  =  3775000.6,05  =  188750,    ^,0,05  =  100000.0,05  =  5000, 

/>.0,(i^  =  1000*0,05  =  50..    Die  allen   Gliedern   <remeit]$chamiehe 

Summe  ist:  ^ 

Ar.O,Op  +  ^  =  2887.50. 

Wir.theilen  nun  der  Kürze  wegen  die  Jahreszahlungen,  Stand 
der  3chuld,  Grosse  der  getilgten  Schuld  und  Tilgungssumme  für 
die  5  ersten  und  5  letzten  Jahre  und  für  das  lOte,  ISte,  208te 
Jahr  u.  s.  w.  mit,  woraus  man  den  Gang  der  Tilgung  überblicken 

kann. 

3) 

Grösse  ^er  getilgte|i 


Jahr 


Grösse  der 

jährlichen 

Zahlungen 


Stand   der  Schuld  am 

JSndß  des  Jahres  oder 

Anfang  des  folgenden 


Schuld  am  Ende  des 

Jahres  od<er«  Anfang 

des  folgenden 


Tilgun^s- 
summe 


1 

2 
3 
4 
5 
JO 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
46 
47 
48 
49 
50 


288750 

282750 

276800 

270900 

265050 

236550 

209300 

183300 

158550 

135050 

112800 

91800 

72050 

68250 

64500 

60800 

57150 

53550 


3675000 

3576000 

.3478000 

3381000 

3285000 

2820000 

2280000 

1965000 

1575000 

1210000 

875000 

555000 

'  265000 

210000 

156000 

103000 

51000 


100000 

100000 

199000 

99000 

297000 

98000 

394000 

97000 

490000 

96000 

955000 

91000 

1495000 

86000 

181000Q  . 

81000 

220Ö0Ö0 

76000 

2565000 

71000 

2905000 

66000 

3220Q00 

61000 

3510000 

56000 

3565000 

55000 

3(>19000  . 

54000 

3672000 

53000 

3724000 

62000 

37750Q0: 

:  51000 
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-    Sämmtlicbe  Jahreszahlungen  nehmen  ab,  nie  man  sieht.    Die 
letzte  ist  die  kleinste  und  mit  ihr  ist  das 'Kapital  j>otil!;t.     Unter- 
sucht man    die  Richtij^lteil  des  rorsteh enden  Til^un^splana  nach 
der  Gleichung  No.  11)  §.37.,  so  ist  Tür  das  46sle  Jahr: 
4)  £-«  =  Ä4S .  0.05  +  r„  =  263000 . 0,05  +  55000 

=  13250  +  55000=68250, 
wie  in  No.  3)  angegeben  ist,  Hpnn  J'„  =  100000 -45.  UKW  =  55000. 
Nicht  alle  Kapilaüen    künnew  durch    die  Werlhe    J  =  lOOOOO 
und  />=1000  nach   dem   vorstehenden  Tilgutigs|)lan    getilgt   tver- 
deii-     Der   grüsNt  mügliche  Werth    Tür  K  ergibt  »ich,    nenn  man 
nach    No.  4)  f  37.    den    Werlh    für    n   und  hieraus   den  Iraglichen 
Werth  för  K  nach  No.  2)  §.37.  bestimmt.     Hiernach  ist: 
lOOOOO 
"  =  TÜÖÜ"+**'"^  =  ""'''■ 
Setzt  man  nun   n  =  I0O,    so  ivinl: 

Ä-=  100. 100000  -  ^2    .  lOOü  =  5050000. 

Dieselbe  Summe  findet  man  lür  n=10l.    Setzt  man  aber  n  =  100,.'), 
so  ist:         - 

„     2OI.1OO00O      201.190-, 


1.2 


.1000=5050125. 


Alle  Kapitahverthe,  netche  iii  dieser  Grenze  eingeschlossen 
eind,  werden  nach  dem  Tilgungs{ilan  No.  1)  §.  37.  behandelt  «er- 
den  kOnuen,  tvährend  hGhere  Summen  eine  Kestschuld  am  Ende 
der  Tilgungszeit  geben  »rettlen,  die  «ich  dem  Plane  nicht  unter* 
ordnen  nird.  Den  gleichen  Werth  erhält  man  iiuch  aus  dem  zu 
No.l3j§.37.  mitgetheillen  AuBdruck: 


_(2^  +  /))'_201000^   40401000 

■"  8.^  — "  aooü  ~ 


=  5050125. 


Untersucht  man  endlich  die  Fälle,  welche  sich  aus  No.  I2]§.  37. 
für  ganze  n  ableileii,  so  gibt  es  deren  201.  Führt  man  dierie  in 
No.2)f37.  ein,  so  erhält  man  el>en  so  viele  Zahlen«erthe  für 
K,  anter  denen  der  eben  angegebene  höchste  Werth  entsteht. 
So  auch_  hei  jedem  andern  Wertbe  för  A,  D  und  n. 


Iguns«plan 

hei    Kapits 

lab 

rag 

un 

gen 

d 

triscben    P 
Kapitalabtragu 

»gi- 
ngen 

AK 

,  A^,.. 

nie 

.   Steigen  die 

A 

A 

.A 

TlKil  XXXVI. 

I4t£  OettinyH-.-'Weiure  Aus/mrung  > 

«ine  Anleihe  JBT  getilgt  wird,  in  einem  stetigtn*  VetMltRiBtt,  das 
gewöhnlich  durch  einen  Procentsatz  to  äusgedrffckt  wird ;  so- dtm 
die  Abtragssommen  nach  dem  Maassstabe  l^Oco  wachsen,  6ö  er- 
gibt sich  für  dieselbe  bei  jährlicher  Tilgung  folgende  Zusammen* 
Stellung: 

1)  ^,  =ii,  A^z=AASkD,  Aq:=z AASkv^,  A^=A A,Ow^, 

I  «■ 

An^AASho^'-K  ; 

,Die  Tilgungssumme  äes  rten  Jahres,   die  durch  Tr  wie   bisher 
beaeichnet  werden  soll,  beträgt  daher: 

2)  Tr=A.  l.Ow'^-K     ^        - 

Zählt  man  hiezu  die  Tilgungssummen  der  vorhergebendeii  Jahre, 
so  erhält  man  die  Grösse  der  am  Ende  des  rten  oder  Anfang 
des  folgenden  (r-fl)ten  Jahres  getilgten  Schuld: 

3)  Gr  =  A+  AA,(hD  +  AA,Ow^  +  ....  AASho^-^ 

~''    o,Ow  • 

Das  zu  tilgende  Kapital  unterliegt  dann  folgender  Bedingung :  - 

4)  K=A  +  AA,(ko  +  AA.Ow^  +  ....  ^.I,Otc»-"i 

Geschieht  nun  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  wird 
die  Anleihe  zu  p  Procent  verzinst,  so  ergibt  sich  aus  No.  2)  §.31. 
folgender  Tilgungspiah,  wenn  die  entsprechenden  Wertbie  (ds 
An  A^y  A^,.,^*  An  eingeführt  und  die  zugehörigen  Wertbe  aus 
No.  3)  berücksichtigt  werden,  indem  man  statt  >  allmälig  die 
Wertbe  0,  1,  2,....  n  schreibt: 

5)  Li=:A  +E.Oftp, 

I^=AAfiw      +K,  0,0/?  ~  A .  ^'^^  *  'OJdp , 

1  (Un^  —  1  « 

L^=A.l,Ot»»     +K.O,Op-A.   'qq^     .0.0p,   . 

"  i 

Lr=A.\,Ow^-^,^K.0.Op-A}^^^^=^,OSip. 


O.Ow 


i         •- 


Li = 4 .  l,Oto»-i + JT.  0,0^  -  ^ .  ij2^!girl .  0,0^. 


iler  iiulHIschen  iril/mellk. 

4t<3 

Der  Stand  der  Schuld  bestimmt  sich  aus  der  (ileic 
das  Ende  des  rten  oder  den  AiifaiiR  des   (r+l)leii 

oiig  No,  S)  für 
Jahres  durch: 

6) 

' 

das  Kapital  ist  getilgt,   wenn  S,  =  0  wird.     Neniil 
der  Jahre,  nath  deren  Umlauf  diess  geschieht,  n. 

man  die  Zahl 
so  hat  mao: 

1) 

; 

»as  mit  INo 
bestimmt  sie 

4)   zusammenßllt.     Die  Zeil,    «-nnn  d 

ess  geschieht,              '' 

S) 

ifiw  ~  ]      Ä 

0,0«.      -  A 

direct  aus  d 
«e geben  ist 

m  Tafeln,  »ie  diese  8.  298  ii.  ff.  meiner  Anleitung  ao-                ^ 
oder  mao  kann  »  aus  No.  S)  cntHJckeln,    dann  ist:.  '           S 

'        9) 

IoK(ff.O,Ow+^)  — log^ 
log  1,0«, 

1 

Da  die  Zahtungs-LeistunK  eines  jeden   Jahres 

Schuld  besteht,  so  lassen  sich  die  Jahresleistunge 
gungsplan  aus  folgender  Gleichung  ableiten  : 

au.  der  TU-'             ■ 
r  vorhandenen'               ^M 
oder  dei  Til-,        ,       ■ 

10) 

U  =  Sr-i.O,Op  +  A.i,Oto^~K 

'"         "1 

Veraleicht  n 
den  Jahre. 

an   die  Zablungssummen   zweier  auf  einander  folgen-                  H 
des  rten  und  (r^l)ten,  mit  einander,  so  erhüit  man:                 jl 

L.-I,.+i  =  J.I,0«>'-i+  A'.O.Op-^.^^l,»«,^ 

+  0,0»              9 

-  AA.tyw ^  li.ti,Op  +  A.^^  I.Ow^- 

0,0»"                           ■ 

=  .1 .  !.0«^-> (1-1,0«)  -  ^Q^hOwr 

->(1-1.0»1,                      - 

und  hieraus 

d.,    I— l,0(n  =  — 0,0w   im   zweiten   üliede   wegfällt. 

11) 

Lr  —  Lr^l  =  A.  I.Otc'-i (0,0p  —  0,0«.) 

Hierin  kann  0,0;»  kleiner,    ^^russer  oder   so  gross 
Im  ersten  Falle  ist  Z»+i>Lr,  im  zweiten  ist  2,,+ 
ten  Falle  ist  Lr=Lt^i.     Diesa  fOhrt  ;cu  folgenden 

als  0.0w  sein.                 j, 
<i.r,  im  drit-                 mi 
Siitzen;                             1 

J 
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12)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtragaiig«n,  wo- 
durch eine  Anleihe  getilgt  wird,  in  gr^sserm  Verhält- 
nisse, als  der  Zinsfuss,  worin  dieselbe  verzinst  wird, 
angibt  {w'^p)y  so  nehmen  die  Jahresleistungen  von  Jahr 
zu  Jahr  zu. 

13)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtragungen  in 
kleinerm  Verhältnisse   als  der  Zlnsfuss  angibt   (ti?  <p), 
80  nehmen  die  Jahresjeistungen^   die  zur  Tilgung  und  . 
Verzinsung  erforderlich  sind,  von  Jahr  zu  Jahr  ab. 

14)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtragungen  in 
demselben  Verbältnisse,  wie  der  Zinsfussangibt  iw=p), 
so  sind  die  sämmtlichen  Jahresleistungen  einander 
gleich  und  die  Tilgurig  sammt  Verzinsung  wird  durch 
gleiche  jährliche  Summen  bewirkt. 

In  allen  drei  Fällen  bilden^  die  Tilgung/ssnmmen  die  Glieder 
einer  geometrischen  Reihe  tind  nehmen  zu,  die  Verzinsungssum- 
men  nehmen  ab.  In  den  beiden  ersten  Fällen  ist"  die  Zahlungs- 
leistung des  letzten  Jahres,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
die  grosste  oder  kleinste  von  allen.  Ein  Maximum  oder  Minimum 
findet  nicht  statt.  ^~ 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich, so  bleiben  die  in  No.  1)— 4),  6)  — Ö)  aufgestellten.  Gleichun- 
gen unmittelbar  in  Kraft,  der  Tilgungsplan  stellt  sich  aber  nach 
No.  3)  §.  31.  in  folgender  Weise  fest: 

15)   Li      =iK.Ö,Opi, 
JLa      =:K.O,Opi  +  A, 

-  1  0«) I 

I^      =zK.Ofipi  +  A.],Ow      -^"Vöi^-O'QPi-  ' 

1  flfn^         1 

L^      =K.Ofipi+A.h(hi^   -A'-^^^—OyOpi,     ^ 


1,0m?^~* l 

1  Owr-^ I 


der  poUlischen  ArilhmeUh. 

Dieser  Tilgungsplan  nird  später  vFeitere  Amfendun;;  linden. 
Um  ihn  zur  Benulzun;;  bequemer  zu  machen,  ist  ea  Bachgemüss, 
die  Glieder  a>if  der  rechten  Seite  zu  vervollsländigen.  Uadurch 
Icoinmt  eine  l>essere  Harmonie  in  die  Reihen,     '/.&h\t  man  zu  dem 


Ende 


n  ztrei  ersten  Gliedern  ab  und  zu, 
16) 


1  entsteht: 


=  AT.  0,0p, 

=  /C.Q,OpitA 

=  K.O,Opi 

=  K.Ofiii,+A  .1,010 

=  K.O,Op, 

:=K.Oßp,  +  A.l,(iw^ 

=  Är.O,0/>, 

=  /ir.O,Op,+-^.l,Dw» 


0,0to 

0,0«j 
A.O,Opt.i,Qw 

0,0« 
A.0,0p,.l,0u> 


^       Ü.ÜU)       ' 

^.O.Op, 
+    O.Ofp"' 

^■Q.Op, 
^     0,(ho    ' 

■*■    0.0w    ' 


^.O.Opi.I.Oto'  ^.Q.Op, 

Ö,Ou.  ^     0,0w     ' 

■J.O^Opi.I.Otc"  ^.P.Opi 

0,0w    '  ■*"     O.Ow"' 

A.Ofip,. l,Ow«         A.Oßp, 

Ofiw      "  "•"    0,0w    ' 


^-O.Op,  .l.Oioä 


Ofiw 


-      + 


A.O,Opi 
O.Ow    ' 


=  K.O,Op, 


A.Q,0pi.l,Ou,''-'  ^.O.Opt 


T  (,«/..*.<»       ,      ^.0.0;»,  .1,0m"-' ,  ^.0.0», 

Die  ZahbingRsummen  der  ungeraden  Halbjahre  siod  von  denen 
der  geradeiJ  verschieden  und  unterliegen  einem  andern  Gesetze. 

Vergleicht  man  die  Summen,  welche  in  je  zwei  auf  einander 
folgenden  ungeraden  Halbjahren  zu  zahlen  sind,  so  erhält  man: 

^-1.0«"-^  nn      _L  ±MPi 


-Lar+l=K.O.Opi- 


-fr.o.op.  +  -ö:ö,„-.o,0;>, g^ 


and  hieraus: 

17)    l2i-l-I«rfl-= 


^-0,0p, 
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Die  Zahlungssuinmen  je  zweier  auf  einander  folgenden  ■  unge- 
raden Halbjahr^  nehmen  ab  und  zwar  um  den  Halbjahreszins  von 
der  Summe  ^68  vorhergebenden  Jahren.  Sämmtliche  Summen  der 
ungeraden  Halbjahre  sind  daher  im  Abnehmen,  begriffen. 

^  Vergleicht  man  die  Süimmen  je  zvreier  auf  einander  folgenden 
geraden  Ejalbjahre  mit  einander,  so  ist: 

=  Ä.\ ,Oto'-i (1  -  l,Ow) -  ^^^- .  LOtt.»^-»  (1  - 1 ,0«7) ,  ' 
nnd .  hieraus :  \ 

■    > 

18)  iar  —  /-2r+2  =  ^.  l,0io'-i(0,0px  — 0,0«?). 

"*■  ♦      ■ 

Die  Zahlungssummen  aller  auf  einander  folgenden  geraden  Halb- 
jahre wachsen  oder  fallen  stetig,  je  nachdem  w  grösser  oder  klei- 
n(Br  als  px  (der  halbjäbrliehe  Zinsfuss)  ist|  nach  dem  Gesetze, 
welches  in  No.  12)  und  13)  angegeben  ist. 

Naeh  diesem  Tilgungsplan  zahlt  der  Eitipfanger  im  Laufe  der 
Zeit  bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung  in  Sqmme 
gerade  so  viel,  als  er  nach  No.  5)  bei  jährlicfher  Verzinsung  und 
Tilgung  zu  zahlen  hat.    '   ,  , 

_  • 

JDie  Zahlungsleistungen  der  verschiedenen  Halbjahr4»  lassen 
sich  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen : 

19)    Z/2r-l='S2r-2.0,0pi,  .      i 

i  ^  . 

Lur      =  Ä2r-a .  OyOpi  +  Tr—  &Br-2  •  Ofipi  +  A.I  ,t)  Wt*  , 

I '  * 


20)  S2r-i=:K—A. 


0,0io 


Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  be- 
hält man  den  Procent&^atz  w^  um  welchen  (Jie  halbjährlichen  Til- 
gungssummen steigen,  bei,  so  bleiben,  'da  «c?  jeden  tVerth  bedeu- 
ten kann,  die  Gleichungen,  welche  ol^en  bei  jährlicher  Tilgung  und 
Verzinsung  aufgestellt  wurden,  mit  der  Beschränkung  in  Kraft, 
dass  sie  sich  auf  halbe  Jahre  statt  auf  ganze  Jahre  beziehen,  imd 
dass  dann  die  Tilgung^zeit  2n  Halbjahre  umfasst. 

Der  Tilgungsplan  ist  dann  folgender :  ^ 


rier  politischen  \Ttihmetilt. 
21) 


l,       =K.O,Opi  +  '<. 
l,      =K.O,Op. +/4.l,0u, 

L,      =». 0,0p, +4.1,0»« 


'■    0,0i» 
l.Qic'  — 1 


.0,0p, , 


i,      =K.O,0p,  +  4.1,Oi.'      -/l.'.^^--.0,Op,, 


.     ian     =fi.0,0p, +v<.l,Oto^"->  — ,^ 


1,0a«-»- 1  „„ 

(1.0,.  -"•"?'' 


Die  GrüBse  des  Kapitals  anterliegl  folgender  Festiinmun^ : 


Der  Staod  der  St-huld  am  Ende  des  rten  Halbjahres  ist: 


n.  s.  w.    Die  Tilgungszeit  bestimnit  sich  ^ann  aus  den  Tafeln  durch 

l^Ow'*"  — 1       K 
^'  -0:0^  =  :? 

oder  durch 


25) 


loB(g.O.Oic-f  ■^)-log-4 

"  2.1^1,0» 


Die   Zahlungsleistung    des   rten  Halbjahres    lässt    sich    auch   anf, 
folgende  Weise  finden : 


26) 


hr  =  Sr-i .  0,0p,  +  A .  I,Ow^-'. 


Führt  die  Tilgungszeit  nicht  auf  ein  ganzes  Jahr,  tvas  in  der 
Regel  der  Fall  sein  wird,  so  ist  es  am  Besten,  die  Restscbuld 
für  das  letzte  Jahr  oder  Halbjahr  zu  bestimmen  und  hieraus  die 
Zahlungsleistung  fi'ir  dag  folgende  Jahr  oder  Halbjahr  zu  berechnen. 


§.  40. 


Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgefundenen  Sätze   sollen  nuriiu 
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an  einzelnen  Fällen  verdeullicbt  werden,  besonders  auch  aus  dem 
Grunde,  weil  sie  im  praktischen  Leben,  wie  ipao  später  sehen 
wird,  viele  Anwendung  finden. 

I)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  mit  4  Procent  jähr- 
lich verzinst  uivd  so  getilgt  werden,  dass  die  Tilgungs- 
summe des  ersten  Jahres  200000  beträgt  und  jährlich 
um  6  Procent  steigt.  Welches  ist  der  bezügliche  Til- 
gungsplan?   In  wie  viel  Jahren  ist  die  Seiiuld   getilgt? 

Bei  Beantwortung  des  vorliegenden  Falles  kommt  No.  5)  §.  39. 
zur  Anwendung  und  man  hat  hier  X=40000Q0,  ^  =200000, 
fi;=:6,  ip  =  4,   /f.0,0p  =  4000000.0,04  =160000  zu  setzen. 

Die  Zeit,  innerhalb  welcher  die  Anleihe  getilgt  wird,  ergibt 
sich  nach  No.  8)  §.  39. : 

1,06«  — 1  _  4000000 
0,06     — 'SÖÖÖÖO""     ■ 

aus  den  Tafeln.  Sie  fallt  ungefähr  in  die  Mifte  zwischen  das  ]3te 
und  I4te  Jahr.    Aus  No.  9)  g.  39.  findet  man,  da  Ä'. 0,06=240000  ist: 

_  log  440000— log20000Q_  5,6434g27-~  5,3010300 
"^      "—  log  1,06  — "~       0,0253059 

^0,8424227       ., 
""  0,0253059 ""  *^'^*  •  •  • 

Die  Tilgungszeit  umfasst  also  13  ganze  Jahre.  Fiir  das  Ende, 
dieses  Jahres  wird  dann  die  Rc^stschuld  zu  bestimmen  und  am 
zweckmässigsten  am  Ende  des  14ten  Jahres  zu  zahlen  sein.  Zar 
Feststielllung  des  Tilgungsplans  sind  folgende  Elemente  erforder- 
lich. Die  Tilgungssummen  der  einzelnen  Jahre  folgen  aus  No.2) 
§.39.: 

3)  Tr  =  200000.  l,Ö6'^-i; 
die  Grosse  der  getilgten  Schuld  aus.  No.  3) : 

4)  C,=200000.i^^^*; 
der  Stand  der  Schuld  aus  No.  6): 

5)  5,  =  4000000- 200000.  ^^^; 

die  Zahlangssummen  berechnen  sich  dann  entweder  aus  Qlo.  5) 
oder  aus  der  Gleichung  No.  10) : 


•^ 


1 


der  pottiUchitn  Airiliinetlh. 
6)        ip  =  ,S_i.0.04+  7V=  Sr-i.0,04  +  200000.1,06'-" 
Hieraas  leitet  sich  folgender  Til!>ungfplaii  ab: 

7) 


GiCese  der  getilgten 

Gr&sse  der 

Stand  der  Schnld  um 

Jährliche 

Schnld  am  Ende  des 

Jtthr 

jährlichen 

Ende  des  Jahres   oder 

Tilgmigs- 

Jahres  oder  Anfang  des 

Zahlungen 

Anfang  des  folgenden 

snmme 

folgenden 

^r 

360000 

.3800000 

200000 

200000 

2 

364000 

3588000 

212000 

412000 

3 

368240 

336.3280 

224720 

636720 

4 

372734,4 

3125076,8 

238203,2 

874923,2 

a 

377498,46 

2872581,41 

262495,39 

1127418,59     ,| 

6 

382548,37 

2604936,29 

267645,12 

1395063,70/ If 

7 

387601,27 

2321232,47 

283703,82 

1678767,53    ■' 

$ 

383575,35 

2020506,42 

300726,05 

1979493,58    [•' 
2298263,19    Jj 

9 

399580,87 

1701736,80      . 

318769,62 

10 

405965,26 

1363841,01 

3.37895,79 

2636158,98    41 

11 

412723,18 

1005671,47 

358169,54 

2994328,52    '1 

1-2 

419886,57 

626011.76 

379659,71 

3373988,23      ' 

13 

427479,76 

223572,47 

402439,29 

3776427,53 

14 

232515,36 

223572,47 

4000000 

Die  Jahresleistungen  wachsen  stetig,  ivio  diess  sein  muss,  da 
lo  >  p.  Die  letzte  Summe  macht  hievnn  eine  Ausnahme,  da  sie 
nur  die  Regtscbuld  samnit  Zinsen  enthält.  Die  Richtigkeit  der 
gegebenen  Werthe  läsat  sich  leicht  aus  der  Gleichung  0)  nacb- 
Tieisen.  So  ist  die  Summe,  tielche  am  Ende  des  Qten  Jahres  ge- 
zahlt werden  muss: 

fii  =  Ä8.0,04  +  7'»=2020306,42. 0,04+318769,62 

=  80820,25.... +318769,62  =  399589,87. 

Geschiebt  in  dem  oben  unter  No.  IJ  gegebenen  Falle  die  Verzin- 
sang  hallijährlicb  und  die  Tilgung  jährlich,  so  bat  man  die  halb* 
jührlicben  Zahlungssummen  reslzusteilen.  Die  übrigen  Elemente 
im  Tilgungsplan  ändern  sich  nicht.  Man  hat  dann  entweder  nach 
hren  oder  die  (ileicfaungen 

-a.O.Op, , 


No.  15)  oder  No.  16)  g.  \ 


zu   benutzen.     Es  ergibt  sich   di 
sich  auf  28  Halbjahre  erstreckt : 


Ssr-a .  0,0p,  +  200000 , 1  .Oö'-i 

folgender  Tilgnngsplai 
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Halb- 
jahr. 


1 

2 
3 
4 

6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 


Grösse  der 

halbjährlichen 

Zahlungen. 


9) 

Stand  der  Schuld  am 

EiMe  des  Jahres 

oder  Anfang  des 

folgenden 


80000 
280000 

76000 
288000 

71760 
296480 

67265,6 
305468,8 

62501,54 
314996,93 

57451,63 
325096,74 

52098,73 
335802,55 

4642^,65 
347150,70 

404iai3 
359179,74 

34034,74 
371^0,53 

27276,82 
385446,36 

20113,43 
399773,14 

12520,24 

414959,52 

4471,45 

228043,92 


Jährliche 

Tilgungs- 

summe 


GhrOsse  der  getilgten' 
Schuld   am   £nde    des 
Jahres'  oder  Anfang 
des  folgenden 


3800000 

3588000 

3363280 

3125076,8 

2872581,41 

2604936,29 

2321232,47 

2020506,42 

1701736,80 

1363841,01 

1005671,47 

1       ' 

626011,76 
223572,47 


200000 

21:2000 

224720 
238203,2 

252495,39 
267645,12 
283703.82 
300726,05 
318769,62 
337895,79 
358169,54 
379659,71 
402430,29 
223572,47 


;iiri 


41200O 
636720 
874923,2 
1127418,59 
1395063,70 
1678767,53 
1970493,58 
2298263,19 
2636158,98 
2994328,52 
3373988,23 
3776427,53 
4000000 


Die  ZahlungssuDimen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen ,  die  der 
geraden  steigen  stetig,  mit  Ausnahme  der  letzten,  wie  diess  nach 
No.  17)  und  No.  18)  §.  39.  sein  muss.  Im  Ganzen  wird  nach  die- 
sem Tilgungsplane  dieselbe  Summe  gezahlt,  welche  nach  dem  in 
No.  7)  bei  jährlicher  Verzinsung  zu  entrichten  ist,  denn  die  bei- 
den Halbjahreszahlungen  eines  beistimmten  Jahres  sind  so  gross, 
als  die  Jahreszahlung  desselben  Jahres  in  No.  7). 


§.  41. 
Fo:7tsetzung. 


1)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4  Procent   ver- 
zinst und  halbjährlich  so  getilgt  werde-D,  dass  itn  ersten 
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Halbjahre  100000  zurückgezahlt  werden  und  diese 
Summe  halbjährlich  um  3  Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  Tilgungsplan?  Wann  ist  die  Anleihe 
getilgt? 

Bei  Beantw  Ortung  dieser  Frage  kommen  die  Gleichungen  No.  21) 
u.  fr.  §.  39.  zur  Anwendung.  .Man  hat  dann  K  =  4000000,  pi  =  2, 
uj=3,  :4  =  100000  zu  setzen. 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  No.  24): 

1,03«"  .-1       4000000 


0,03      -  100000 


=40 


uod  fällt  nach  den  Tafeln  zwischen  das  26ste  uod  27ste  Halbjahr 
oder  zwischen  das  13te  und  Ute  Jahr.  Nach  No.  25)  bestimmt 
sie  sich  zu 

log220000~ jpg  100000       0,3424227  _,^^,, 
y       ^~  2.logl,03  -2.0,0128372""**'^ 

Jahr^,   was  übereinstimmt. 

Die  Tilgungssummen  berechnen  sich  nach  No.  2)  §.  39. : 

3)  ,Tr  =  100000. 1,03^; 

dier  Stand  der  Schuld  ans  Np.  23) : 

•  * 

4.  s-ioooooo   'inoooQ^'Q^-'- 

die  Grosse  der  getilgten  Schuld  nach  No.  3) : 

6)  6fr  =  100000. — a7m[ — > 

^  I 

die  ^ahlungssummen  der  Halbjahre  aus  No.  21)  oder  .aus  No.  26): 

6)  Lr=Sr-i.0,Q2  + 100000. 1,03'^-!. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan  i      , 


• 


/  \ 


\ 
I 


\ 


1 
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1 

7) 

GrCEse  der  getilgten 

^                  Halli- 

Grösie  der 

Stand  der  Schuld  zu 

Halbjahrl. 

Schuld  am  Ende   dea 

j.lir 

hslbjahrliclicn 
ZahluQgen 

Ende  des  Halbjahrs  od 
Anfang  dee  folgenden 

Tilguuge- 

Halbjahrs  oder  Anfang 
dea  folgenden 

1 

180060 

3960600 

100000 

lOOOOO 

■ 

181060 

3797066 

103606 

203000            M 

■ 

182636 

3696910 

166090 

369090          JM 

m 

183690,6 

3581637,3 

109272,7 

418362,7       W 

^^m.  ^ 

184183,03 

3469080,42 

112560,88 

530913,58 

^^ft » 

185369.14 

3353159,01 

115927,41 

646840.99 

^^E^ 

180168,41 

3233753,78 

119405,23 

766246,22 

^^^8 

187602,46 

3116766,40 

122987,39 

889233,60 

•    9 

188892,34 

2984689,.39 

126677.61 

1615910,61 

10 

180159,11 

2853612,07 

136477.32 

1146387,93 

_                   ll 

191463,88 

~    2719220,43 

134391,64 

1286779,57 

L                 12 

192807,86 

2580797,04 

138423,39 

1419202,96       M 

■ 

194192.03 

24.38220,96 

142576,09 

1561779,04       fl 

■ 

196617,79 

2291367,58 

146853,-37 

1708632,42    '•■ 

■ 

197086,32 

2140108,61 

151268,97 

1859891,39      ■ 

■ 

198598,91 

1984311,70 

155796.74 

2015683,13      ■ 

I 

200156,88 

182384l,-23 

166470.64 

2176158,77       V 

■ 

201761,53 

1658556,46 

165284,76 

2341443,54 

■    , 

203414,44 

1488313.16 

170243,31 

2511686,84 

■      . 

205116,87 

1312962,55 

175356,60 

2687637,45 

■                 21 

266876,37 

1132351,43 

180611,12 

2867648,57        ^ 

22 

268676,49 

946321,97 

186029,46 

3053678,03       H 

23 

210536,78 

754711,63 

191616,31 

3245288,37     '^M 

■            '     -' 

212452,88 

557352,98 

197358,05 

3442647,02       ■ 

m       ^!i 

214426,47 

354673,57 

263279,41 

.3645926,43       •■ 

■                26 

216459,26 

144695,77 

269377,79 

3855304,23     .■ 

1 

147589,69 

144695,77 

4000060               ■ 

■                      Vergleicht    ma 

n    nun    die   Summe 

n,  welche 

die   Tilgung    nnd 

W               VerziDSufig  eines 

iapllals  von  400OO 

)0  erforde 

rt,  wenn  die  Vet- 

*               zinaung  und  Tilgun 

g  jnhrlrcb  geschieh 

t,  mit  de 

en,  welche  erfor- 

dert  werden,  wenn 

die  Verzinsung  un 

d  Tilgung 

halbiübrlich  (also 

mit  dem  halben  Zin 

sfuGse  und  der  hall 

en  Tilgun 

ssumme  im  ersten 

Halbjahre)  vor  aic 

h   geht,   so  ist  im 

«rsten  Fa 

le   im  Ganzen  die  ^ 

Summe  5304658.5fi 

und  im  zweiten  Fa 

11  e  für  die 

Tilgung  der  gleUj 

eben  Schuld  nur  5 

145024,37  nülhig. 

und  es  sl 

eilt  sieb  ein  Min^ 

derbedarf  von  596 

4,19  heraus.    Dies 

e  Bemerk 

jug  bestätigt  daa^l 

schon  früher  Gesaf! 

te.     Die  balbjäbrli 

he  Tilgun 

g  und  Verzinsnn^l 

empßeblt  sich  dahe 

r  vor  der  ganzjühri 

en  Verzin 

■1 

snng  und  Tilgtia^^| 
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denn  sie  ist  vnrtheilharier  als  jene.  Dasselbe  ist  der  Fall  b«i 
halbjährlicher  Verzinsung  uiid  jährlicher  Tilgung,  denn  s\e  erfor- 
dert die  gleichen  Samiuen  ivie  die  !;anzjiihri|;e  Verzinsung  und 
Tilgung.   " 

8)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  mit  4  Proce.it  ver- 
zinst und  so  getilgt  iverden,  dassim  ersten  Jahre  200000 
zurückgezahlt  werden  und  diese  Tilgnngssumme  jiift r- 
lich  um  4  Procent  steigt.  Welches  ist  der  bezügliche 
Tilgungspla»  für  die  5  ersten  und  letzten  Jahre  und 
für  die  znischenliefrenden  Zeiträume  von  5  zu  5  Jah- 
ren?    Wann  ist  das  Kapital  getilgt? 

Da  hier  No,  S)  §,  39.  sammt  den  zugcbiirigen  Gleichungen  in 
Ämrendung  kommt,  so  hat  man  dort  A:  =  4ÜÜOOOO,  /l  = 'JÖOOOO, 
«i=:4,  p=^i  zu  setzen.  Bei  üeslimnmng  der  Zeit  genügt  es, 
wie  man  sieht,  eie  den  Tafeln  zu  entnehmen,  denn  eine  ganz 
genaue  Feststellung  derselben  hat  keinen  besnndern  Z«eck.  Sollte 
sie  aber  dennoch  im  speriellen  Falle  niithig  werden,  so  kann 
man  sie;  auf  die  angegebene  Wbise  durch  Logarithmen  besümnien. 
Die  Tilgungszeit  fällt  nach  No.  8)  §.  30., 


4 


9) 


1,04- _l       4000000 


:20. 


xmsehen  das   Ute  und  I51e  Jahr,  gani 
nach  ergibt  sich  f'nigender  Tilgungsplat 

10) 


' 

Grö6BB  der 

stand  der   Scliuld   ^m 

Jälirliche 

GrÖBse  der  gttilgten 
Schuld  fim  ßndfl  dEs 

M, 

Ende   des  Jatirea   oder 

Tilgunga- 

Jahres  oder  Anfang  dei 
folgenden 

Anfang  des   folgenden 

BQmme. 

1 

360000 

3*100000 

200000 

200000 

2 

300000 

3592000 

208000 

408000 

3 

360000 

3375000 

216320 

624320 

4 

360000 

3150707,2 

224972,8 

849292,8 

5 

560000 

2916735,« 

233971,71 

1083264,91 

10 

360000 

1598778,58 

284662,36 

2401221,42 

11 

360000 

1302729,72 

296048,83 

2697270,28 

12 

360000 

994838,91 

307890,81 

3005161,09    J 

13 

360000 

674632.47 

320206,44 

3325367,53   '-_  ■ 

14 

360000 

341617,77 

333014,70 

3658382,23 

15 

355282.48 

. 

341617,77 

4000000 

4M 
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Die  Richtigkeit  dieser  Resoltate  zeigt  sieii^  wenn  qian  aus 
den  Eiementen  des  Tilgangsplanes  die  Zahlung  eines  bestimmten 
Jahres  berechnet,  so  ist  die  des  filoften  Jahres: 

I'ft  =  A4. 0,04  +  7;  =  31507O?,2 . 0,04,+ 233971,71 
='  126028,28  +  233971,71  =  359999,99.... 

11)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4  Procent  halb- 
jährlich verzinst  und  so  getilgt  werden,  dass  im  ersten 
Halbjahre  lOOOQO  zurQckgezahlt  und  diese  Tilgungs- 
summe halbjährlich  um  2  Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  Tiigungsplan  in  den  fünf  ersten  und 
letzten  Jahren  und  in  den  zwischenliegenden  Zeiträu- 
men von  je  fOnf  Jahreh?    Wann  ist  die  Anleihe  getilgt?  . 

Hier  kommt  No.  21).  §.  39.  mit  den  zugehörigen  Gieichungeo  zur 
Anwendung  und  man  hat  sofort  iC= 4000000,  ^^=100000,  t9  =  2, 
/7i=:2  zu  setzen.    Die  Tilgungszeit  fallt  nach  No.  24)§.39. : 


12) 


1,02^—1  _  4000000  _ 
0,02      —  100000  ~*" 


zwischen  das  29ste  und  3Ü8te  Halbjahr.     Der  Tilgungeplan  stellt 
sich  in  folgender  Weise  fest: 

13), 


Stand   der  Schold  am 

^ 

Grosse  der  getilsten 

Halb- 

Grösse der 

Ende  des  Halbjahres 

Halbjfthrl. 

^3  --^         ^^  w-^^m* 

Schuld  am  Ende   des 

jahr. 

halbjährlichen 

oder  Anfang  des 

Tilgangs- 

Halbjahres  öder  Anfantr 

V 

ZahluDgen 

folgenden 

Bumme 

des  folgenden 

1 

180000    . 

3900000 

lOOOOO 

lOOOOO 

-    2 

180000 

3798000 

102000 

202000 

3 

180000 

3693960 

104040 

306040 

'4 

180000 

3587839,2 

106120,8 

412160,8 

5 

.   180000 

3479595,99 

108243.22 

520404,01 

10 

180000 

2908027,90 

119509,26 

1091972,10 

r5 

180000 

2270658,31 

131947.88 

1729341,69 

20 

180000 

1670263,02 

145681,12 

2429736,98 

25 

180000 

*    .   796970,03 

160843,73 

3203029,97    . 

26 

180000 

632909,43 

164060.60 

3367090,52 

27, 

180000 

465567.62 

167341,81 

3534432,38 

28 

180000 

294878,97 

170688.65 

3705121,03 

29 

180000 

120776,55 

174102,42 

3879223.45 

30 

123192,08 

120776,55 

4000000  ' 

wmmsm 
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Uie  Richtigkeit  dieser  Angaben  «-eist  sich  leicht  nach.  So 
ist  die  im  5ten  Halbjahre  kü  zahlende  Summe; 

L^=Si.Q,m  f  /'s  =  3587839,2.0,03+  l08-'43.22 

=71756,78  +  I08'J43.22-"  180000. 

Nach  den  in  No.  10)  und  No.  13)  aufeestellten  Tilgungsplänen 
wird  die  Anleihe  durch  gleiche  Zahlungesumnien  getilgt.  Diess 
muss  nach  dem  in  No.  14)  §.  39.  aufgestellten  Gesetze  eintreten, 
'  da  die  Til^ungssumnieli  in  demselben  IVlaassslabe  wachsen,  in 
dem  die  Anleite  verzinst  wird.  Die  letzte  Summe  macht  hievnn 
eine  Ausnahme,  weil  sie  nur  die  Restschuld  i>nmmt  Zinsen  angibt. 

Vergleicht  man  die  Gesammtsummen ,  welclie  nach  beiden 
TilguDgspIünen  zur  Tilgung  und  Verzinsung  aufgewendet  werden 
müssen,  so  ist  im  ersten  Falle  die  Summe  von  3335282,48,  im 
zweiten  Falle  nur  5343192,08  erforderlich,  und  es  «rweist  sich, 
wie  in  frühem  Fällen,  die  letzte  Tilgungsneise  um  32090,4  vor- 
theilhafter.  Dieser  Vortheil  wird  durch*  die  letzte  Zahlungssunime 
bedingt  und  fällt  daher  in  eine  spätere  Zeit.  Bringt  man  .den 
Werth  dieses  Vortheils  auf  die  Gegenwart  zurfick,  so  ist  der 
haare  Werlb  hiefür; 


=  28737^9 


also  nicht  unerheblich.     Bei  Staats- Anleihen  von  viel  hüfaern  Be- 
trägen dflrlle  wohl   ein  solcher  Vortheil  nicht  zu  übersehen  sein. 


Ermittelung    d« 


8    Kap 

Tilgu. 


gspl 


gegetten 


In  den  bisherigen  Untersuchungen  wurde  das  zu  tilgende  Kapi- 
tal, die  Tilgungssumine  und  der  Zinsfuss,  als  bekannt  vorausge- 
setzt und  daraus  der  zugehörige  Tilgungsplan  abgeleitet.  Ist  aber 
das  zu  tilgende  Kapital  nicht  gegeben,  sondern  die  einzelnen  Zah- 
lungsleistungen, Zinsfuss  und  Zeit,  so  stellt  sieb  die  Frage  um- 
gekehrt and  man  bat  hieraus  das  Kapital  und  die  Tilgungssum- 
men zu  entwickeln.  Sie  ergeben  sich  aus  den  im  ersten  Kapitel 
aufgestellten  Grundsätzen. 

Uie  Fälle,  welche  sofort  eintreten  können,  sind  jedoch  ein- 
fach.    Die  Jahresleistungen  stehen  nämlich  unter  einander  in  kei- 
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Dem  ZosammeDhaoge,  oder  sie  Dehmeq  nach  beatinniteiii  Gesetse 
za  od€)r  ab,  oder  bleiben  sich  gleich,  wie  diess  an«  §•  Sl-^— 41. 
hervorgeht. 

Bezeichnet  man  nun  im# ersten  Falle  die  Jiahresleistungen  «vie 
bisher  durch  Li,  L^,  L^f'.Ln,  so  hat  man  zur  Bestimmiing  des 
zu  tilgenden  Kapitals  bei  dem  Zinsiüss  p: 

Ist 'der  Werth  för  K  gefunden,  so  ergeben  sich  ans  No,  2)§.  31. 
dieWerthe  für  Ai,  A^^  A9,,.*,An  durch  einfache  Umstellung,  und 
man  erhält  dann: 

2)  Ai=Li-'K.OJOp,  V. 
A^=L2-K,0fip  +  Ai.0,0p, 
A^zzz^^K.Ofip  +  AiAOp+A^.Ofip, 
^4«=i4-  K.Ofip+Ai  .0,0p -^  A^.Oflp -t  A^  .0,0p, 

An^Ln-  K.Oßp  +  Ai  .0,Pp+ Ja-  0,0p  + ....  J«-i'.0,Qp. 

Diese  Auflösungsmethode  Jbestiipmt  die  Werthe  der  A  succes- 
sive,  indem  jede  folgende  Tilgungssumme  erst  gefunden  werden 
kann,  wenn* die  vorhergehenden  bekannt  sind,  und  ist  zurGckiäu- 
fend.    Sie  fuhrt,  wie  man  sieht,  zu  dem  gewünschten  Ziele. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten,  wenn  die  Verzinsung  halb- 
jährlich und  die  Tilgung  jährlich,  oder  wenn  beides  halbjährlich 
geschieht,  l\o.  3)  und  No.  4)  §.31.,  was  leicht  durchzuführen  ist. 
Aus  der  in  No.  2)  gegebenen  zurücklaufenden  Auflösungs weise 
lässt  sich  eirie  directe  ableiten,  wenn  man  di<!  Werthe  der  frühem 
A  in  die  spätem  Glieder  einfährt  und  ordnet.  Hiedurch  erhält  man : 

3)  A^z^L^-- K.  0,0p + Li. 0,0p —K. 0,0p. 0,0p 

=  L^  + Li. 0,0p  "K. 1,0p. 0,0p, 

Jj=I^+Li  .0,Qp+Xa.Ü.O;>+I/i  .0, Op. 0,0p -K. 0,0p -K.Ofip. 0,0p 

—a:.  1,0p.  0,0p— o,Ojt> 

r=:iL^^L^.O,^^LiA,Op.Ojiyp-'  K.\,Op.O,^-  K.\,0p.O,Op.OSip, 

und  hieraus  durch  Vereinigung  der  zwei  letzten. Glißder: 

4)  A^^L^-^L^. 0,0p  +  Li .  1,0!p •  0,0!p --K. I,0/?a.O,0/i- 
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Ftsrner   erhSit  man,    n-enn  die  Glieder   nach    den   StellenzableD 
geordnet  werden : 

+1.8  •0,0p+i2.0,a>»  .0,0p + JL, .  l,0p.0,Qp.0,0p  -  K.  l,Op«.0,Qp.O,Qp 
i20,0p         +Ii.O,Op.O,0/>         -lir.l,Op.O,Op.O,Qp 

+ Li .  0,(^  -  &'.0,0p .  0,()p 

-Ä:.o,(i^. 

Nun  ist: 

La .  0,0/?  (1  +  0,0;?)  =  Lg .  1,0p  .0,0p , 

Li.0,0p.0,()p(l+l,()^)+Li.0,0p==Li.0,0p.0,0p.^^^^+L,.0,()p 

=  Li.  0,0p.  1,0p« 
-  AT. 0,0p. 0,0p (1  +  1,0p  +  1,0p«)— AT. 0,0p 

==:~^.0,0p.-^^W^.0,0i?~Ä.0,0p==^.l,0p^ 

daher  entsteht: 

5)      Ä^=Jj^  +  Ls .  0,0p  +  Lij.  1,0p  .©»Op  +  A .  1,0p*. 0,0p 

—  AM,0p».0,0p. 

Führt  laan  den  Caicul  auf  diese  Weise  fort,   so  ergibt  sich  k\ 
gendes  Gesetz: 

6) 
An  =  Lni'  L„-i .  0,0p  +  L„-2 . 1,0p .  0,0p  +  L»_3 . 1,0p2 . 0,0p . . . 

....  +  La.  1,0p«-«. 0,0p  +  Li.  1,0p»-«. 0,Qp-  «.l,Op«-^0,Qp, 

wornaeh  die  Werthe  der  A   direct  aus  den  L  gefunden   werden 
können,  wenn  K  nach  No.  1)  bestimmt  ist. 

Benutzt  man  diese  Darstellungen,  so  lassen  sich  hieraus  noch 
weitere  Fol<;erungen  ziehen:    da  nämlich: 

ist,  denn  sämintliehe  Tilgungssomfiien  kommen  dem  dargeliehenen 
Kapitale  gleich,  so  hat  man  aus  No.  2)~6): 

7) 
Ä^=Ji=Li— Ä.O,Op 

^3 = Ls  +  La .  0,0p  +  Li .  1,0/? .  0,0p — iST.  I,0p2 . 0,0p 

44=L4+L^.0,()^  +  L».l,0p.0,O/>  + Li  .l,Op«.0,(]^ 

—  Ä.l/)p».0,()|p 

An=Ln  +  L„-i,0,Op  +  L«_a.  l,pp.O,Op . . ..  2^i .  l,0p«-«.0,0p 

-iSC.l.fl^'-».<),Op. 
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Ordnet  man  diese  Darstellung  gleichfalU  nach  den  Stellenzablen 
der  X,  so  erhält  man: 

8)  Ä=JLi  +iLi.O,Op(l  +  l,Op  +  l,Ojo«  +  ....l,Op«-«) 

ia  +  i20,0p(l  +  l,0p  +  l,0p«  +  ....l,0p— ») 
Xs  +  ^ -0,0/?  (l  +  1,0p  +  l,0jö2 +....  1,0p«-*) 

X4  +  L4.0,0p(l  +  l,Op+  l,0p2+  ....  1,0p"-*) 


iLi.-2  +  L«-2. 0,0p  (1  +  1,0p) 

Ln-l  +  in-l  .0,0p  +  in 

—  ä:.  0,0p.  (1  +  1,0p +J,0p2  + ....  i,op«-i). 

Sämmtliche  Reihen  lassen  sich  in  folgender  Weise  behandeln : 

9)  Lr +  ir.0,0p(l  +  l,0p  +  l,0p^  + ....  l,Op«-»^-i) 

1  Oö""''  —  1 

:=Lr^Lr.  0,0p    '  ^  ^   =  Lr.  l,Op«-r. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  geht  die  Darstellung  No.  8)  in 
folgende  über: 

Ä=Li .  l,Op»-i  +  Lj.  l,0p«-«+i3 .  l,qp«-a  +  .... /.n-i.  1,0p  +  £« 

—  fC.l,Op«  +  ^ 
oder 

10)  K. hOp^=Li . l,Op«-H^a. l,0p«-2+....£„-.i. l,Op+L„, 
und  hieraus: 

^*^  ^"-  l,Öp  ^  l,0p2  +  l,0p3  +  •  ••  1,0p»* 

Die  in  No.  10)  und  No.  1 1)  erhaltenen  Gleichungen  sind  ein 
dritter  Beweis  für  die  in  §.  3.  und  §.  6.  aufgestellten  Lehrsätze. 

Das  Gesagte  lässt  sich  leicht  auf  halbjährliche  Verzinsung 
und  jährliche  Tilgung,  so  wie  auf  halbjährliche  Verzinsung  und 
Tilgung  anwenden  und  gilt  auch  von  diesen. 

§.  43. 

Ermittelung  des   Kapitalwerthes,    wenn   die    Summen 
des  Tilgungsplanes  um  gleichviel  zu-   oder  abnehmen 

und  wenn  sie  gleich  sind. 

Nehmen  die  Zahlungsleistungen  des  Tilgongsplanes  um  eine 


—11 
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bestimmte  Summe  D  zu  oder  ab,. so  dass  L^zziL,  ld^=L-^D, 
X3  =  X±2Z>,....  Iia  =  Lj:(n  —  \)D,  so  ergibt  sieb  zur  Ermitte- 
lung des  Kapitalwertbes  K  bei  dem  Zinsfuss  p,  der  Tilgungs- 
zeit n  und  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung  nach  No.  1)  §.  42. : 

IN  ^       L    ,L  +  D  ,L+2D         L-Kn—\)D 

'^  *— l,Op+  l,Opa  +    1,0/»»  "*■•••        1,0p» 

wenn  man  vorerst  das  positive  Zeichen  berücksichtigt.  Diese 
Darstellung  zerlegt  sich  in  folgende  zwei  Reihen : 

^'  *  ~  1,0;»  +  1,0p*  + 1,0)»»  +  "  •  1,0p 

"^  1,0p*  "^^^  1,0p»  "^  l,0/>*  +  •  ••     1,0p"   ' 

Zerlegt  man  die  zweite  Reihe  nach  den  Vorzahlen  von  D  in  be- 
sondere Reihen,  so  zerfällt  sie  in  folgende,  fär  sich  summirbare: 

_ö_._0_._ö_.       _ö 1.0p-i~1.0p-» 

1,0p«  ■•' 1.0/»»  ■*'l,Op*  +  ""l,0/>"-''*  0,0p 

_ö_._ö_._ö^j^      _0 „  l.Op-'-l.O»-'« 

1,0p»  ■^l.Oj»«'*' 1,0p»  "*'—l,0/»»~'''  0,0p 

_D_,_D_    _D_  ^ ^  1,0p-»- 1,0p 

l,0p*"''l,()p*'^1.0p«+    "LO/»»"^-  0,0p 

__ö_        />   _  ^  l.Op-C-*)— 1,0p- 

i.o/)«-i+i;öp~^-        0,0p 

_D^  _  _  l,0p-("-i)— b,Op 
+  1.0p  ~^-  O.Op 

+  0  1.0p-"- LOp-« 

Hier  ist  das  letzte  Glied  zugeßigt,  um  die  Reihen  zu  vervoll- 
ständigen.   Aus  dieser  Darstellung  erhält  man  nun: 

^'  1,0p«  "^  l.Op»  ^  1,0p*  "*■  •  ••     1,0p» 

-  o,OpVi,Op  ^  1,0p«  ^  1,0p»  +•••  TjSp')  "  0,0p. 1,0p« 

D^   1  — 1,0p-"  wD 

""O.Op"      0,0p      ~0,Öp.l,Op"' 

und  hieraus  durch  Einführung  in  No.  2),  nachdem  die  erste  Reihe 
selbst  summirt  ist, 

_  1— l,Op-«  .    D     1— l,Op-"  nZ> 

^-^-      OjDp      +0,()p        Ö;^  O.Op.l,()p" 


,— n 
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oder 

D  ^1  — l,Oyr-«  nP 

4)  K-.(/.+g^)— P^  0,0/1. 1^«- 

Nehmen  die  Zahlungsleistungen  ab,  so  ist  hieraus: 

Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  bleiben  die 
vorstehenden  Entwicklungen  in  Kraft  und  erstrecken  sich  aaf  2n 
Halbjahre.'  Die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  dann  In  fol- 
gende über: 

Ist  JT  gefunden,  so  entwickeln  sich  dann  die  bezüglichen  Til- 
gungssummen A^ ,  ^2,  ^3 » •—  ^n  nach  No.  2)  oder  No.  7)  §.  42., 
wenn  die  erforderlichen  Werthe  eingeführt  werden. 

Sind  aber  die  falligen  Summen  einander  gleich,  so  bestimmt 
sich  das  zu  tilgende  Kapital  bei  jährlicher  und  halbjährlicher  Ver- 
zinsung und  Tilgung  wie  bekannt  durch: 

8)  K^L.      ^Q^       , 

1—10».-^ 
^fipi 

Die  Tilguogssummen  ergeben  sich  aus  No.  2)  §.  42.  auf  fol- 
gende Weise: 

Aiz=L--K.OJ0p, 

At—L-K.Ofip  +  A.0,0p  =  Ai+Aj.l,Op^Ai.h0p, 

As-L-K.0,0p  +  Ai.0,0p^A^Ai)p=Ai+Ai.0fip+Ai.hOp.0j0p 

==Ai+A,.0,Op(l  +  hOp)^A,+A,.0,Op.  ^^Q^     =Ai .  1,0^»«, 

A^zzzL-^K.Ofip  +  Ai.Ofip  +  A^.Ofip-i^A^AOp 

=  Ai+Ai.  0,0p  +  -4i .  1,0/) .  0,0p  +  Ai .  I,0p2.0,()p 

1  0»s— 1 
==A,  +  A,AOp(l+hfh^+hOj^)^Ai+Ai.'^^^~ 

n.  8.  w.    Die  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  fahrt  auf  folgende»  Gesetx: 

10)  A=^,.l^'-*. 

Ai  aber  bestimmt  sich  direet  nach  S)  auf  folgende  Weise : 
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1  —  10»-* 
Ai  =  L-K.Ofip=L-L—ö^^'0,Op. 

folglich  auch  in  Rücksicht  auf  No.  10): 

Diese  Gleichungen  gelten  auch  för  halbjährliche  Verzinsung  und 
Tilgung,  wenn  man  Halbjahre  statt  Jahre  setzt. 

Hieraus  rechtfertigt  sich  folgender  Satz: 

13)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Summen  (Zins 
und  Tilgungssumrae  einbegriffen)  zurückgezahlt,  so 
wachsen  die  Tilgungssnmmen  nach  den  Gesetzen  einer 
geometrischen  Progression,  deren  Exponent  mit  dem 
Verzinsungs-Maassstab  zusammenfällt.  Die  Tilgungs- 
summe  des  ersten  Jahres  kann  man  direct  aus  No.  11) 
bestimmen  und  den  Tilgungsplan  aus  zwei  Elemen- 
ten ableiten. 

Dieser  Satz  ist  die  Kehrseite  des  in  §.  39.  No.  14)  aufgestellten. 

§44. 
Anwendungen.. 

])  Eine  Anleihe  wird  in  40  Jahren  bei  5  Procent  so 
getilgt,  dass  im  ersten 'Jahre  600000  und  in  jedem  fol- 
genden 10000  weniger  gezahlt  werden.  Welches  ist  der 
Werth  dieser  Anleihe?  Welches  ist  der  bezügliche 
Tilgungsplan? 

Hier  kommen  die  in  §.  43.  aufgefundetien  Gleichungen  zur  An- 
wendung. Aus  No.  5)  ermittelt  sich  die  Grösse  der  Anleihe:  Setzt 
man  dort  iL=(500000,  Z>=10000,  ;>=5,  n:=40,  so  erhält  man: 

9^  r     tmnnan     10000,  l-l>Og^  .    40.10000 

2)  j:=(600000— 5^)       0,06       +  Ö;ü0;Ö5^ 

=  (600000-200000)  17,1590864  -f  8000000.0,1420457 
= 6863634,54  + 1 136365,45  =  7999999,99 = 8000000. 

Die  Tilgungssummen  erhält  man  aus  No.  2)  §.  42. : 

3)  Ai  =  Li  -^K.Ofip  =  600000—8000000.0,05 

=  600000—400000=200000, 

^,  =  La— Ä^- 0,0p  +  ^1 . 0.0;?  =  590000  -  8000000. 0,05  +  200000 . 0,05 
=  590000-400000  +  10000  =  200000      u.  s.  w. 


502  Oetiinger:    WeUere  Ausführung  der  poliliscAen  Arithmetik. 

Man  bemerkt,  dass  der  Satz  No.  3)  §.32.  eintritt,  wornacb  die 
Summe,  um  vrelche  die  jährlichen  Zahlungen  abnehmen,  dem 
Zinsbetrage  von  der  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  gleich- 
kommt, denn  es  ist: 

4)  />  =  200000.0,05  =  10000. 

Die  Tilgung  der  Schuld  wird  daher  durch  gleiche  Summen    be- 
wirkt und  der  Tiigungspian  lässt  sich  nun  leicht  feststellen. 

5)  Eine^nleihe  wird  bei  5  Procent  durch  die  jähr- 
liche Summe  von  432194,237  in  30  Jahren  getilgt.  Wie 
gross  Ist  die  Anleihe?  Welches  ist  der  bezügliche 
Tiigungspian? 

Der  Werth  der  Anleihe  bestimmt  sich  nach  No.8)  §.43.  und  ist: 

1—1  0'^-3o 
K = 432194,23.  i—^"^ —  =  432194,23 .  15,3724610 

Ig432194,2  =  5,6356789 
lg  15,374251  =  1.1867431 

6,8224220 

6)  JT  =  N.  6,8224220  =  6643884. 

Die  Grösse  der  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  ist  nach  Mo.  1 1)  §.  43 : 

7^  432194,23  _  432194,23 

^  ^^1-     1,0580    -4,3219423- ^"*^*^- 

Die  Richtigkeit  dieses  Werths  erweist  sich  aus  No.  2)  §.  42.    Hier- 
nach ist: 

Ji  =  ii  —  jr .  0,0p  =  432194,23  -  6643884 . 0,05 
=  432194,23 — 332194,2  =  100000. 

Da  nun  nach  No.  13)§.  43.  die  Tilgungssummen  dieser  An- 
leihe nach    dem  Gesetze  einer  geometrischen.  Progression   stei- 
gen, 80  ist: 
8)  -4r  =  100000.  l,05'-i. 

Man  kann  nun  hieraus  den  bezüglichen  Tilgungsplan  leicht 
nach  den  Gleichungen  des  §.  39.  feststellen.  So  ist  z.  B.  die  Zah- 
lungsleistung des  fünften  Jahres: 

Lft  =  Ä4.0,05  +  /^5  =  «4-0,05+100000.1,054, 

1,05^-1 
0,05 

=  6643884  -  552563,125  =  6091321,875 , 

also 

L^  =  6091321,8.0,05  +  127628,1  =  304566,09  +  127628,1  =  432194,2, 

wie  diess  sein  muss. 


S^z=K-A.  '^^^      =  6643884-100000.5,52563125 
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Miscellen. 


Von    dem    Herausgeber. 

Grosse  des  den  Grundflächen  einer  abgestuinpfteD 
Pyramide  parallelen  Schnitts,  welcher  die  Pyramide 
nach  einem  gegebenen  Verhältnisse  in  zwei  Theile 
tbeilt. 

Die  kleinere  und  grössere  Grundfläche  der  abgestumpften  Pyra- 
mide seien  respective  /  und.  F,  die  Hube  der  Pyramide  sei  h; 
das  Verhältniss,  nach  welchem  die  Pyramide  zu  tbeilen  ist,  sei 
n :  N;    die  Fläche  des  zu  bestimmenden  Schnittes  sei  G. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Grundfläche  f  von  der 
Spitze  der  ganzen  Pyramide  durch  a:,  so  ist  bekanntlich : 

also : 

Vf:VF-Vf=a:;h,    o^  =  :^4^f 

Die  Höhe  der  abgestumpften  Pyramide  mit  den  Grundflächen  / 
und  G  sei  u,  so  ist  ganz  eben  so : 

/•:6?  =  a:2:(«  l-a:)«,    Vf:VG=ix:u  +  a:; 
also  : 

A/G — v/* 

Vf:VG—Vf=a::u,    uzzzx^—^j^', 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Der  Inhalt  der  gegebenen  abgestumpften  P3rramide  mit  den  Grund- 
flächen f  und  F  und  der  Höhe  h  ist: 

der  Inhalt  der  abgestumpften   Pyramide  mit  den  Grundflächen  f 
und  G  und  der  Höhe  u  ist: 

also  ist  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe : 

M(A+V7G+G):Ä(/^+V7?'+F)=n:n+iV^, 
und  folglich,  wenn  man  den  obigen  Ausdruck  von  u  einfährt: 
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( V6?  -  Vf)  (f+  y/jG  +  G) :  {VF--  Vf)  (f+  \rfF+  F) 

=(vG^vn(G+\rGf+n'ivF---\/n(F+\rFf+n 

also,   wenn  man   die  Multiplicationen  in   den   beiden   ersten  Glir** 
dern  dieser  Proportion  ausfuhrt: 

GVG  —  fvf:  FvF'^fVf=  n:n  +  N, 

woraus  leicht   GVG  =  — nv  —  erhalten  wird,   oder 

n  +  iV  ' 

^j      nF'^  +  Wr      ^     ^nF^  +  Nry 
^   =      n  +  JS     '     ^  =  1,     n-i-N    )  • 

Ich  theile  diese  Formel,  die  wahrscheinlich  längst  bekannt  ist, 
aber  doch  in  der  ihr  hier  gegebenen  Form  wenigstens  nicht  so  . 
allgemein  bekannt  zu  sein  scheint,  als  sie  verdient,  in  ganz  an- 
spruchsloser Weise  zu  häufigerer  Benutzung  bei  dem  stereome- 
trischen Elementar -Unterrichte  mit.  Es  ist  ja  mit  eine  Aufgabe ;| 
des  Archivs,  auch  nur  weniger  Bekanntes  im  Interesse  des  Ele- 
mentar-Unterrichts  von  Neuem  in  Erinnerung  zu  bringen. 

Will  man  die  gegebene  abgestumpfte  Pyramide  durch  ihren 
Grundflächen  parallele  Ebenen  in  n  gleiche  Theile  theilen,  und  be- 
zeichnet die  Flächen  der  Theilungsebenen  oder  Theilungsschnitte 
durch  Gl 9  G^,  63, ....  Gn-i;  so  muss  man  zu  deren  BestimmuDg 
in  der  obigen  Formel  nach  der  Reihe 

71  =  1,   N=n^l;    w  =  2,   iV  =  n  — 2;    »  =  3,   iV=w-3; 

u.  s.  w. 
n  =  «— 1,   N=l 

setzen,   und  erhält  auf  diese  Weise: 

,l.F^+(n--l)./'%§  c2.F^  +  (n-2).r^f 

Gl—} l     »       i'»=  ? 


1 


n 


Gs  =  \ 5   ,  u.  s.  w.,  G„-i=  \ ^ ^1  . 


Ich  bemerke  hier  gelegentlich,  dass,  wenigstem  dem  Wesentlichen 
nach,  Begriff,  Benennung  und  Berechnung  des  „ Obelisken*'  sich  schon 
in  der  ,,^'iederen  und  höheren  Stereometrie  u.  s.  w.,  beson- 
ders für  Forstmänner,  Bankünstler  und  Techniker  bearbei- 
tet von  Wilhelm  Hossfeld,  Herzof^^l.  Sachs.  Mein.  Forst- 
kommissar, Lehrer  an  der  Forstakademie  und  Sekretair 
der  Forstsocietät  zu  Dreyssigaoker.  Leipzig.  1812.  4^.  §.54. 
S.  95.  u.s.  w«''  finden.  G. 
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Literarischer  Bericht 

CXLI. 


Anzeige. 

Die  Unterzeichneten  sind  in  dem  Besitz  einiger  Exemplare 
von  Abel,  ÜT«,  Oeuvres  conipietes  aveo  de  notes  et  d^- 
veioppements  redigees  par  B.  Holmboe.  2  tomes.  Chris- 
tian ia.  1839.    4.     die  sie  zu  10  Thlr.  Pr.  Cour,  ablassen. 

Berlin,  Deeember  1860. 

S.  Ca I Vary  &  Comp. 
Mittel -Strasse  61. 

Es  wird  gewiss  Jeder,  der  noch  nicht  im  Besitz  der  Werke 
des  grossen  norwegischen  Mathematikers  ist,  die  ihm  hier  gebo- 
tene Gelegenheit,  dieselben  sich  zu  einem  massigen  Preise  zu  ver- 
schaffen, unbenutzt  lassen.  Grün  er t. 


ünterrichtswesen» 

Gutigst  mitgetheilt  worden  ist  uns  das: 

Adressbuch  der  Grossherzoglich  Badischen 
Polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.  Studien- 
jahr 1860-61. 

an  welches  wir,  für  die  Mittheilung  verbindlichst  dankend,  absicht- 
lich einige  Betrachtungen  knöpfen,  wenn  auch  solche  Adress- 
bücher  jetzt  nichts  Ungewöhnliches  sind,  und  von  den  meisten 
grosseren  Lehranstalten  in  Deutschland,  namentlich  auch  von  allen 
Universitäten,  ausgegeben  werden. 

Die   polytechnische  Schule  in   Karlsruhe   zählt  in  dem  oben 
genannten  Studienjahre  840  Schüler,  unter  denen  sich  484»  also 
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weit  über  die  Hallte,  Nichtbadener  befinden,  nämlich  128  Nicht- 
badener  mehr  als  Badener.  Sehen  wir  von  Deutschland  ab,  so 
befinden  sich  unter  diesen  Nichtbadenern  145  aus  Amerika,  Bra- 
silien ^  den  Donaufürstenthiimern,  England,  Frankreich,  Hollandy 
Java,  Italien,  Norwegen,  Polen^  Russland,  der  Schweiz,  Ungarn. 
Liegt  in  diesen  Zahlen  nicht  der  klarste  Beiveis  für  die  nicht  mehr 
abzuweisende  Nothwendigkeit  solcher  Lehranstalten  für  unsere 
Zeit?  und  muss  nicht  Deutschland  der  badischen  Regierung  den 
wärmsten  Dank  zollen,  dass  sie  eine,  eines  solchen  Rufes  bis  weit 
über  den  Ocean  hinaus  sich  erfreuende  Lehranstalt  dieser  Art  er- 
richtet hat  und  unablässig  ihrer  V^ollkomnienheit  näher  zu  führen  und 
immer  noch  grossartiger,  als  schon  jetzt,  auszustatten  bemüht  ist! 

Die  grösste  Anzahl  der  Nichtbadener  überhaupt  bilden  die 
Preussen,  nämlich  103,  folglich  wahrlich  einen  sehr  grossen  Bruch- 
theil  der  Ausländer  überhaupt;  weil 

103x4,7  =  484,1 

ist»  weit  mehr  als  ein  Viertheil.  Liegt  hierin  nicht  eine  lebhafte 
Aufforderung  für  das  engere  Vaterland  des  Unterzeichneten,  mit 
der  Errichtung  einer  ähnlichen  Lehranstalt  nicht  länger  zu  zugern? 
Muss  der  Vaterlandsfreund  nicht  den  Städten  Culn  und  Aachen 
sich  zu  dem  lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fühlen,  dass  diesel- 
ben schon  längere  Zeit  wegen  der  Errichtung  einer  polytechnischen 
Schule  petitioniren ?  Möchte  es  wahr  sein,  dass,  wie  wenigstens 
die  Zeitungen  berichten,  die  Errichtung  in  Aachen  beschlossen 
sein  soll!     Möge  man  dann  nur  aber  auch  die  Mittel  nicht  sparen! 

Zu  besonderem  Danke  würden  wir  uns  verpflichtet  fühlen, 
wenn  andere  grössere  polytechnische  Lehranstalten,  wie  z.  B. 
das  polytechnische  Institut  in  Wien,  welches  wir  aus  eigener 
Anschauung  kennen,  und  andere,  unsere  schon  im  Literar.  Her. 
Nr.  CXXXIX.  S.  2.  ausgesprochene  Bitte  um  ähnliche  Mittbeilun- 
gen, wie  die  obige,  erfüllen  wollten.  Grunert 


Arithmetik. 

Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen 
von  1  bis  108000  und  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und 
Cotangenten  aller  Winkel  des  Qudranten  von  10  zu  10 
Secunden,  nebst  einer  Interpolationstafel  zurBereeh- 
nung  der  Proportionaltheile  von  Dr.  Ludwig  Schron, 
Director  der  Sternwarte  und  Professor  zu  Jena.     Ste- 
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reotyp- Ausgabe,     ßraunscbiveig.     F.  Vieweg  und  Sohn. 
J860.    gr.  8. 

Zu  der  Herausgabe  der  vorliegenden  Tafeln  bewogen,  —  nach 
der    Vorrede,  —   verschiedene  Rücksiebten.     Sie  sollen  nämlich: 

1)  die  schriftlichen  Hiilfi«rechnnngen  hei  der  Interpolation  ent. 
behrlich  machen; 

2)  dabei  eine  grossere  Genauigkeit  gewähren,  als  andere  Ta- 
feln von  ähnlichen)  Umfange; 

3)  zugleich  einen  verschiedenen  Gebrauch  nach  Gevrohnheit 
und  Bedürfniss  zulassen; 

4)  auch  für  Rechnungen  n>it  sechsstelligen  Logarithmen  ein 
bequemeres  und  schärferes  Hüifsmittel  darbieten  als  dies  die  ge- 
wöhnlichen sechsstelligen  Logarithmen  vermögen; 

5)  durch  ihre  Ausstattung  dem  Auge  angenehm  und  wtibl- 
thuend  sich  erweisen  und 

6)  durch  die  vier  verschiedenen  Ausgaben  einfachere  Zwecke 
mit  geringerem  Aufwände  befriedigen. 

Der  Kundige  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  wie  sehr  durch 
die  Erfüllung  der  vorhergehenden  Bedingungen  allen  den  Anforde- 
rungen genagt  und  entsprochen  wird^  welche  !:!)an  in  jetziger  Zeit 
an  Logarithmentalelu  zu  stellen  gewohnt  ist.  Welche  Einrichtun- 
gen der  einsichtsvolle  Herr  Herausgeber  aber  getroffen  hat,  um 
allen  diesen  Erfordernissen  zu  genügen,  kann  natürlich  an  diesem 
Orte  nicht  ausführlich  dargethan,  und  mus8  in  dem  Werke  seibat 
weiter  nachgesehen  werden.  Fragt  man  uns  aber  nach  unserem 
Urtheil,  ob  den  in  Rede  stehenden  Anforderungen  in  diesen  Ta- 
feln auch  wirklich  entsprochen  worden  sei,  so  beantworten  wir 
diese  Frage  mit  Ja!  und  fügen  hinzu,  dass  diese  Einrichtungen 
keineswegs  in  Weitläufigkeiten  führen,  sondern  uns  überall  im 
Ganzen  einfach  und  zweckmässig  erschienen  sind,  wobei  ausserdem 
noch  hervorgehoben  werden  mag,  dass  die  Interpolationstafel  Nr.  HL 
diesen  Tafeln  vorzugsweise  eigenthürolich  ist. 

Was  nun  die  äussere  Ausstattung  betrifft,  so  übertreffen  nach 
unserer  Meinung  in  Bezug  auf  Papier,  Druck  und  Zweckmässig- 
keit xles  Formats  diese  Tafeln  die  meisten  bisher  in  Deutschland 
erschienenen  Tafel n,  so  verdienstlich  auch  viele  derselben  -^  na- 
mentlich die  in  agilen  Beziehungen  trefflichen  Arbeiten  von  ßra- 
miker  — sind,  wie  wir  bei  unseren  früheren  Anzeigen  solcher  Ta- 
fein überall,  wo  es  uns  das  Verdienst  zu  fordern  schien»  gehüJirend 
und  mit  wärmster  Anerkennung  hervorzuheben  uns  bemühet  iiaben. 
Gaaz  besonders  dem  Auge  wohltbuend   erscheinen  una  in  dieaen 
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neuen  Tafeln  die  äusserst  schön  und  schart'  geschnittenen  Ziffern, 
i(velche  sich  in  ihrer  Form  am  meisten  den  Ziffern  in  den  berühmten 
und  höchst  seltenen,  eben  deshalb  viel  gesuchten,  auf  ganz  unver- 
wOstlichem  Papier  gedruckten  Tab I es  of  Logarithms.  By  Wil- 
liam Gardiner.  London.  1742.  4^.,  die  wir  bei  dieser  Anzeige 
»ir  Vergleichung  vor  uns  liegen  haben ,  nähern  dürften.  CJeber- 
haupt  können  sich  diese  neuen  Tafeln  rücksichtlich  ihrer  äusseren 
Ausstattung  den  besten  Productionen  der  englischen  uncl  französi- 
schen Presse  dieser  Art  nicht  bloss  unl>edingt  an  die  Seite  stellen, 
«ondern  übertreffen  dieselben  selbst  noch  in  vielen  Beziehungen, 
so  dass  die  OfGcin  der  Herren  F.  Vieweg  und  Sohn  jedenfalls 
für  dieses  dem  deutschen  Vaterlande,  dem  Auslande  gegenüber, 
so  viel  Ehre  machende  typographische  Werk  den  wärmsten  Dank 
jedes  Vaterlandsfreundes  verdient. 

Der  Preis  von  l  Thaler  22  V2  Groschen  für  ein  solches  Werk 
ist  so  ausserordentlich  niedrig  gestellt,  dass  es  uns  in  der  That 
unbegreiflich  ist,  wie  dafür  die  Herstellung  möglich  gewesen  sein 
kann,  namentlich  gegenüber  den  hohen  Preisen  der  englischen 
und  französischen  Tafeln  von  gleichem  Umfange.  Ausserdem 
kann  auch  Tafel  1.,  Tafel  1.  und  IL,  Tafel  lÜ.  separat  zu  dem 
Preise  von  beziehungsweise  20  Groschen,  1  Thaler  TVa  Gro- 
schen, 15  Groschen  bezogen  werden,  was  auch  eine  überaus 
zweckmässige,  mit  besonderem  Danke  aufzunehmende  Einrich- 
tung ist. 

Endlich  sind  diese  Tafeln  auch  auf  meergrünem  Papier  ge- 
druckt ganz  zu  den  nämlichen  Preisen  zu  erhalten.  Da  wir  ein 
solches  Exemplar  nicht  zu  sehen  Gelegenheit  gehabt  haben,  so 
können  wir  ein  Urtheil  darüber  nicht  abgeben,  zweifeln  aber  nicht 
an  der  Zweckmässigkeit  eines  solchen  Papiers  namentlich  fSr 
schwache  Augen.  Sollte  sich  uns  Gelegenheit  darbieten,  ein  sol- 
ches Exemplar  zu  Gesicht  zu  bekommen,  so  werden  wir  nicht 
unterlassen,  darüber  nachträglich  zu  berichten,  da  uns  selbst  viel 
daran  liegt,  diesen  schönen  Tafeln  möglichst  allgemeinen  Ein- 
gang zu  verschaffen.  Die  ziemlich  theuren  englischen  Tafeln  von 
Shortrede  sind  auch  auf  solches  meergrüne  Papier  gedruckt, 
uns  aber  bis  jetzt  auch  nicht  aus  eigener  Ansicht  genauer  be- 
kannt geworden. 

Herausgeber  und  Verleger  haben  hier  allen  billigen  Wünschen 
in  ausgezeichneter  Weise  entsprochen,  und  ein  Werk  geliefert, 
weiches  der  deutschen  mathematischen  Literatur  wahrhaft  Ehre 
macht;  möge  dasselbe  daher  die  Anerkennung,  welche  es  so  sehr 
verdient,  in  vollstem  Maasse  finden,  und  sich  recht  bald  nament- 
lich auch  den  Weg  in  die  Lehranstalten  bahnen.    Tragen  die  vor- 
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stehendeu  Worte  dazu  Einiges  bei,  so  habe»  sie  ihren  Zw^ck 
erfällt.  Wir  haben  freilich  jetzt  f^chou  eine  ziemlich  grosse  An- 
zahl sehr  schöner  Logarithmen  -  Tafeln ;  indess  sind  die  eigen- 
tbümliohen  Vorzuge  der  vorliegenden  wohl  geeignet,  denselben  eine 
glückliche  Zukunft  zu  versprechen. 


Geometrie 

Das  Pri.smatoid.  Eine  Erweiterung  der  elementa- 
ren Stereometrie  von  Theodor  WMttstein,  Professor 
an  der  k.  Generalstabs-Akadeniie  u.  s.  w.  in  Hannover. 
Hannover.     Hahn.     1860.     4. 

Durch  die  Einführung  des  Prisniatoids,  einer  viele  andere 
unter  sich  fassenden  neuen  Kürperform ,  hat  Herr  Professor 
Wittstein  sich  jedenfalls  ein  Verdienst  um  die  Stereometrie, 
namentlich  auch  um  den  Unterricht  in  derselben  erworben,  wel- 
ches von  Niemand  lebhafter  als  von  dem  unterzeichneten  er- 
kannt werden  kann.  «Tedenfalls  wurden  wir  uns  bemühen,  auch 
durch  Vermittelung  des  Archivs  diesen  neuen  Körper  in  die  Wis- 
senschaft einzuführen,  und  schon  hier  die  Leser  näher  mit  dem- 
selben bekannt  zu  machen,  wenn  wir  nicht  so  glücklich  wären, 
einen  von  Herrn  Professor  Bretschneider  in  Gotha  uns> gütigst 
mitgetheilten  Aufsatz  über  diesen  Körper  in  dem  vorliegenden  Hefte 
(S.  18.)  zur  Kenntiiiss  unserer  Leser  bringen  zu  können,  welcher, 
bei  eigenthümiicher  Behandlung  des  Gegenstandes,  allen  vorher  yon 
uns  näher  bezeichneten  Zwecken  vollständig  entspricht.  Dabei 
bemerken  wir  aber  ausdrücklich,  dass  die  obige  Schrift  an  sich 
keineswegs '  unbeachtet  gelassen  werden  darf,  wäre  es  auch  nur 
wegen  der  interessanten  Behandlung  einer  ziemlich  grossen  An- 
zahl anderer,  auch  krunimflächiger  Körper  mittelst  des  Prismatoids. 
Wir  wünschen  sehr^  dass  dieser  neue  Körper  recht  bald  die  all- 
gemeinste Aufnahme  in  die  Lehrbücher  der  Stereometrie  finden 
möge. 

Abhandlung  über  die  verschiedenen  Projections- 
arten  im  Allgemeinen  und  die  axonometrischen  und 
parall  elperspectivischen  im  Besondern  von  Professor 
G.  Delabar,  Conrector  der  Kantonsschule  in  St  Gallen. 
Mit  4  Figurentafeln.  St.  Gallen.  Scheitler  und  Zolli- 
kofer.     1860.    4. 

Der  Herr   Verfassser   bat   in  dieser  namentlich  von  Lehrern 
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an  Realscbalen  und  ähnlichen  Lehranstalten  zu  beachtenden  Schrift, 
nach  einer  Charakterisimng  der  verschiedenen  Projectionsarteii 
im  Aii^i^em einen,  eine  ausführliche  und  einstehende  Theorie  der 
Parallelperspective  s^eliefert,  und  hat  Mch  dabei  weder  einer  rein 
geometrischen,  noch  rein  analytischen,  sondern  im  vorliegenden 
Falle  ganz  zweckmässig  einer  gemischten,  algebraisch -geometri- 
schen Methode  bedient.  Er  erläutert  zuerst  wieder  die  Paruliel- 
perspective  im  Allgemeinen  in  Verbindung  mit  den  allgemeinen 
wissenschaftlichen  Grundlagen  der  zu  entwickelnden  ferneren 
Theorie,  und  theilt  diese  letztere  dann  in  zwei  Hauptabschnitte, 
nämlich : 

A.  Die  orthographisch  axonometrischen  und  parallelperspecti- 
vischen  Projectionen  im  Allgemeinen; 

B.  Die  klinographiscbe   Parallelperspective. 

In  A.  werden  abgesoniiert  betrachtet: 

a)  Die  orthographisch  anisometrische  Projection. 
ß)  Die  orthographisch   raonodimetriscfae  Projection. 
Y)  Die  orthographisch    isometrische  Projection. 

Für  diese  drei  Projeetionsarten  werden  sowohl  die  allgemei- 
nen Grundlagen  sehr  deutlich  entwickelt,  und  dann  wird  ferner  die 
Aufgabe  noch  mehr  zu  vereinfachen  und  dem  Geiste  der  darstellen- 
den Geometrie  noch  mehr  anzupassen  versucht,  wobei  hervorzuheben 
ist,  dass  die  Verbindung;,  in  welche  die  Theorie  der  Projectionen 
mit  der  descriptiven  Geometrie  in  dieser  Schrift  gebracht  wird, 
zu  den  besonderen  Eigenthümlichkeiten  derselben  gehört. 

Unter  B.  lindeh  wir  wieder: 

ä)  Die  künographisch  anisometrische  Projectionsart. 
ß)  Die  klinographisch  monodimetrische  Projectionsart. 
y)  Die  klinographisch  isometrische  Projectionsart. 

Der  letzte  Abschnitt  C.  hat  die  Erörterung  der  Frage  zum 
Gegenstande,  ob  es  nicht  noch  einen  einfacheren  Weg  als  die  im 
Vorhergehenden  betrachteten  axonometrischen  Projeetionsarten 
zur  Lösung  der  Aufgabe  der  Parallelperspective  giebt. 

Wir  bedauern,  dass  die  Beschränktheit  des  Raums  uns  ge- 
bietet» uns  mit  dieser  Angabe  des  Hauptinhalts  der  vorliegenden, 
jedenfalls  recht  sehr  beacbtenswerthen  Schrift  zu  begnügen.  Die 
£ntwickelung  ist  eine  völlig  methodische  und  die  Schrift  hat  we- 
nigstens uns  auch  dadurch  besonders  angesprochen,  dass  sie 
äbet^ll  die  Hauptgesichtspunkte ,    auf  die  es  ankommt,   deutlich 
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und  bestimmt  hervorhebt/  so  dass  man  nicht  in  Gefahr  kommt^ 
den  Faden  zu  verlieren,  wie  dies  bei  einer  weniger  methodischen 
Behandlung,  wie  man  sie  in  anderen  Schriften  von  ähnlicher  Ten- 
denz nicht  selten  antrifft,  bei  diesen  Dingen  nur  zu  leicht  mög- 
lich ist. 

Wir  empfehlen  also  diese  Schrift  den  Lehrern  an  allen  dep 
Lehranstalten,  wo  die  Schfiler  in  den  verschiedenen  Methoden 
der  graphischen  Darstellung  körperlicher  Gegenstände  auf  einer 
Ebene  unterrichtet  und  gefibt  werden,  nochmals  recht  sehr  zur 
Beachtung. 

Die  Stereotomie  (Lehre  vom  Kurperschnitte)  ent- 
haltend: Die  Anwendungen  der  darstellenden  Geome- 
trie auf  die  Schattenlehre,  Linearperspective,  Gno- 
monik,  den  Steinschnitt  und  die  Uolzverbindungen, 
mit  einem  Atlas  von  74  Tafeln  in  gr.  Folio,  von  Leroy, 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  etc. 
Uebersetzt  von  Kauffmann,  Professor  am  Gymnasium 
in  Stuttgart.  Neue  Ausgabe,  unter  der  Presse.  In 
t)  Lieferungen,     ä  22*/j  Sgr.     Ad.  Becher  in  Stuttgart. 

Dieses  Werk,  von  welchem  in  neuester  Zeit  eine  zweite  Aus- 
gabe erschienen  ist,  wurde  von  dem  Verfasser  ausgearbeitet  als 
eine  praktische  Fortsetzung  seiner  darstellenden  Geometrie.  Wenn 
die  Anwendungen  dieser  Wissenschaft  auf  die  Schattenlehre  und 
Linearperspektive  für  höhere  technische  Schulanstalten  beim  Un- 
terricht im  technischen  und  Linearzeichnen  vorzugsweise  Werth 
haben,  so  eignet  sich  dagegen  die  Lehre  vom  Steinschnitt  und 
von  den  Uolzverbindungen  mehr  für  diejenigen,  welchen  im  Bau- 
oder Ingenieurfach  die  praktische  Ausführung  solcher  Constructio- 
nen  oiiliegt  Es  ist  in  der  Tbat  aligemein  anerkannt  und  durch 
die  Erfahrung  bestätigt,  dass  auf  die  theoretischen  Lehren,  wie 
sie  in  einem  Cursus  über  descriptive  Geometrie  gegeben  werden, 
nicht  leicht  eine  vortheilhaftere  und  mehr  notebringende  Anwen- 
dung folgen  kann,  als  die  Construktionen  der  Schattenlehre  und 
Linearperspektive.  Obiges  Werk  enthält  in  ersterer  Beziehung 
als  Beispiele  mehrere  Rotationskörper  in  Form  von  Vasen,  einen 
jonischen  Säulenfuss,  ein  dorisches  Capital  und  verschiedene 
Schrauben.  Die  perspektivischen  Zeichnungen  umfassen  die  Kreis- 
projektionen ,  an  weiche  sich  wichtige  Lehren  der  neueren  Geo- 
ntetrie  anknüpfen  lassen,  Zeichnungen  von  Gewölben,  Säulengän- 
gen; hierauf  folgt  die  mehr  der  Theorie  angehörige  perspektivische 
Zeichnung  des   Wnlats  (tore);  den   Bescbluss  dieser  Abtheilung 
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machen  verschiedene  Aufnahmen  von  GegenständeD»  bei  welchen 
diß  Schlagschatten  angegeben  sind :  Vasen ,  Säulen  und  Säulen- 
gänge. 

Einen  grossen  Reichthuni  von  Beispielen  zur  Lehre  vom  Stein- 
schnitt bietet  die  Stereotomie  von  Leroy  dar,  wie  sie  wohl  nicht 
leicht  ein  ähnliches  Werk  von  gleichem  Umfang  enthalten  durfte. 
Man  findet  darin  eine  Anzahl  von  Darstellungen  schräger  Ein« 
und  Durchgänge  bei  cylindrischen,  kugelförmigen,  Tonnen- Gewül- 
ben,  -den  Marseiller  Bogen,  elliptische,  ellipsoidische  Tonnen-, 
Kreuz*  und  Klostergewölbe,  Kugel-,  und  IVompen- Gewölbe; 
kreisförmige  Treppen,  Spindeltreppen,  Treppen  mit|  Schrauben- 
gewöibe.  Bei  den  Holzverbindungen  sind  viele  Construktionen 
von  Dachstühlen  und  hölzernen  Treppen  gegeben. 

Wenn  wir  die  Aufmerksamkeit  von  Lehrern  und  Schülern  an 
polytechnischen  Instituten,  von  Architekten,  Ingenieuren  auf  dieses 
gediegene  Werk  lenken,  so  geschieht  diess  hauptsächlich  darum, 
weil  dasselbe  sich  noch  keineswegs  derjenigen  Verbreitung  in 
Deutschland  erfreut,  welche  es  verdient,  und  weil  uns  kein  zwei- 
tes deutsches  Werk  bekannt  ist,  welches  wir  als  einen  Ersatz 
dafür  anführen  könnten,  und  das  bei  gleichem  Umfang  und  Preis 
denselben  Gehalt  und  praktischen  Werth  hätte.         Dr.  Böklen. 


A  s  t  r  0  II  0  in  L  e. 

Grosse  Sonnen  finsterniss  vom  18.  Juli  1860.  (M.  s. 
Literar.  Ber.  Nr.  CXL.  S.  4). 

Die  kaiserlich -russische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Pe- 
tersburg, stets  bemüht,  die  exacten  Wissenschaften  nach  allen 
möglichen  Seiten  und  Richtungen  hin  zu  fördern,  hatte  zur  Beob- 
achtung der  grossen  Sonntinsterniss  vom  18.  Juli  1860  eine  Ex- 
pedition nach  Spanien  gesandt,  und  konnte  diese  Mission  in 
keine  besseren  Hände  legen,  als  in  die  der  beiden  trefiflichen 
Astronomen  der  Pulkowa'er  Haupt- Sternwarte,  der  Herren  Otto 
Struve  und  Dr.  Win  necke.  Der  von  dem  Ersteren  der  kai- 
serlichen Akademie  erstattete 


„Bericht  über  die   Beobach  tung  der  totalen    Son- 
nenfinsterniss  vom  6.(18.)  Juli,  von  Otto  Struve." 


wenn  derselbe  auch  für  jetzt  nur  als  ein  vorläufiger  zu  lietrachten 
ist,   ist  dessungeachtet  so   interessant   und   nach  unserer   Ueber- 


UfernriSL'her  ßericfit  CXU.  9 

zeu&;ung  so  wichtig,  dass  er  in  diesen  literarischen  Berichten  aus- 
führlicher besprochen  zu  werden  verdient. 

Herr  Otto   Struve  hatte  mit  dem   Director   der  Sternwarte 
in  Greenwich,  Herrn  Airy,  die  Uebereinkunt't  getroffen,  die  Fin- 
sterniss  gemeinschaftlich  zu  beobachten,  und  täuscht  sich  gewiss 
nicht,   wenn   er  der  Meinung  ist,   dass    dieses   Uebereinkommen, 
wesentlich   dazu   beigetragen  hat,   das   Interesse  für  diese  Beob- 
achtung zu  beleben   und  die  iVlittel  zur  erfolgreichen  Losung  der 
Aufgabe  zu   vermehren.     Auf  Airy's   Antrag  jstellte  demzufolge 
die  brittische  Admiralität  mit  grosster  Liberalität  einen  der  schön- 
sten  und   grössten   Dampfer,  den   Himalaya,   zur  Disposition  der 
Sonneniinsterniss- Expedition  und  autorisirte  Herrn  Airy,  so  vielen 
Astronomen  und  Liebhabern  der  Astronomie,  als  das  Schiff  bequem 
beherbergen  konnte,  Plätze  auf  demselben  anzuweisen.    Der  7.  Juli 
war  zum  Abgang  des  Himalaya  angesetzt  und  Abends   zuvor  hat- 
ten sich  alle  Theiinehmer  mit  ihren  Instrumenten  in  Plymouth  ein- 
zuGnden.    So  bald  die  Anker  gelichtet  und  Ruhe  auf  dem  Schiffe 
eingetreten  war,  wurde  unter  Airy's  Vorsitz  in  aller  Form  Astrono- 
misches Conseil  gehalten.    Der  Namensaufruf  ergab  51  Beobacli* 
ter  an  Bord.    Unter  den  Engländern  befanden  sich  die  allgemein 
bekannten   und   hochgeachteten  Namen:   Airy,  Lassei,   De  la 
Rue,  Grant,    Capt,   Jacob    u.  s.  w.     Von    Ausländern    waren 
an  Bord:  die  beiden  trefflichen  russischen  Astronomen  O.  Struve 
und  Dr.  Win  necke  mit  dem  in  Pulkowa  sich  ausbildenden  por- 
tugiesischen Astronomen  Com  und  Professor  Dr.  Lindeloef  aus 
Helsingfors;  ferner  die  trefflichen  schwedischen  und  norwegischen 
Astronomen:  Lindhagen  aus  Stockholm,  Möller  aus  Lund  und 
Fearnlev  aus  Christiania.     Nach  dem  in  diesem  astronomischen 
Conseil  entworfenen  Plane  theilte  sich  die  auf  dem  Himalaya  be- 
findliche Gesellschaft  in  zwei  Hauptsectionen,  von  denen  die  eine 
in  Bilbao,  die  andere  in  Santander  zu  landen   hatte.    Die  Pulko- 
waer  Astronomen  gehörten  der  ersten  Seotion  an.     Am  9.  Juli  früh 
Morgens  kam  da%  Schiff  nach   einer  angenehmen  Fahrt  auf  der 
Rhede  von  Portugalete,  dem  Hafenorte  von  Bilbao,  an,  wo  der  Hi- 
malaya nur  auf  wenige  Stunden  Anker  warf,  um  noch  an  demsel- 
ben Tage  die  andere  Section  nach  Santander  zu  führen,  indem  ein 
kleineres  Dampfboot  die  erste  Section  rasch  nach  Bilbao  brachte. 
Wesentlich"  unterstützt    ward   die    Expedition    in    ihren    Arbeiten 
durch  den  Ingenieur  Herrn  Vignoles;  durch  Herrn  Don  Cipriano 
Montesino,  einen  Neffen  Espartero's,  gegenwärtig  einen  der 
Hauptunternehmer  der  Eisenbahnen  in  Spanien;  ferner  durch  den 
deutschen   Ingenieur  Herrn   C.  Weiter,  ehemaligen  Schüler  der 
polytechnischen   Schule    in    Carlsruhe   und    daher    mit    tüchtigen 
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Kenntuiaseii  in  Mathematik  und  Geodäsie  ausgerüstet;  und  durch 
mehrere  Andere,  so  dass  in  dieser  Beziehung  nichts  zu  wün- 
schen übrig  blieb.  Ihren  Standpunkt  wählte  die  russische  Expe- 
dition bei  Pobes^  einem  armseligen,  nur  aus  wenigen  Häusern 
bestehenden  Dörfchen  zwischen  den  Städten  Ordunna  und  Miranda, 
das  aber  durch  seine  Lage  sehr  günstige  Bedingungen  fär  die 
Beobachtungen  darbot. 

Der  Morgen  des  18.  Juli  brach  unter  sehr  ungünstigen  Au- 
spicien  an ;  aber  um  Mittag  klärte  sich  der  Himmel  auf  und  ge- 
gen 2  Uhr  wurde  die  erste  äussere  Berührung  der  Ränder  der 
beiden  Himmelskörper  mit  .grösster  Schärfe  beobachtet.  Von  da 
an  blieb  es  ununterbrochen  klar  bis  zum  Ende  der  V^erfinsterung 
überhaupt;  kaum  aber  war  das  Austreten  des  Mondes  aus  der 
Sonnenscheibe  beobachtet,  so  bezog  sich  der  Himmel  wieder  mit 
Wolken,  und  am  Abende  war  es  so  dunkel,  dass  kein  Stern  ge- 
sehen werden  konnte.  Ganz  ähnliche  meteorologische  Vorgänge 
hat  Herr  O.  Struve  merkwürdigerweise  auch  1842  in  Lipezk  und 
1851  in  Lomza  beobachtet.  Der  Erfolg  war  ein  in  allen  Beziehun- 
gen überaus  günstiger  und  zufriedenstellender. 

Das  Detail  der  Beobachtungen  behält  Herr  O.  Struve  seinem 
späteren  ausführlichen  Berichte  vor,  und  stellt  hier  nur  die  we. 
sentlichsten  Resultate,  so  weit  sie  sich  aus  den  gegenwärtig  nur 
unvollständig  vorliegenden  Beobachtungen  ziehen  fassen,  zusammen. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  bei  Weitem  von  den  meisten  Astro- 
nomen getheilte  Ansicht,  dass  die  während  totaler  -Sonneufinster<» 
nisse  beobachteten  rothen  Vorsprünge  integrirende  Theile  der 
Photospbäre  der  Sonne  sind,  ihren  kräftigsten  Stützpunkt  in  Herrn 
O.  Struve's  1851  in  Lomza  angestellten  Messungen  hat.  Be- 
kanntlich hat  sich  hiergegen  eine  andere  Ansicht  einige  Geltung 
zu  verschaffen  gesucht,  die  wir  in  unseren  beiden  früheren  Be- 
richten (Literar.  Ber.  JNr.  CXXXIX.  und  CXL.)  hinreichend  be- 
sprochen und  als  von  den  gewichtigsten  Ai^toritäten  jetzt 
allgemein  verworfen  nachgewiesen  haben.  Hiezu  kommt  nun 
jetzt  noch  die  neue  sehr  viel  wiegende  Autorität  in  den  von  Herrn 
O«  Struve  aus  seinen  Beobachtungen  gezogenen  Resultaten, 
woifüber  dieser  treffliche  Astronom  sich  auf  folgende  Art  ausspricht: 

„Es  lag  uns  besonders  daran,  über  diesen  Punkt"^) 
vollkoniiiieiie  Clewlsslieit  zu  erlangen,  und  ich  freue 
mich,  der  Akademie  melden  zu  können,  dass   die  von 


')  Dass  näinlicli   die    i'rotiibecanzen    lediglich    der   Sonne  angehören 
und  integrirende  Theile  ihrer  Photosphäre  sind. 


J 
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vertretene  Ansiebt  durch    die  jetzt   angeBtellten 
)bachtungen  dher  alle  Zwei  Tel  erhobentst,  und  von 

„ALS    ASTRONOMISCHER    LEHRSATZ" 

L^«asteht." 

So  vrSre  denu  auch  durch  diesen  ausgezeichneten  Beobachter 
und  trefflichen  Astronomen,  der  schnn  früher  zviei  Mal  ähnlichen 
Beobachtungen  eich  mit  dem  grünsten  Eiter  und  schönsten  Erfolg 
geividmet  hat,  die  obige  Ansicht  zu  völliger  (ienissheit  erhoben 
und  damit  die  völlige  Nicbtißikeil  jeder  anderen  nachgewiesen. 
Einerseils  nämlich,  —  sagt  Herr  O.Struve,  --  habenllJr.  Win- 
necke's  Beobachtungen  die  stelige  abnähme  in  der  U3he  der 
Protnberanzen  auf  der  Ostseite  des  Mondes  und  die  nieinigen 
ihr  Anviachsen  auf  der  Westseite  dargetban,  andererseits  haben 
Airy's  Benbachtungen  nachgewiesen,  dass  die  VorsprGnge, 
»eiche  eich  in  den  um  90"  von  der  Richtung  der  Mondbewegiing 
abstehenden  Punkten  des  Mondrando»  besondere  glänzend  zeig- 
ten, bei  unveränderter  Hübe  solchen  Winkelvernnderungen  in  Be- 
zug auf  das  Mondcentruni  unterworfen  waren,  wie  sie  sich 
erzeugen  III uasten,  nenn  dieselben  der  Sonne  ungehOr- 
ten.  Diese  Beobachtungen  haben  feroer  eine  glänzende  oder  viel- 
mehr augenscheinliche  Bestätigung  erhalten  durch  zwei  Phologra- 
phieen,  die  Herrn  üe  la  Rue  am  Anfang  und  Ende  der  totalen 
Verflnslerung  zu  nehmen  gelungen  ist.  Ua  die«e  inlereesanlen 
Photograph ieen  sehr  bald  durch  den  Druck  vervielfältigt  werden 
sollen,  so  wird  dadurch  jeder  Astronom  in  den  Siand  gesetzt 
werden,  sich  von  der  Richtigkeit  der  gewonnenen  Resultate  selbst 
zu  überzeugen. 

Auch  die  besondere  von  russischen  Astronomen  vertretene 
Aneicht,  dass  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen  den  Protube- 
raiizen  und  den  Sonnenßecken  besteht,  hat  durch  diese  JSonnen- 
Gnsterniss  wesentlich  an  Consielenz  gewonnen,  wie  dies  Herr 
O.  Struve  In  seinem  Berichte  lür  Jeden,  der  Augen  bat  £u  üebe» 
und  Ohren  um  zu  huren,  in  der  deutlichsten  und  anschaulichsten 
Weise  darlegt. 

Heber  die  Natur  der  Corona  wird  bnffentlich  aus  der  Verei- 
nigung und  Vergleichung  der  auf  den  verschiedenen  Stationen 
aogeetellten  Beobachtungen  mehr  Licht  verbreitet  werden.  Bis 
jetzt  scheint  Herrn  O.  Strnve  das  Eine  leslzuslehen ,  dass 
dieselbe  wesentlich  durch  terrestrische  Bedingungen,  speciell 
durch  den  Zustand  unserer  Atmosphäre  modificirt  wird,  welchem 
Himmelskörper  auch  die  Corona  angehören  mag. 
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Des  Weiteren  wegen  niiissen  wir  auT  den  höchst  interessan- 
ten Bericht  selbst  verweisen,  indem  wir  Herrn  Otto  iStruve 
rar  denselben  im  Namen  der  Wissenschaft  unseren  wärmsten  Dank 
abstatten. 

Es  gehören  also  ein  für  alle  Mal  die  Protaberan- 
zen  unbedingt  der  Sonne  an,  und  die  völlige  Nichtigkeit 
der  in  allen  ihren  Theilen  an  sich  schon  überaus  schwachen  so- 
genannten optischen  Theorie  ist  auch  durch  diese  Beobachtungen 
eines  der  ausgezeichnetsten  Astronomen  mit  völliger  Evidenz  nach- 
gewiesen.  Dass  auch  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten der  grösste  Dank  gebührt,  dass  sie  zu  diesen  trefflichen  Beob- 
achtungen die  nächste  und  unmittelbarste  Veranlassung  gegeben 
hat,  versteht  sich  von  selbst.  Grunert 


Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  k.  k.  Stern  warte.  Dritter  Folge  neunter  Band.  Jahr- 
gang 1859.     Wien  1860.    8. 

Der  achte  Band  der  dritteti  Folge  dieser  Annalen,  deren  so  sehr 
regelmässiges  Erscheinen  zugleich  ein  sehr  rühmliches  Zeugniss 
von  dem  regelmässig<*n  und  ununterbrochenen,  planniässig  geord- 
neten Fortgange  der  Arbeiten  auf  der  Wiener  Sternwarte  liefert, 
wie  wir  schon  öfters  hervorzuheben  uns  erlaubt  haben,  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CXXVIII.  S.  3.  von  uns  angezeigt  worden.  Der 
vorliegende  neunte  Band  der  dritten  Folge  enthält  zuerst  die  Beob- 
achtungen am  Meridiankreise  aus  den  Jahren  T857  und  1858, 
angestellt  von  Herrn  All^.  Diese  ßeobachtiini^en  fielen  noch  in 
eine  Periode  von  Versuchen,  iu  welchen  die  in  den  beiden  vor- 
hergehenden Jahrgängen  besprochene  Einrichtung  lichter  Linien 
im  dunklen  Felde  veranlasste,  und  bedurften  hauptsächlich  des- 
halb einer  umständlicheren  Erläuterung  der  Veränderungen,  welche 
nach  und  nach  in  den  Correctionen  der  Instrumente  nöthig  wur- 
den. Diese  Erläuterungen  sind  in  der  Einleitung  vollständig  und 
in  lehrreicher  Weise  gegeben.  Hieran  schliessen  sich  die  Plane- 
ten- und  Cometen- Beobachtungen  am  Refractor  in  den  Jahren 
1856  bis  1859  (Juli),  angestellt  von  Herrn  Dr.  Hörnst  ein.  Un- 
ter den  Cometen  spielt  natürlich  der  Donati'sche  Comet  (1858.  V.) 
eine  besondere  Rolle,  und  wir  machen  die  Leser  hauptsächlich 
aufmerksam  auf  die  interessanten  Bemerkungen  über  die  physische 
Beschaffenheit  dieses  Weltkörpers  S.  177— S.  182.  Nun  folgen 
die  Zonenbeobachtungen  am  Mittagsrohre,  welche   wie  früher 
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Herrtl  Oeltzen  anvertraut  waren.  Den  Schiuss  machen,  nebst 
einigen  Reductiontitareln,  die  Meteorologischen  Beobach- 
tungen vom  Jahre  1858. 

Ganz  besonders  erfreulich  ist  es  uns  gewesen^  dass  die  über- 
^us  verdienstliche  Pubiication  der  älteren  meteorologischen  Beob- 
achtungen, auf  welche  wir  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVIIl. 
S.  4.  als  ein  besonders  wichtiges  Unternehmen  uns  hinzuweisen 
erlaubt  haben,  nun  wirklich  begonnen  hat,  indem  mit  dem  vor» 
stehenden  Bande  der  Annalen  zugleich  der  erste  Band  dieser 
älteren  nteteorologischen  Beobachtungen  unter  folgendem  Titel 
ausgegeben  worden  ist: 

Meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.k.  Stern, 
warte  in  Wien  von  1775  bis  1855.  Auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director,  und 
Carl  Horiistein,  Adjunct  der  Sternwarte.  Erster  Band. 
1775-1796. 

Wie  wichtig  diese  Veröffentlichung  älterer  meteorologischer 
Beobachtungen,  welche  den  langen  Zeitraum  von  81  Jahren  um- 
fassen, ist,  und  wie  dankbar  dafd'r  die  Wissenschaft  den  Herren 
Herausgebern  sein  muss,  brauchen  wir  nicht  weitläuGger  aus  ein- 
ander zu  setzen,  und  müssen,  der  Beschränktheit  des  Raums  we- 
gen, auch  riicksichtlich  aller  Punkte,  welche  in  Betreff  dieser 
Beobachtungen  eine  besondere  Erörterung  bedürfen  möchten,  auf 
die  ausführliche,  vielfach  interessante  und  lehrreiche  Einleitung 
2\\  denselben  verweisen. 


Physik. 

Variationen  der  Declination  der  Magnetnadel,  be- 
obachtet in  Krakau.  Von  Dr.  Max  Weisse,  Director 
der  k.  k.  Sternwarte  in  Krakau.     W^ien.  1859.     4. 

Diese  sehr  verdienstlichen,  mit  dem  grössten  Fleisse  und,  so 
weit  es  irgend  die  Verhältnisse  gestatteten,  ohne  Unterbrechung 
angestellten,  in  der  vorliegenden  Schrift  mit  grosser  Vollständig- 
keit und  Umsicht  mitgetheilten  Beobachtungen  der  Variationen 
der  Declination  der  Magnetnadel  umfassen  den  langen  Zeitraum 
von  1839 — 1856,  und  lassen  ,die  Beharrlichkeit,  mit  welcher  dabei 
verfahren  worden  ist,  lebhaft  bewundern.  Auf  S.  3 — S.  7.  ist  eine 
kurze  Geschichte  der  Beobachtungen  in  Verbindung  mit  mehreren 
«ehr    verdienstlichen    allgemeinen   Zusammenstellungen   gegeben. 
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Diese  allgemeinen  Zusammenstellungen  betreffen  eine  Uebersicht 
der  Schwankungen  der  Declination  in  verschiedenen  Monaten«  wie 
sie  die  Beobachtungen  im  Mittel  ergeben;  ferner  die  mittleren 
Krakauer  Zeiten,  zu  welchen  das  Maximum  und  Minimum  der 
Declination  in  den  verschiedenen  Monaten  eintrat;  die  jährliche 
Abnahme  der  Declination;  die  Constanten  zur  Ermittelung  der 
absoluten  Declination;  den  merkwürdigen  Gang  der  Declination 
In  den  Monaten  October,  November,  December  1843,  1844,  184Ö; 
Beobachtungen  der  Declination  während  der  Zeit  des  Nordlichts 
am  6.  Februar  1840;  einige  Beobachtungen  der  Inclination  o.  s.  w. 
M5ge  der  verdienstvolle  Herr  Verfasser  in  seinem  ruhmlichen 
Eifer  für  alle  derartige  Beobachtungen,  für  welche  die  Wissen- 
schaft nur  dankbar  sein  kann,  nicht  ermüden! 


Vermischte  Schriften. 

Die  Königliche  Societät  der  Wissenschaften  in  Upsala*), 
gestiftet  im  Jahre  1720,  hat  sich  bekanntlich  durch  die  Heraus- 
gabe ihrer  „Acta"  und  „Nova  Acta",  welche  eine  grosse 
Anzahl  d^r  wichtigsten  Untersuchungen  enthalten,  die  höchsten 
wissenschaftlichen    Verdienste    erworben,    und  erwirbt  sich   die- 


*)  Schweden  besitzt,  ausrser  einet*  nicht  geringen  Anzahl  anderer 
hochvt  achtbarer  wissenschaftlicher  Vereine,  bekanntlich  zwei  grosso, 
weltberühmte  gelehrte  Gesellschaften:  die  Königliche  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Stockholm,  und  die  Königliche  Societät  der  Wis- 
senschaften in  Upsala,  wobei,  was  wenigstens  in  Deutschland  nicht 
allgemein  bekannt  zu  sein  oder  wenigstens  nicht  immer  gehörig  beach- 
tet zu  werden  scheint,  die  Namen  Akademie  (Kongl.  Vetenskaps- 
ÜLkadeipien)  und  Societät  oder  Gesellschaft  (Kongl.  V'etenskaps- 
SlOCietCten)  wohl  von  einander  zu  unterscheiden  und  als  amtliche 
Benennungen  dieser  hohen  gelehrten  Körperschaften  zu  betrachten  sind. 
Der  Herausgeber  hat  es  für  angemessen  gehalten,  dies  hier  einmal  zu 
bemerken,  und  hat  dazu  selbst  eine  gewisse  Verpflichtung  und  Berech- 
tigung, weil  <*«  ihm  vergönnt  ist,  es  sich  als  eine  ganz  besondere  Ehre 
anrechnen  zu  dürfen,  —  vielleicht  in  Folge  einer  U  eher  Schätzung  seiner 
geringen  wissenschaftlichen  Verdienste,  —  sowohl  der  Königlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Stockholm  ,  als  »iich  der  Königlichen  So- 
cietät der  Wissenschaften  in  Upsala  als  Mitglied  anzugehören;  und  wel- 
cher Mathematiker  sollte  dies  nicht,  da  in  Schweden  die  Mathematik 
eine  so  grosse  Anzahl  ihrer  würdigsten  und  trefflichsten  Vertreter  zählt 
und  von  jeher  gezählt  hat,  zugleich  auch  als  allgemeines  Bildangt- 
mittel  der  Jngeod  ganz  unbedingt  and  unangefochten  eine  der  ersten 
Stellen  einnimmt!  « 
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selbeD  fortwährend.  Die  darin  erscheinenden  Arbeiten  werden 
in  lateinischer  oder  französischer  Sprache  publicirt.  Es 
gereicht  uns  zn  ganz  besonderer  Freude,  anzeigen  zu  kiinnen, 
dass  neben  diesen  „Nova  Acta^*  die  Kunigliche  Societiit  von 
dem  Jahre  1860  an  jetzt  noch  ein  zweites  periodisch  erschei- 
nendes Werk  unter  dem  Titel  „Ärsskrift"  herauszugeben  ange- 
fangen hat,  in  weichem  alle  Arbeiten  in  schwedischer  Sprache 
verfasst  sein  werden,  jedenfalls  ein  echt  nationaler  Gedanke,  den 
man  seine  höchste  Achtung  zollen  muss.  Von  diesem  neuen^ 
Werke,  welches  gleichfalls  für  die  Wissenschaft  sehr  wichtig 
zu  werden  verspricht,  liegt  uns  der  erste  Jahrgang  vor  unter 
dem  folgenden  Titel: 

Ärsskrift  utgifven  af  Kongl.  Vetenskaps -Societe- 
ten  i  Upsala.  Första  Irgängen.  Upsala.  C.  A.  Leffler. 
1860.    80. 

Ausser  sechs  anderen  Abhandlungen  historischen  und  natur- 
historischen Inhalts  von  Hammarstrand,  Bonsdorff,  Lillje- 
borg,  Th.  iM.  Fries  (ein  sehr  interessanter  Bericht  über  eine 
im  Jahre  1857  unternommene  Reise  nach  Finnmarken)  und  eini- 
gen literarischen  Anzeigen  von  Werken  aus  dem  Gebiete  der  Zoo- 
logie, enthält  der  vorliegende  Jahrgang  auch  eine  sehr  beachtens- 
werthe  mathematische  Abhandlung  unter  dem  Titel : 

Omarbetning  af  Duhamels  bevis  för  „Principe  des 
vitesses  virtuelles",  af  Akad.  Docenten  H.  Th,  Daug 
(Prisbelönt  af  K.  Vet.-Societeten).    p.  149  — p.  236. 

welche  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  sehr  eropfehien, 
einmal  wegen  der  daria  gegebenen  neuen  Darstellung  des  Duha- 
merschen  Beweises  an  sich,  dann  aber,  und  zwar  ganz  vorzüglich, 
wegen  der  grossen  Anzahl  sehr  lehrreicher  Beispiele  für  die  An- 
wendung des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  der 
Lösung  mechanischer  Probleme.  Je  weniger  solche  Beispiele  in 
den  Lehrbüchern  der  Mechanik  gewöhnlich  vorkommen,  und  je 
wichtiger  dieselben  für  den  Lernenden  sind:  desto  verdienstlicher 
ist  jedenfalls  die  vorliegende  Abhandlung,  und  wir  würden  aus 
dem  angegebenen  Grunde  selbst  eine  Uebersetzung  in's  Deutsche 
oder  in*s  Französische  für  sehr  wünschenswerth  und  verdienstlich 
halten.    Jedenfalls  machen  wir  auf  selbige  besonders  aufmerksam. 

Zugleich  liegt  uns  ein  neuer  Theii  der  „Nova  Acta'^  vor 
unter  dem  Titel: 

Ni>va  Acta  Regiae  Societatis  scientiarum  üpsa- 
liensis.  Serie!  tertiae  Vol.  IL  Fascicalus  posterior. 
1868.    Upsaiiae.    G.  A.  Leffler.    1858.    40. 
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Serie!  tertiae  Vol.  IL  Fa8c.  prior  ist  von  ans  im  Li- 
ter ar.  Ber.  Nr.  CXXVIL  S.5.  angezeigt  worden.  Der  vorlie- 
gende neue  Band  enthält,  ausser  mehreren  anderen  namentlich 
naturhistorischen  Abhandlungen,  nur  eine  in  den  Kreis  des  Ar- 
chiv's  gehörende  Abhandlung,  nämlich : 

Analysis  aequationum  aliquot  functionalium^  quae 
partim  in  theofia  ellipticarum  partimque  dilogarith- 
micarum  magni  sunt  usus,  auctore  Car.  Joh.  D:  Son 
Hill.    p.  391  — p.  405. 

welche  auch  separat  unter  dem  etwas  veränderten  Titel: 

Analysis  aequationum  aliquot  functionaliumy  quae 
partim  in  theoria  ellipticarum  partimque  dilogarith- 
micarum  magni  sunt  usus;  adjecta  est  varia  summatio 
seriei 

32  +  52      72  +  — 

Auctore  Car.  Joh.  D:  Son  Hill.     Upsaliae.     1859.     4^. 

erschienen  ist. 

Herr  Professor  Hill  hat  sich  bekanntlich  schon  durch  andere 
Untersuchungen  über  die  Auflösung  gewisser  allgemeiner  Functio- 
nengleichungen  sehr  verdient  gemacht,  und  beschäftigt  sich  in 
dieser  Abhandlung,  wie  schon  deren  Titel  besagt ,  vorzugsweise 
mit  solchen  Functionengleichungen,  welche  für  die  Theorie  der 
elliptischen  und  der  sogenannten  dilogarithmischen  (s.  weiter  un- 
ten) Functionen  von  Wichtigkeit  sind.  So  sehr  beachtenswerth 
uns  auch  diese  Abhandlung  erscheint,  so  können  wir  doch  auf 
eine  noch  nähere  Angabe  ihres  Inhalts  nicht  eingehen,  theils  der 
Beschränktheit  des  Raums  dieser  literarischen  Berichte  wegen, 
theils  aber  auch  deshalb,  weil  dazu  eine  ziemlich  grosse  Anzahl 
besonderer  Zeichen,  deren  sich  Herr  Professor  Hill  bedient, 
nothig  sein  würde,  die  uns  für  den  Druck  nicht  zu  Gebote  stehen. 
Beachtenswerth  sind  aber  insbesondere  auch  die  nach  verschie* 
denen  Methoden  angestellten  Untersuchungen  über  die  Summe 
der  Reihe 

J^     J__  1        1_ 
32+52      72  +  92     •  •  •  • ' 

welche  als  eine  besondere  Constante  betrachtet  und  durch  \I  oder 
K\n  bezeichnet  wird/  Nach  verschiedenen  Methoden,  die  sich 
zum  Theil  an  Legendre  Exercices  anschliessen,  ergiebt  sich 
übereinstimmend : 
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/=  2^{  9r  er:  ]  ,831931 188354438030. 

In  Verbindung  mit  diesen  Untersuchungen  stehen  auch  die,  ei- 
nen ähnlichen  !^\veck|  \^ie  z.  ß.  die  bekannten  Arbeiten  ubei^  den  so- 
genannten Integral-Logarithmus  verfolgenden  Untersuchungen  über 
verschiedene  aus  der  Integration  hervorgehende  transceodente 
Functionen,  durch  welche  Herr  Professor  Hill  sich  schon  früher 
vielfach  verdient  gemacht  hat;  dahin  gehört  namentlich  die  von 
ihm  Lamma  genannte  und  mit  Ax  bezeichnete  Function,  worun- 
ter die  durch  das  bestimmte  Integral 

/•*  dx  ,„ 
Ax  =J     —  1(1  +  X) 

gegebene  transcendente   Function  zu  verstehen  ist,  welche  er,  in 
Verbindung  mit  den  durch  die  bestimmten  Integrale 

^l(]-i^2xC«+x^),    I     dxKSx)-* 

O  o 

gegebenen  Functionen,  F^nctiones  elementarie  Dilogarith-. 
micae"^)  genannt  hat.     Für  die  Function  Lamma   liegt  uns  eine 
von  demselben    ausgezeichneten    Mathematiker  berechnete,  sehr 
verdienstliche  Tafel  unter  dem  Titel: 

Tabula  functionis  Lamma  ejusque  Deri vatae,  item- 
que  Logarithmi  naturalis  cum  differentiis.  Lundae. 
1859.    40. 

vor,  auf  die  wir  noch  besonders  aufmerksam  machen. 

Sitzungsberichte  der  königl.  Bayerischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  in  München. 

Die  kunigl.  bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Mün- 
chen hat  mit  dem  Jahre  1860  auch  die  Herausgabe  von  Sitzungs- 
berichten über  ihre  Verhandlungen  begonnen,  was  uns  zu  ganz 
besonderer  Freude  gereicht,  und  wofür  wir  dieser  hohen  gelehr- 
ten Körperschaft  im  Namen  der  Wissenschaft  den  wärrasten  Dank 
sagen.  Wir  werden  uns  angelegen  sein  lassen,  auch  von  diesen 
Sitzungsberichten  jederzeit  unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  der- 
selben Anzeigen  in  unseren  literarischen  Berichten  zu  liefern, 
wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  wir  uns  dabei  lediglich 
auf  den  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Ishalt  beschrän* 


*)  M.  8.  Speciinen   exercitii    analy  tici  etc.     Part.  L     Lon- 
dini  Gothornm.     1890.    4^^.     p.  1. 

]  *4> 
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ken  müssen^  wodurch  natärlich  die  Wichtigkeit  des  übrigen  Inhalts 
nicht  im  Geringsten  von  uns  verkannt  wird;  der  uns  knapp  zuge- 
messene Raum  und  der  Zweck  unserer  Zeitschrift  legen  uns  aber 
von  selbst  eine  solche  Beschränkung  auf.  G. 

1860.  Heft  l.  Dieses  erste  Heft,  mit  welchem  die  Reihe 
der  vorliegenden  Sitzungsberichte^  denen  wir  eine  Dauer  bis  auf 
die  spätesten  Zeiten  aufrichtigst  wünschen,  beginnt^  enthält  zuerst 
zwei  interessante  Abhandlungen  meteorologischen  Inhalts  von 
Herrn  C.  Kuhn. 

a)  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Temperaturganges 
zu  Jerusalem.     S.  1 — S.  20. 

b)  üeber  die  Vertheilung  der  Gewitter.    S.  20 — S.36. 

Die  erste  Abhandlung  liefert  einen  sehr  dankenswerthen  Bei- 
trag zur  Meteorologie  des  Orients,  wobei  die  bei  näherer  Unter- 
suchung zu  Vertrauen  berechtigenden  Temperatur- Beobachtungen 
zur  Grundlage  dienten,  welche  von  einem  deutschen  Lehrer,  Herrn 
Palmer,  in  den  Jahren  1847  bis  1855  ,  in  Jerusalem  angestellt 
worden  sind;  diese  Beobachtungen  waren  von  dem  verstorbenen 
Geheim-Rathe  v.  Schubert  bei  dem  Conservatorium  der  k.  Stern- 
warte deponirt,  und  von  Herrn  Conservator  L'amont  mit  bekannt 
ter  Bereitwilligkeit  und  dem  wärmsten  Interesse  für  die  Fort- 
schritte der  ihm  selbst  so  viel  verdankenden  meteorologischen 
Wissenschaft  zur  Benutzung  überlassen  worden.  Rücksichtlich 
der  Resultate  dieser  mit  grossem  Fleisse  und  grosser  Umsicht 
angestellten  Untersuchung  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst 
verweisen. 

Ganz  besonders  machen  wir  unsere  Leser  auf  die  zweite^  auch 
in  allgemein  physikalischer  Rücksicht  wichtige  und  interessante 
Abhandlung  über  die  Vertheilung  der  Gewitter  aufmerksam.  Für 
21  Orte  hat  Herr  Kuhn  die  mittlere  Jahressumme  der  Gewitter, 
so  weit  die  vorliegenden  Beobachtungen  reichten,  bestimmt,  und 
dann  die  Abweichungen  einzelner  Jahre  für  die  Jahre  1844— -1859 
von  diesen  Mittelzahlen  tabellarisch  zusammengestellt.  Daraus  hat 
sich  ergeben,  dass  nur  selten  die  Abweichungen  mehrerer  auf 
einander  folgender  Jahre  ungleiche  Zeichen  haben,  sondern  ge- 
wohnlich mehrere  auf  einander  folgende  Jahre  einen  Ueberschuss, 
andere  ein  Zurückbleiben  unter  dem  Mittel  anzeigen,  so  dass  es 
also  fast  den  Anschein  hat,  als  ob  eine  gewisse  Periodicität  im 
Auftreten  der  Gewitter  während  einer  gewissen  Anzahl  von  Jah- 
ren stattfinde,  eine  Ansicht,  die  Herr  Kuhn  noch  weiter  zu  be- 
gründen sucht.     Findet    nun    aber    eine  langjährige   Periode  im 
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Auftreten  der  Gewitter  nirklich  Statt,  so  kann  eine  derartige  ge- 
selzTnSssi£;e  Vertbeilungstveise,  wie  sie  die  Gewitter  zeigen,  wenn 
man  grössere  Landeeeitrerken  unter  einander  vergleicht,  nicht  ber- 
vorlreten,  wenn  nicht  eine  und  dieselbe  Ursache,  die  ausschliess- 
lich an  der  Erde  und  nicht  in  der  Atmosphlive  wirkt,  angenommen 
werden  kann,  eine  Annahme,  für  welche  auch  andere  Tbatsachen 
sprechen.  Da  nun  bekanntlich,  abgesehen  von  der  Schünbein- 
sehen  Hypothese,  hauptsächlich  zwei  Anschauungsweisen  über 
die  Entstehung  der  Ciewitter  sich  bis  jetzt  gellend  gemacht  ha- 
ben, von  denen  die  erste  die  Quelle  für  die  Gewitterhitdung  ledig- 
lich in  der  Atmosphäre  sucht,  die  zweite  die  eigentliche  Eni- 
stehungsqueile  an  oder  in  der  Erde  zu  suchen  sich  Tür  berechtigt 
hält,  indem  beide  durin  übereinkommen,  dass  die  Bildung  eines 
Gewitters  ohne  die  Anwesenheit  von  Wolken  in  der  Atmosphäre 
nicht  niüglich  ist:  so  wurde  also  in  den  Untersuchungen  des  Herrn 
Verfassers  die  zweite  Ansicht  einen  neuen  wichtigen  Stützpunkt 
finden.  Wegen  des  weiteren  Inhalts  müssen  wir  auf  die  vielfach 
interessante  Abhandlung  selbst  verweisen,  welche  Niemand,  der 
sich  mit  Untersuchungen  über  das  Gewitter  beschäftigt,  unbeach- 
tet lassen  darf. 

Ferner  enthalt  das  vorliegende  Heft  die  Denkrede  des  Herrn 
V.  Martins  auf  den  Mineralogen  J.  F.  L.  Hausmann,  mit  ei- 
nem vollständigen  V^erzeichnisse  der  Schriften  dieses  verdienten 
Gelehrten.     S.57  — S.75. 

Endlich  setzt  Herr  Schünbein  seine  verdienstlichen  ßeiträge 
zur  näheren  Kenntniss  de^  Sauerstoffes  fort.     S.75  —  S.  ül. 

181)0.  Heft  II.  Ausser  mehreren  interessanten  naturhislori- 
schen  Abhandlungen  enthiilt  dieses  Heft  S.  I6Ö  — S.  163.  eine  sehr 
interessante  Mittheihmg  über  ein  Fernrohr  mit  Objecliv  nach  der 
CoDstrucliou  von  Gauss,  ivelches  Herr  Steinjieil  in  seiner 
schon  jetzt  sehr  berühmten  Werkstjitte  hat  construiren  lassen. 
Gauss  hat  bekanntlich  ge>ieigt,  dass  es  möglich  ist,  ein  Objecliv 
zu  construiren,  welches  Strahlen  von  zweierlei  ßrechbarkeit,  und 
zwar  solche,  die  der  Axe  unendlich  nahe  und  solche,  die  am  Rande 
einfallen,  in  aller  Strenge  in  einem  Punkte  vereinigt.  Die  eigen- 
thüroliche  Gestalt  der  Uestandlinsen  dieses  Objectivs ,  welches 
jedenfalls  in  theoretischer  Rücksicht  vor  allen  Übrigen  den  Vorzug 
verdient*),   setzte    aber    bisher   der   Ausführung  desselben  iiir  un- 


*)  Uer  Heran nf^elj er  erlaub!  iiicli  nnf  aeine  niisfuhrliche  llieorelitiebe 
Unleriuchung  itnil  nnuinrliolie  ItcrechniinK  dieies  Objectivs  in  aniiien 
Optlichen  Unlerauchxngen  ThI.  II.  S.  225  — 8,25fi.  : 
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übersteigbar  gehaltene  Hindernisse  entgegen ,  und  aacb  noch 
manche  andere,  —  selbst  theoretische,  —  Bedenken  machten  sieb 
geltend.  Sehr  erfreulich  und  wichtig  ist  es  daher,  zu  erfahren, 
dass  Herr  Steinheil  durch  sehr  sinnreiche  Hulfsraittel  alle  diese 
Hindernisse  jetzt  überwunden  zu  haben  glaubt,  und  sich  der 
sicheren  Hoffnung  hingiebt,  bessere  grosttartige  Refractoren  her- 
stellen zu  können  als  bis  jetzt  möglich  war.  Mögen  die  Bemühun- 
gen des  um  die  Optik  schon  so  hoch  verdienten  Mannes  mit  dem 
schönsten  Erfolge  gekrönt  werden !  Weiteren  Mittheilungen  sehen 
wir  mit  grossem  Verlangen  entgegen. 

1860.  Heft  HI.  In  den  Kreis  unsers  ^.Archivs''  gehörende 
Abhandlungen  enthält,  streng  genommen,  dieses  Heft  nicht.  Hin- 
weisen wollen  wir  jedoch  in  der  Kürze  auf  Schönbein's  Fort- 
setzung seiner  Beiträge  zur  näheren  Kenntniss  des  Sauerstoffs 
S.  272  —  S.  289. ;  auf  Pettenkofer's  Aufsätze  über  die  Bestim- 
mung der  freien  Kohlensäure  im  Trinkwasser,  und  über  einen  Re- 
spirations-  und  Perspirations- Apparat  im  physiologischen  Institute 
zu  München;  endlich  auf  einige  Berichtigungen  zuKuhn's  obiger 
Abhandlung  über  die  Vertheilung  der  Gewitter. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubbllcati 
di  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Roma.    4^.     (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXIX.  S.  14.) 

Nr.  3.  (Maggie  e  Giugno  1860).  La  Teorica  delle  fun* 
zloni  ellittiche,  e  sne  applicazioni.  MonograGa  del  Prof.  Enrico 
Betti  (Gontinuazione).  p.  129.  -7-  La  Teorica  dei  Covarianti,  e 
degli  Invarianti.  Monografia  del  Prof.  F.  Brioschi  (Continuasione). 
p.  160.  —  Sopra  un  problema  generale  di  Geometria.  Nota  del 
Prof.  L.  Crem^na.  p.  169.  —  Sur  quelques  fonctions  symme- 
triques  des  racines  des  equations  alg^briques.  Par  Michael 
Roh  elf  ts.  p.  172.  —  Ricerche  geometriche  sulle  funzioni  ellit- 
tiche. Nota  del  Prof.  B.  Tortolini.  p.  178.  —  Sulla  riduzlone 
di  an'  integrale  alle  funzioni  ellittiche.  Nota  del  Prof.  Torto- 
lini.   p.  183. 
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Wichtiges  wissenschaftliches  Unternehmen.   ■ 

Des  regierenileii  Künigs  von  Bayern  Majestät  habeu  den  Wis- 
senschaften wieder  einen  neuen  Beweis  Allerbücfisler  Aurmerk- 
sanikeit  gegeben.  Der  bei  der  Akademie  der  Wisiienscbaflen  in 
München  von  dem  Könige  Maximilian  gegrflndeten  historischen 
Commission  sind  so  eben  mit  grösster  Munilicens  die  t>eldmi(tel 
gewährt  worden,  welch©  zur  ungesNumten  AtiKl'ubiiing  der  schon 
trüber  beschlossenen  Bearbeitons  einer  Geschichte  der  Wis- 
senschaTten  in  Deutxchland  eriorderliefi  sind.  In  den  Kreis 
dieses  Unternehmens  ist  nun  natürlich  auch  die  Geschichte  der 
Mathematik,  der  Astronomie  und  der  Physik  in  Deulschland  ge- 
zogen worden.  Die  Geschichte  der  Mathematik  wird  Herr  Pro- 
fessor Gerhardt  in  Cisleben  übernelimen,  der  sich  durch  die 
Herausgabe  der  Werke  von  Leibniz,  durch  seine  sorgfältit^n 
Untersuchungen  über  die  Geschichte  der  Differentialrechnung  und 
andere  ausi^eicichnete  historische  Arbeiten  *)  schon  so  vielfach 
verdient  gemacht  hat.  Die  Bearbeitung  der  Gescbichte  der  Astro- 
nomie wird  Herr  Professor  V.  Litlrow  in  \VieD  übernehmen,  der 
sich  gleichralls  schon  längst  mit  erfolgreichen  Studien  auf  dem 
Felde  der  Geschichte  der  Astronomie  bescjiäftigt  hat,  wie 
u  A.  die  schiine  Abhandlung  im  Archiv.  Tbl.  XXSIV.  S.  249. 
zeigt.  Die  Geschichte  der  Physik  endlich  ist  in  die  Hände  des 
Herrn  Professor  Jolly  in  München  gelegt,  von  dem  sich  gleich- 
I'alls  Ausgezeichnetes  aul'  diesem  Gebiete  erwarten  läest.  Wir 
glauben  daher,  dass  ganz  die  richtigen  Männer  für  diese  grosse 
Arbeit  gewählt  worden  sind, -und  begrüssen  das  ganze  Unterneh- 
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nien  mit  der  grüssteii  Freude,  weshalb  wir  auch  unseren  Lesern 
Über  dasselbe  hier  besondere  Nüchricht  zu  geben  nicht  verl'ehlen 
zu  djirfen  geglaubt  haben.  Von  sehr  grosse»  Schwierigkeiten  ist 
diese  wichtige  ünleriiehmung  keineswegs  frei,  «eiche  nach  un- 
serer Meinung  hauptsächlich  darin  liegen,  dass  die  Mathematik 
und  Physik  im  eigentlichen  Sinne  Weltwissenschaltet)  Binit, 
auf  deren  Uebiete  sich  jederzeit  fast  alle  Cullutvülker  an  allen 
wichtigen  Entdeckungen  selbst,  oder  wenigstens  an  ilereu  weite- 
ren Vervollkonininung  und  Entwickelung,  betheiligt  haben,  so  dass 
es  gewiss  nicht  leicht  sein  wird,  sich  auf  den  engen  Kreis  nur 
eines  Landes,  —  wenn  auch  nur  so  viel  wie  miiglich,  —  ku 
beschranken.  Indess  sind  diese  Schwierigkeiten  nicht  uoüberwind- 
bar,  und  wenn  sie  glücklich  überwunden  worden  sind,  ist  As» 
Verdienst  der  unmittelbar  bei  dem  Unternehmen  Betheili^ten  und 
des  hohen  Monarchen,  dessen  regem  Sinn  für  die  Wis^ensclial- 
ten  dasselbe  seine  Entstehung  verdankt,  desto  grösser.  K, 


Arithmetik. 

Theorie  gön^rale  d«  l'elimination.  Par  le  Cheva- 
lier Frangois  Faä  di»  Bruno,  Docteur  es  science  de  is 
faculte  de  Paris,  Capitaine  hoooraire  de  l'etat  major 
Sarde,  Professeur  libre  k  l'universite  de  Turin.  Paris. 
1839.     8«. 

Wir  bedauern  recht  sehr,  dass  wir  dieses  wichtige  nnd 
ausgezeichnete  Werk,  welches  uns  erst  jetzt  genauer  bekannt 
geworden  ist,  nicht  schon  früher  unseren  Lesern  haben  zur  Be- 
achtung empfehlen  kilnnen,  indem  uns  kein  ähnliches  Werk 
bekannt  ist,  in  welchem  die  vielen  Arbeiten,  welche  die  Theorie 
der  Eliminalion  den  neueren  Mathenmtikern  verdankt,  in  einer  so 
vollständigen  systemalisclien  Zusammenstellung  beisammen  anzu- 
treffen wären.  Alle  hierher  gehörenden  Untersuchungen  von 
Euler,  Bezout,  Gramer,  Cauchy,  Lagrange,  Liouville, 
Jacobi,  Sylvester,  Betti,  Brioschl,  Bnrcbardt,  Cayley, 
Schlälli  u.  A.  findet  man  hier  mit  oftmals  eigener  Begründung, 
ond  mit  eigenen  Untersuchungt'n  vermehrt,  zu  einem  Ganzen  ver- 
einigt, eine  Arbeit,  für  welche  der  Herr  Verfasser  den  lebhafte- 
sten Dank  verdient,  da  wohl  jeder  Analyst  schon  die  Erfahrung 
an  sich  selbst  gemacht  haben  wird,  wie  viele  Schwierigkeit  es  in 
mehrfacher  Beziehung  bat,  sich  mit  allen  diesen  Untersuchungen, 
namentlich  den  neueren,  aus  den  verschiedenen  mathematischen 
Journalen,    in    denen  sie  sich   vorzugsweise  zerstreut  Qnden,    be> 
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K&nnf^ii  machen.  Hier  müssen  «ir  iinn  mit  der  folgenden  An- 
gabe des  Hauptinhalts  liegnügen:  Prcmlire  Partie.  Theo- 
ri«  de  l'^limination  enire  deux  äquations.  Chap.  I.  Sur 
1*8  fnnctions  syni^lriqiies  des  racines  et  eur  leurs  prnpriet^s.  — 
Chap.  il.  Eliminaliun  de  la  variable  entre  deux  ^qualions  a  une 
variable.  ^  Chap.  III.  Propriefes  et  eniploi  de  I4  resnltante  dads 
la  recherche  des  racines  communes.  —  Vcaxieine  Partie. 
Theorie  de  l'elimiijatiDii  dans  le  caa  de  trois  äqual 
ä  deux  variables,  Chap.  I.  Recherche  et  proprietes  des  solu' 
tiqtis  eonimiineB  ä  deux  äquations  ä  deux  variable«.  —  Chap.  II. 
Elimination  des  variables  entre  Irnis  equations  ä  deux  variables. 
-  Trolsl^nie  Partie.  Thiinrie  {^än^rale  de  l'^lim 
tion.  Chap.  I.  Propri^tes  relatives  aux  Solutions  comniunes.  — 
Chap.  11.  Reeherrhe  et  formalion  de  la  resultante.  —  Chap.  III 
Propri^lös  de  la  resultante.  — ■  Notes,  welche  verschiedene  speciel- 
lere  Theoreme  von  Borchardt,  Cay  ley,  Betti,  u.  s.  iv.  betreffen. 


Jedenfalls 
dieses  Werket 
ren  Bedürfnis« 


verdient  Herr  Faä  de  Bruno  für  die  Herausgabe 
besonderen  Dank,  da  durch  dasselbe  einem  wah- 
!  abgeholl'en  und  entgegen  gekommen  wird. 


Geometrie. 


letta  dal    Dottor  Luii 


,   Professore  ordinarlo 
a  di  Bologna.     Novem- 


bre  1860.     Milano  1861.    8. 

in  dieser  Einleitung  ztt  seinen  Vorlesungen  über  neuere  Geo 
nielrie  an  der  Universität  zu  Bologna  giebt  Herr  Professor  Luig 
Cremoua  in  allgemeinen,  aber  scharf  gezeichneten  Zügen  eir 
sehr  anziehendes  Bild  von  Tendenz,  Inhalt  und  Method 
Wissenschaft,  tvobei  er  sich  mit  allen,  die.selbe  betreffenden  Lei- 
stungen, namentlich  auch  mit  den  j^rbeitcn  der  deutschen'  Gpo. 
meter  Steiner,  Mühius,  Seydewitz*)  u.  A.  vollkommen  be- 
kannt und  vertraut  zeigt,  und  namenilich  auch  durch  die  Wgrme, 
mit  welcher  er  das  eifrige  Studium  des  neuen  Wissenschaft 
nen  Zubürern  empflehlt,  das  Interesse  des  Lesers  in  der  viel- 
fachsten Weise  erregt  und  in  Anspruch  nimmt.  Wir  bekennen, 
dass  wir  diese  Schrift  mit  dem  grössten  Vergnügen  gelesen,  und 
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vielfache  Belahrung  aus  deraelben  geschiipft  habe«;  «uch  wuss- 
teo  iflr  kaiiiHi  eine  aiidefe  Schrift  zu  oennen  "*"),  in  welcher  die 
Hauptpunkte,  auf  die  es  hier  aiikomrot,  mit  derselben  Üeutliob- 
keit  und  Bei«tinuutheit  hervorgehoben  wären,  in  der  überhaupt  das 
\Vesen  der  neueren  Geometrie  so  scharf  charakterisirt  würe,  als 
in  der  votliegenden,  weshalb  wir  dieselbe  unseren  liesern  drin- 
giHid  Suff  Beaobtiing  empfehlen ,  und  dem  Herrn  Verfasser  recht 
sehr  für  deren  Publication  danken. 


Intorno  ad  una  linea  di  quart'  ordine.  Nota  di  F. 
Siacci.  (Bstratta  dal  giornale  arcadico.  T^  CLXVIL  Mag- 
gie e  Giugno  1860.)    Roma  1861. 

Me  Linie  des  vierten  Grades,  welche  der  Herr  Verfasser  in 
dieser  lesen^werthen  Schrift  einer  genaueren  Betrachtung  oi^terso - 
gen  hat,  wird  dnrcb  die  Gleichung, 


^  +  .^=J 


charakterisirt,  die  gewissermassen  die  Untkehrung  der  Gleichung 
der  Ellipse  ist.  Es  ist  uns  interessant  gewesen ,  dass  diese  Curve 
eine  so  grosse  Anzahl  bemerkenswertber  Eigenschaften  hat,  auch 
vielfach  zu  einfachen  Constructionen  Veranlassung  giebt;  und  der 
Herr  Verfasser  bat  sich  jedenfklls  liui ch  dtese  mit  Geschick  und 
Sachkeuntniss  angestellte  Untersuchung  ein  Verdienst  erworben, 
iuabeaondere  naoh  unserer  Meinung  auch  um  den  mathematischen 
Unterricht.  Denn  d^  bis  jetst  hekanntee  Curven  sind  schon  se 
häjafig,  fast,  moofaten  wir  aagen»  zum  Udlierdruss  untersoclit  «nd 
als  Beispiele  für  die  Zwecke  des  Unterrichts  benutzt  frordeu,  dass 
esy  wie  jeder  Lehrer  gewiss  schon  gefühlt  haben  wird«  höchst 
wünschenswerth  ist,  die  Anzahl  solcher  Beispiele  durch  einige  neue 
Gurven,  deren  Betrachtung  zu  bemerkenswerthen  Resultaten  f&hrt 
und  in  lehrreicher  Weise  angestellt  werden  kann,  vermehrt  zu 
sehen.  Einen  dankenswerthen  Beitrag  hierzu  liefert  jedenfalls  die 
vorliegende  Schrift,  weshalb  wir  namentlich  auch  alle  Lehrer  auf 
dieselbe  aufmerksam  machen  i  und  Anfängern  die  in  Rede  stehende 
Curve  Behufs  ihrer  eigenen  Uebung  zur  selbstständigen  Unter- 
suchung recht  sehr  empfehlen,  welche  wahrscheinlich  noch  zu 
wetteren  Interessanten  Resultaten  fiihren-  wird,  wenn  auch  die 
Rectifieation,  Cobatur,  Coroplanation^  die  Bestimmung  der  Schwer- 
punkte u.  s.  VT.  in  Angriff  genommen  wird,  was.  in  der  vorKegen- 


*)  Dem    Discciiirft   d'inaiigu  ration   du   coiirs  de  g^om^trie 
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de»  Schrift  noch   nicht  gescbehea    ist.     Auch   dürfte  zur  üebuAg 


'   Aiialyeis 
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uhl   auch    die   Unler- 
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Ea  war  xu  erivarten,  dass  das  preusaisclie  Uiiterrichts-MiDi' 
sterium,  welches  allen  ünternebtDuugen,  von  denen  sich  wirkliche 
Früchte  für  die  Filrderuns  der  Wissenschart  mit  Sicherheit  hoffen 
lassen,  jederzeit  seine  kräftige  Unterstützung  zu  Theil  vrerden  zu 
lassen  bereit  ist,  nie  andere  Regierungen,  gleichfalls  einen  ge- 
schickten Astronomen  zur  Beobachtung  der  grossen  Sonnenlin- 
sterniss  nach  Spanien  senden  tvi'irde.  Diese  Erwartung  ist  in  der 
erfreu lichsteti  Weise  in  Erfüllung  gegangen,  nnd  der  prenssiscbe 
Unterrichts -Minister  Herr  Ton  Bethman  n-Hol  I  weg  Excellena, 
verdient  jedenfalls  den  grilssten  Dank  aller  Freunde  der  Winsen 
Bchaft,  dasB  er  durch  besonderes  Rescript  vom  U.  Juli  1860  Herrn 
Doctor  C.  Bremiker  in  Berlin  den  Auffrag  ertheille,  in  Ueber- 
einstimmung  mit  dem  Director  der  Königlichen  Sternwarte,  Herrn 
Professor  Encke,  und  unter  dessen  specieller  Anweisung,  sieb 
den  in  Spanien  versammelnden  Astronomen  anzuscbliessen,  um 
an  der  Beobachtung  der  grossen  SonnenGnsterniss  am  18.  Juli 
Theil  zu  nehmen.  Die  von  dem  Herrn  Minister  getroffene  Wahl 
muss  unter  allen  Bedingungen  eine  höchst  glückliche  genannt 
werden,  da  Herr  [Joctor  Breniiker,  als  trefflicher  Mathematiker 
längst  bekannt  und  vielfach  verdient,  damit  grosse  Geschicklioh* 
keit  und  Fertigkeit  im  Beobachten  verbindet,  und  durch  seine 
ausgebreiteten  astronomischen  und  physikalischen  Kenntnisse  in 
der  schönsten  und  vollkommensten  Weise  befähigt  ist,  —  tvenit 
wir  so  sagen  dürfen,  —  in  den  ganzen  Geis!  einer  solchen 
Erscheinung,  um  deren  Beobachtung  es  sich  hier  handelte,  ein- 
zadringen  und  denjenigen  Momenten,  auf  die  es  hier  vorzugs- 
weise ankam,  seine  volle  Aufmerksamkeit  zu  widmen.  In  sehr 
zweckmässiger  Weise  hatte  er  mit  H^rrn  Encke  die  Verabre- 
dung getroffen,  zwar,  wie  es  sich  von  selbst  verstand,  die  astro- 
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nomischen  Momente,  insbcsotulere  Zeit-  und  Eireifen-BeBiliinmDng',* 
keineswegs  ganz  zu  vernachlässigen,  dieselben  aber,  ivie  es  sonst 
wohl  geschieht,  nicht  zur  Hauptsache  zu  machen,  sondern  viel- 
mehr vorzugsweise  den  Prnluheranzen,  deren  Grösse,  ihrer  Zu- 
und  Ahiiahme  und  den  Position»- Winkeln  seine  Aufmerksamkeit 
zu  "idnien.  Der  von  Herrn  Doctor  Bremiker  der  Berliner  Aka- 
demie erstattete,  in  jeder  Beziehung  höchst  interessante  und  wich- 
tijre  Bericht  über  den  Erfolg  meiner  ihm  von  Herrn  von  Betb>i 
niann-Hollne^  an  vertrauten  Mis'sion  liegt  unter  dem  Titel; 

Beobachtung  der  Sonnenfinster- 
in  Dr.  €.  Bremiker  in  Berlin.  (Aua- 
i berichte  der  Königl.  Akademie 
lu  Berlin  für  den  November  1860.J 

auben  uns.  Über  die  getronnenen  Resul- 
Folgenden  einige  Mittheilungen  zu  macbi 

Herr  Doctor  Bremiker  begab  sich  über  Pari.»  und  Lyon 
nach  Marseille,  und  gelangte  von  dort  nach  einer 3ßsliindigen  Fahrt 
mit  einem  Schiff  der  Messagerle  imperiale  am  13.  Juli  nach  Valen- 
cia, welches  bereits  innerhalb  der  Zone  der  totalen  Verfinsterung 
lag.  Von  dort  begab  er  sich  nach ,  Castellon  de  la  Plana,  dera> 
Hauptorte  der  Provinn  gleichen  Namens,  in  einer  sehr  fruchtl 
ren  Ehene,  eine  halbe  Meile  vom  Mttlelländi^'chen  Meen 
der  Linie  der  centralen  Verfinsterung  sehr  nahe  gelegen, 
traf  er  mit  Herrn  Lamont  aus  München  zusammen,  und  heil 
trefflicbf  Astronomen  wählten  zu  dem  Orte  ihrer  Beobachtung« 
in  höchst  zweckmässiger  Weise  einen  SOÜ  Schritte  üsti 
Stadt  nach  dem  Meere  zu  gelegenen  (iarten,  wo  die  Inslrumente 
sicher  in  einem 'Gartenhause  untergebracht  werden  konnten,  und 
der,  mit  hoher  Mauer  umgeben,  Schutz  gegen  jede  StÜrung  ge- 
wBhrte.  An  Instrumenten  stand  Herrn  Bremiker  zu  Gebote  ein 
Fernrohr  von  Steinheil  von  S'/a  F«ss  Foltallänge  und  33  Linien 
Oeffnung,  ein  Spiegelsexlant  mit  Quecksiltierhoriznnt  von  Oerl- 
ling,  und  ein  Taschenchronometer  von  Tiede.  Der  I7te  Juli  und- 
am  18ten  die  Zeit  vor  dem  Anfange  der  Finsterniss  ward  zur  An^> 
Stellung  aller  nothivendigen,  im  eigentlichen  Sinne  astronomischent* 
Beobachtungen  (natürlich  bau)ttsächlich  Zeit-  und  It reite nbestim-* 
mungen)  benutzt,  dann  aber  die  ganze  Aufmerksamkeit  der  pracht- 
vollen Erscheinung  selbst,  vor  Allem,  wie  sich  von  selbst  ver- 
steht, der  Corona  und  den  Protuberanzen  zugewandt,  wobei  alle 
Umstände  den  Beobachtungen  in  jeder  Beziehung  günstig  waren, 
und  die  durch    dieselben   gewonnenen    Resultate  Zeit  und    MQhe'> 
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und  die  weite  Reise  vollkommen  lohnten.  Die  hGcbst  interes- 
sante Beschreibung  der  m er Ic würdigen  Erscheinung  in  der  treff- 
lichen Schrift  selbst  nachzulesen,  miissen  wir  unseren  Leaem 
überlassen,  und  wollen  densi^lben  nun  nur  noch  die  wichtigsten 
Resultate  vorfßhren,  »eiche  Herr  Bremiket  aus  seinen  schönen 
und  überaus  sor^rtittigen  Beobachtungen,  die  in  jeder  Beziehung 
fOr  inusterhari  gelten  kunneii,  gezogen   hat, 

Was  zuerRi:  ilie  Corona  betrifft,  so  kann  dieselbe  durch  eine 
ReÜection  in  d«r*Enlatnios|ifiäre  nicht  erklärt  werden,  da  bei 
einem  Uurchmesser  des  Kernschattens  von  25  Meilen  und  einer 
Hübe  der  Atmbsphäte  von  10  Meilen  sich  ein  dunkler  Uof  zeigen 
müBste,  dessen  Radius,  der  Tangente  =-|^  entsprechend,  eine 
scheinbare  Grösse  von  51  Grad  hätte  und  dessen  Mittelpunkt  die 
schnelle  Bewegung  des  Kernschatlens  tbeilte,  so  dass  der  IVIond 
während  der  totalen  Finstern'iss  den  Ourclmiesser  oder  eine  Sehne 
dieses  dunkeln  Hol'es  dui;cblaul'en  niusste.  An  eine  Beugung 
des  Lichts  kann  in  so  grosser  Entl'ernung  vom  Mond- 
rande  gar  nicht  gedacht  werden,  und  ei«  flndet  duher 
die  Corona  nni*  Ihre  Erklärung  In  dem  Vorhandensein 
einer  Sonncnatiuospliftre,  veletae  das  Iitctat  des  Cen- 
tralkörpera   i-eflectirf. 

Rücksichtlich  der  Protuberanzen  bemerkt  der  Herr  Verfasser 
auf  S.  16.,  dass  jeder  Versuch,  die  Prot uberanzen  auf 
optische  Erscheinungen  zurückführen  zu  wollen,  auf 
lauter  Widersprüche  führt,  du  nichts  wahrgenommen 
wird,  was  mit  Reflection,  Refraction,  In  flection  oder 
Interferenz  die  geringste  Aebnlichkeit  bättfe,  abgesehen 
von  den  nach  verschiedenen  Richtungen  vom  Mondrande  ausgeh- 
enden Strahlen,  welche  als  Beflectinn  von  den  Bergwünden  oder 
anderen  Unebenheiten  des  Mondrandes  wob!  ihre  Erklärung  finden 
raiigen.  Die  Protuberanven  sind  daher  naeh  dem  Herrn 
Verfasser  ~~  mit  Rücksicht  anf  die  obige  Krhiämng 
der  Corona  und  In  unmittelbarer  Verbindung  mit  der- 
selben betrachtet  —  als  Kied erschlüge  in  dem  niede- 
ren Theile  der  j^onnenatmasphare  anzusehen,  ähnlich 
(uiscren  Wolken,  welche  bei  geringerer  Temperatur 
als  der  Central  Körper  eine  geringere  Leuctatkraft  be- 
sitzen, nnd  die,  da  an  dem  Zusammenhange  mit  den 
Sonnenflecken  nicht  mehr  gezweifelt  werden  kann, 
sich  bei  starker  Blendung  aiif  der  Sonnenschcibe  als 
schwarze  Flecke  projiclren. 

Dem  Einwände,    dasa  eine  andere  Veränderung  t 
sen- VerbältnisseD    als   solche   durch   die  Bewegung  des    Mondes 
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bedingt  kt,  beobachtet  oder  aas  den  BeobachtaDgen  abgeleitet 
mit  i8t'  kein  besonderes  Geiricbt  beizulegen ,  da  die  Beobach- 
tung anregeünässiger  Gestalten  und  ihrer  Positionswinkel ,  ver- 
bifi^den  mit  der  genauen  Zeitangabe^  grossen  Unsicherheiten  unter- 
worfen ist»  und  die  gefundenen  Unterschiede  in  der  Schwierigkeit 
und  Hast  der  Beobachtung  ihre  Erklärung  finden  dürften  *).  £rst, 
wenn  es  gelungen  sein  wird»  während  der  Dauer  der  totalen 
Verfinsterung  von  der  ganzen  Erscheinung»  der  Corona  sowohl, 
als  den  Protuberanzen»  eine  Menge  von  Photographien,  etwa  von 
5  zu  5  Secunden,  zu  nehmen»  eine  Methode  der  Beobachtung» 
worauf  bei  künftijsren  Finsternissen  die  Haupt-Aufmerksamkeit  sich 
richten  wird,  kann  über  das  Zutreffen  der  Grossen  -  Verhältnisse 
mit  der  relativen  Bewegung  des  Mondes  vor  der  Sonne  ein  end- 
gültiges Urtheil  gefallt  werden. 

Mit  einer  sehr  lehrreichen»  auf  die  Lambert'sche  Formel 
gegründeten  Betrachtung  über  die  auffallende  Helligkeit  der  Venus 
während  der  Finsterniss»  welche,  auf  das  | fache  der  Helligkeit 
des  Jupiters  geschätzt  wurde  und  mit  ihrer  Nähe  zur  unteren 
Conjunction  nach  photometriscben  Grundsätzen  nicht  recht  yer- 
einbar  schien,  schliesst  der  Herr  Verfasser  seinen  in  jeder  Be- 
ziehung buchst  interessanten  und  lehrreichen  Bericht. 

So  ist  denn  auch  durch  die  Beobachtungen  der  nach  Spanien 
gesandten  preussischen  Expedition  in  der  unzweideutigsten 
und  bestimmtesten  Weise  die  Richtigkeit  des  schon  von  O.  Struve 
sehr  treffend  als 

„Astronomtflclier   Iielirflatz*« 

bezeichneten  Satzes  **)  bewiesen  worden : 

dass   die  Corona  und   die  Protuberanzen  ledig- 
lich.der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angehören» 

und  dass  es  also  auch  nach  diesen  schönen  Beobachtungen  mit 
der  sogenanoten  optischen  Theorie  gar  nichts  ist  Jedenfalls  ge» 
bjibrt  dem  preussischen  Unterrichts-Ministerium  und  Herrn  üodor 
Bremik^r  unser  »od  der  Wissenschaft  wärmster  Daak. 

Grunert. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  k.  buhmischen    Gesellschaft 


*)  BMonders  wenn  die  ßeohachtangen  von  nngenbten  Beobachtero 
mit  ganz  mittel mR88i|D^en  Inütrumentc^n  imÜ  nnter  dem  Drucke  vorgefoin- 
ter  MeintMigen  anfi^estellt  worden  sind.  G. 

**)  M.  «.  Litorar.  Ber.  Nr.  CXLI.  S.  1 1. 


■ 

l/lerar/acAer  fferfchl  CXLIf. 

9 

w    i*,   W! 
kOecsub 

s.ensebiflen    In    Pztg. 
er.     Vergl.  Lilerar.  Bei 

Ja 

■.  Nr 

hrgang   1860.     J 
.  CXXXIX.  S.  14. 

ali  - 

r-"  S.3. 

Vorrich 
riscbeii 
den  Gai 
Interesse 
Herr  Pnt 
■tisebe 

H( 

tun; 
Ei. 

des 
ky, 

Vei 

'.TT  kaiserl.  Ralh  Kulik 
;,    um  die  Thiirmuh 
[riiisseii   UDabhängi 
iiner    guten    Pendel 
1    allgemeinen   Besten 
le  Iheilte  nieder  mehi 
rsuche    mit,    die  wir   ; 

ig     ZI 

uhr 
nohl 

KK-h 

ich  über  eine   e 
i'on  allen  atnio: 
i   machen  und 
T.V    Tcrschalfei 
zu    beachten.  — 
physiologisch 
in   physikalischer 

tgene 

.phä-              1 
ihnen 
II.     Im 
S.  11. 
•  aku- 
Küch- 

äicht  für  sehr  interessant  halten.  —  S.  18.  Herr  Pierre  hielt 
einen  demonstrativen  Vortrag  über  die  Entstehung  des 
Netzhüutbildes  bei  den  zusammengesetzten  Augen 
der  Gliederthiere.  —  S,  34.  Herr  Purkyne  über  die  Ver- 
wertbung  der  bisherigen  Beobachtungen  im  Uebiete 
des  subjecliven  Sehens  für  Anatomie.  Physiologie, 
Physik,  Psychologie.  Kunst  und  Gewerbe.  -  S.  54.  Herr 
Kofistka  besprach  eine  von  General  Kfiz  eingelangte, 
mit  mehreren  Abbildungen  versehene  Beschreibung 
des  persischen  Astrolabes.  Wir  haben  schon  im  Liter.  Ber. 
Nr.  CSXXIX.  S.  16.  eine  kurze  Notiz  über  dieses  altpersisehe  Astro- 
lab  mitgetbeilt,  welches  noch  gegenwärtig  vffn  den  persischen 
Gelehrten  gebraucht  wird.  Von  allgemeinem  Interesse  ans  dem 
vorliegenden  neueren  Aufsatz  dürfte  die  folgende  Ableitung  des 
Worts  „Astrolab"  bei  den  Persern  sein.  Während  man  bekannt- 
lich gewöhnlich  die  Wurzel  in  den  griechischen  Worten  rtatQOv 
und  j,a^|3avia  sucht,  erzShle.n  die  persischen  Mollah's,  dass  vor 
etwa  3000  Jahren  ein  persischer  Herrscher  Hunnnz  einen  Sohn 
Namens  Lab  gehabt,  der  sich  viel  mit  Astronomie  befasst  haben 
soll.  Eines  Tages  brachte  man  Jenem  eine  astronomische  Arbeit 
seines  Sohnes.  „Man  asteraha?"  (wer  hat  die$  geschrieben?) 
fragte  Hurmux  arabidch.  „Asteraha  Lab"  (Lall  hat  es  ge- 
sdirieben)  lautete  die  Antwort,  worans  Asirolab  gebildet  worden 
»ein  soll.  —  S.  55.  In  diesem  Archiv.  Tbl.  SXVN,  S.  275.  hat 
Herr  Koristka  ein  Instrument,  Hühenwinkel  dareh  Reflexion  eh 
messen,  beschrieben,  welches  er  Reflesions-Uypaometer  genannt 
hat.  In  den  vorliegenden  Sitiungsberichleu  ßiebt  er  eine  kurze 
Natu  über  ein  von  ihm  construirtes  Nivellir- Instrument  Hummt 
Stativ,  welches  auf  Reisen,  namentlich  bei  Hühenmessun^en  wie 
jenes  frühere  Instrument  vorlheilbafE  gebraucht  werden  kann,  aber 
vor  diesem  älteren  Instrumente  mehrere  Hesendiche  Vorzüge  hat. 
Als  Stativ  verwendet  Herr  K.  ein  System  von  hohlen  Eisenblech- 
Rühren,  deren  Widerstand  gegen  Seitendruck  und  Torsion  eine 
hinreichende  und  deren   Leichtigkeit  im  Vergleich   zu   den  massi- 
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ven  Uolzstativeti  eine  so  bedeutende  ist,  dass  sicli  Herr  K.  fflr 
die  Folge  eine  ausgebreitete  Anwendung  derselben  bei  Stativen 
verspncht.     Künstler  scheinen  hierauf  aufmerksam  zu  machen  sein. 


Anzeige  und  ^itte. 

Als  ich  mit  der  Bearbeitung  meiner  Tafeln  bestimmter  Inte- 
grale beschäriigt  uar,  habe  ich  an  das  mathematische  Publicum 
die  Bitte  gerichtet,  mir  zur  Erreichung  mTiglichst  grosser  Voll- 
ständigkeit die  hie  und  da  erschienenen  Monographieen  über  diese 
Functionen  suseiiden  zu  wollen;  einige  Journale  haben  diese  Auf- 
forderung damals  aufgenouinien.  Vor  der  Herausgabe  der  Tafeln 
ist  mir  nichts  zugekommen.  Denjenigen  aber,  die  mir  epäter  ihre 
(verthvollen  Abhandlungen  zusendelen,  statte  ich  hier  nochmals 
melDen  verbindlichsten  Dank  ah,  so  wie  auch  denen,  die  mir  die 
Recensioneii  der  genannten  Arbeit  zukommen  ku  lassen  die  Güte 
hatten. 

Da  ich  nun  durch  die,  meine  Ervrartungen  in  dieser  Hinsicht 
sehr  übertreffende  Abnahme  der  „Tables  d'lnt^grales  <I^fi- 
uiee  (publii^  par  I'Academie  Royale  des  sciences.  Am- 
sterdam), wodurch  die  Aullage  fast  erschöpft  worden  ist,  zu 
einer  neuen,  gänzlich  umgearbeitelen  Ausgabe  schreiten  muss,  zn 
der  mir  ausser  der  ersten  Aullage  noch  einiges  IVIalertal  zu  Ge- 
bote steht,  30  rufe  ich  noch  einmal  die  freundliche  Hilfe  der 
Sachverstandigen  in  zweifaclier  Rücksicht  an  und  bitte  sie; 

l"  die  betreffenden  Abhandlungen^  insoweit  sie  Jn  den  Tables 
U.S.  tv.  S.  21,22  nicht  cilirt  und  also  nicht   benutzt   worden  sind, 

2**  die  kritischen  Recensionen,  insofern  die  Herreu  Referenten 
sie  mir  schon  zu  übersenden  noch  nicht  die  Güte  hatten,  mir 
auf  dem  Wege  des  Buchhandels  schicken  zu  wollen:  i 
bei  der  genannten  zweiten  Auflage  möglichst  grosse  VollsländiaK-i 
keit  zu  erzielen,  und  zweitens  um  von  allen  Winken,  w 
angeht  und  erspriesslich  scheinen  möchte,  einen  nützlichen 
brauch  machen  zu  können. 

Das  meinem  Unternehmen  zu  Theil  gewordene  grosse  Inter- 
esse, und  die,  ich  darf  wohl  sagen,  überaus  günstige  Aufnahme 
desselben  von  Seiten  der  Academieen  und  wissenschaftlichen  Jour- 
nale ermuthigen  mich  zu  diesem  Schritte  sowohl,  als  auch  zu 
nicht  geringen  Arbeit  einer  Umarbeitung  dieses  Werkes. 

Deventer  in  den  Niederlanden  Februar  JS61. 

Dr.  B.  Biorens  de  Haan. 
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Realschulen,  ü.  Bd.  LThl.:  Plammelrie  u.  Trigonometrie.  2.  Anfl. 
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J.  Fiedler,  Lehrbnch  der  allgemeinen  Arithmetik  zum  Ge- 
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Lex.-«".     VVörzburg.     "24  Ngr. 

Sni.  Spitzer,    Studien    über    die  Integration   linearer   Diffe- 
rentialgleichungen,    l.  Furlsetzung.     Wien.     8».    20  Ngr. 
fieoiaetrle, 

F.  W.  Becker,  Lehrbuch  der  Elementar-Georaetrie.  2.  Tbl. 
2.  Abtb.:  Darstellende  Geometrie,  gr.  ü".  geh.  Oppenheim  a.  R. 
1  ThIr. 

H.  Escher,  Die  mathematischen  Verhältnisse  der  Kreislinie, 
gr.  8°.     geh.     Zürich.    4  Ngr. 

C,  p.  A.  Leroy,  Die  Stereometrie  [Lehre  vom  Kiirperschnitte], 
enthaltend  die  Anwendungen  der  darülellenden  Geometrie  auf  die 
Schattenlelire,  Linearperspec tive  etc.  Aus  dem  Franz.  bearbeitet 
Ton  C.  F.  Kauffmann.  2.  Ansg.  2.— 6.  Lief.  gr.  4".  Mit  Atlas 
in  Fol.    geh.     Stuttgart,    a  %  Thlr. 

J.  T.  Sahling,  Geometrische  Constructtons- Aufgaben,  Ge- 
sammelt und  bearbeitet  als  Handbuch  f.  d.  Lehrer,  zugleich  als 
Hülfsbuch  zur  eigenen  Ausbildung  im  Construiren.  gr.  8''.  geh. 
Kiel.     IVj  Thlr. 

G.  Salmnn,  Analytische  Genmetrie  der  Kegelschnitte  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden.  Unter  Mit- 
wirkung des  Verf  deutsch  bearbeitet  von  W.  Fiedler.  Leipzig. 
8<*.     Mit  eingedr.  Holzschn.     4  Thlr. 

F.  H.  Schroeder,  Elemente  der  Planimetrie  und  Stereome- 
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trie  l'Gr  den   Unterricht  an  Oymnaeieii,    Real-  und  Gewerbescbi 
len.     gT.  8",     geh.     Hannover.     '/»  Tl'if- 
'''■''  nf  «eli»nlk. 

G.   Decher.    Handbuch    der    rntioiielleii    Mechanik.     4.  Bd. 
iUeL'bauik  Hi'iHsiger  Syslenie.     gr.  8".     geh.     Angsburg.    2  Thlr. 
.%stronoinfe. 

Annales    de   rObnerTatnire    imperial    de   Paria,    nnhliees    pi 
U.  J.  Le  Verrier.     UbservalimiB.    Tome  Xri.   Paris.  4".   ISThlr.^ 
10  Ngr.     Band  3—11  erscheinen  später. 

Atla.t  des  nörillicben  gf^stirnlen  Himmels  für  den  Anfang  df 
Jahres  l^S  enttvnrfeii  auf  der  künigl.  Sternnarle  zu  Bonn.  6.  Li< 
qu.  Imp.  Fr>l.     Bnnn.     3  Thir 

J.  Laniont,  Aniialen  der  klinigl.  Slernwarte  t.u  Manchen. 
»'.i.Bd.  [(1  vollst  Saramlfi.27.  Bd.]  pr.S».  geh.  München.  P/a  Th!r. 

G.  RüDiker,  Die  totale  Sonnennnslemi^s  am  18.  Juli  1860 
beoliachtet  zu  Castellon  de  la  Plana.    4".    cart.    Hamburs.  -2014) 

R.  Wolir,   Die  ÜSomie   und   ihre    Plecken.     Vortrag, 
geh.     Zürich.     10  Ngr. 

Fhyilli. 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Herauscegeben  von  Poggea- 
dorlf.  Jhrg.  ISei.^Nn.  I.  f[r-R«.  Leipz.  Preis  f.  d.  Jahrs.  ÖVjThlr. 

Bahinel,  btudes  et  ieetures  sur  le»  sciences  d'observat'ioD 
et  lears  applications^jiraliques.   Tome  VI.    Paris.     1*2''.    ^5  Ngr. 

Ch.  Orion  et  Em.  Fernet,  Traitd  de  Physique  elementaire, 
suivi  de  probl^mes.  Avec  ügurea  dann  le  texte.  I.  Ahth.  )8.  Paris, 
I  Tblr.  2  Ngr. 

Allgemeine  Encyklnpadie  der  Physik.  Bearbeit.  v.  C.  W.  Brix, 
«.  Decher,  F.  C.  Ö.  v.  Feilitisch,  F.  Gras  hof,  K.  Harms  etc. 
Heratisg.  v.  Gsl.  Karsten.  8.  Lief.  Leipzig,  S".  Mit  eiugedr. 
Holzschn.  u.  Taf.     5  ThIr.  50  Ngr. 

Inhalt.  9.  Bd.i  Physiologische  l»ptik  von  H  Helmholtz. 
p.337— 432.  Miteiiisedr.  Holzschn.  —  21.  Bd.:  Lehrb.  der 
Meteorniogie.  bearb,  von  £.  Erhard  Schmid.  XVI.  p.  785 
—1009.  Miteingedr.HoUschn,  ITah.  u.  21  Kpfrtaf.  (Sehl.) 
cpit.  einzeln:  13 Tblr.  -^ 

Tb.  Hopkins.    On  Winds   and  Stnrms:    nith   an  Essay   i^ 
Weather  and  its  Vnrieties.     London.     H".     3  ThIr.  ^M 

M.  F.  Mnury,  The  Physical  Geography  »f  tlie  Sea,  and  iB 
Meleornlngie  :    being  a  reconstrucHnn  and  enlargemenl  ofthe  Eigbf^^ 
Edition  nf  „The  Physical  Geograpby  of  tlie  Sea".     Lnndnn.     8". 
4  Tblr    24  Ngr. 

J.  AlQMer,  Lehrbuch  der  kosmischen  Physik.  2,  nesenfl.  verh. 
u.  verm.  Auf!  Mit  302  rn  den  Text  cedr.  Holzschn.  n. einem  Atlas  yt>n 
33  Stahlst. -Taf,  zum  Tbeil  in  Farbendr.  (M»1  ler-Pnuillet» 
Lebrbuch  derPhysik  und  Meteorologie.  3.  Bd  )  Braanücbiveig.  8<*. 
XVn,  S6?pp.     1  Tblr. 

J.  F.J.Schmidt,  Beiträge  zur  physikalischen  Geographie  von 
Griechenland,     I.     4«      Athen:     4  Tblr. 

S.  Subik,  Physikalische  Abhandlung  Jibcr  die  Zusartimen- 
setzunf;  fortschreitender  und  drehender  Bewegungen  Und  ihre  An- 
Wendung  zur  Erklärung  der  Aberration  des  Lichts,  des  Foucsti  tt^ 
«eben  Peodelversucbs  etc.     gr.  8".     geh.    Pestb      '/a  Tblr. 
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Literarischer  Bericht 

CXLIII. 


Am   Sten  April    1861   starb   in    Breslau   der    ordentliche  Pro 
Tessor  der  Mathematik  an  der  dortigen  üniversiläl 

Dr.  Ferdiimid  Joachlmstbal, 


geboren  J8I8  zu  Goldberg  i 
sen8chal^>  den  mit  uns  jedei 


Schlesien,  ein  Vertust  für  di 
Mathematiker  tief  empfinden  ■ 


Geschichte   uud  Literatur  der  Mathematik  und 
Physik. 


Almanach  der  kai 


Charte 


I  Wie 


verliehen   Akade 
hnter  Jahrgang 


Der  neunte  Jahrgang  dieses  Almanachs,  auf  dessen  Wichtig- 
keit in  literarischer  Beziehung  wir  scbon  mehrmals  aufmerksam 
geraaclit  haben,  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVII.  S.  4.  von  uns 
angezeigt  worden.  D^r  vorliegende  zehnte  Jahrgang  enthält 
ausser  den  gewühnllcben  Mittbeilungen  wiederum  einen  sehr  interes- 
santen Vortrag  des  Präsidenten  der  Akademie  Herrn  Freiherrn 
vonBaumgartner:  Ueber  Grundgesetze  der  Naturnis- 
senschaft  und  ihre  Geltung  im  praktischen  Leben,  der 
sich  mit  grüsstcr  Sachkenntniss  über  die  verschiedensten  Tbeile 
der  INaturmiBsenschaft  verbreitet;  dann  den  Bericht  des  Gene- 
ral-Sekretärs Herrn  Dr.  Anton  Schrütter  über  die  weitere 
buchst  erfolgreiche  Thätigkeit  der  Akademie  in  dem  letzten  Jahre 
im  All|emeiiien ,  so  wie  dessen  Bericht  über  die  mathematiscb- 
Thl.XXXVI,  H{(.  3.  3 
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iiatartrigeenschaftliube  Klasse  insbesündere,  worin  sich  auch  eine 
interessante  Beschreibung  der  für  die  Wissenschaften  so  wichtigen 
Weltumsegelung  der  Novara  und  Lebensbeschreibungen  von  Bor- 
(loni  und  Grailich  belinden,  in  denen  auch  Verzeichnisse  der 
Schriften  dieser  so  verdienten  Mathematiker  und  Physiker  mit- 
getfaeilt  werden. 

Beitrag  zur  Feststellung  des  Verhältnisses  von 
Keppler  zu  Wallenstein.  Von  Otto  Struve,  Mitglied 
der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Pe- 
tersburg. Gelesen  am  S.  April  1S59.  St.  Petersburg. 
1860.     40. 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  1178.  suchte  der  Herr 
Gymnasiallehrer  Dr.  Michael  in  Sagan  aus  einem  In  Sagan 
aufgefundenen  Actenstücke  nachzuweisen,  dass  Keppler  Die  ei- 
gentlich im  Dienste  Wallensteins  gestanden  habe,  wie  es  von 
Breltschwert,  dem  Biographen  Keppler's,  behauptet  wird. 
Dadurch  ward  Herr  Otto  SIruve  veranlasst,  die  in  Pulkowa 
bolindliche  Sammlung  Keppler'scher  Manuscripte  in  Bezug  auf 
diesen  Gegenstand  naher  zn  untersuchen. 

Herr  0.  Struve  erzählt  zuerst  in  sehr  interessanter  Weise 
die  Geschichte  der  Wanderungen  dieser  wichtigen  und  merkwür- 
digen Manuscripte,  und  thellt  dann  aus  dem  XVIlIten  Bande  der- 
selben drelBriero  Wallensteln's  an  Keppler  mit,  die  in  vieler 
Beziehung,  auch  in  allgemein  historischer  Rücksicht,  z.  B.  in  Be- 
treff des  Ursprungs  des  Mtsstrauens  Wal  I  ens  tein's  gegen  den 
König  von  Ungarn,  den  nachmaligen  Kaiser  Ferdinand  III., 
buchst  interessant  sind.  Durch  diese  Briefe  und  andere  aus  den 
gedachten  Manuscripten  gemachte  Mittheilungen  wird  zwar  im 
Allgemeinen  die  Ansicht  des  Dr.  Michael ,  dass  nämlichKepp- 
ler  nicht  geradezu  in  des  Herzogs  von  Fridl-and  Diensten  gestan- 
den habe,  bestätigt,  indem  jedoch  auf  der  anderen  Syte  aus  diesen 
Actenstücken  auch  hervorgeht,  dass  zwischen  Beiden  enge  Be- 
ziehungen stattgefunden  haben  müssen,  welche  zu  gegenseitigen 
Leistungen  verpflichteten.  Dass  Keppler's  Leistungen,  dem  Her- 
zog gegenüber,  sich  hauptsächlich  auf  die  Astrologie  bezogen, 
versteht  sich  von  selbst,  und  aus  dieser  überaus  lesenswertben 
Abhandlung  das  Verh&ltniss  Keppler's  zu  derselben  näher  kennen 
zu  lernen,  ist  höchst  interessant,  weshalb  wir  unsere  Leser  drin 
gend  auf  diese  für  die  Geschichte  der  Mathematik,  insbesondere 
der  Astronomie,  wichtige  Schrift  des  geehrten  Herrn  Verfassers 
aufmerksam  machen,  und  dieselbe  deren  Beachtung  recht  sehr 
empfehlen,  in  demuns  hier  leider  der  Baum  zu  weiteren  An3kfigeD 
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Fehlt.  —  Ein  gaaz  besonderes  Interesse  verleiht  der  Herr  Ver- 
fasser seiner  so  verdiensllichen  Schrift  noch  dadurch,  dass  er  in 
einem  Anhange  auf  S.  13. -S.  36.  zwei  von  Keppler  für  Wal- 
lenstein gestellte  Prognostica  TollstäiKlig  nüttheilt,  von  denen 
das  kürzere  sieh  zwar  schun  im  ersten  Baude  der  von  Professor 
Frisch  besorgten  Ausgabe  der  Keppler'schen  Werke  befindet, 
hier  aber  verschiedener  Varianten  ivegen ,  ivie  sich  dieselben  in 
den  Pulkoivacr  Manuscripten  linden,  sehr  zweckmässig  von  Neuem 
abgedruckt  worden  ist.  Wir  danken  Herrn  O.  Struve  recht  sehr 
für  diesen  überaus  tverthvollen  Beitrag  zu  der  Geschichte  i 
Wissenschaft.  ■  Grün 


Arithmetik. 

Logarithmen  der  Zahlen  und  der  trigonometrischer) 
Fnnctionen-und  Antilogarithmeii.  Mit  einer  Sammlung 
von  Tabellen  und  Formeln  für  w  issenschaftliche,  tech- 
nische und  Schulznecke  in  neuer  Anordnung  von  Dr. 
Fr.  Lukas.     Wien.     Helf.     1860.     120.   IThlr. 

Diese  kleinen  fiinfstelligen  Tafeln  sind  auf  sehr  schönes  und 
starkes  Papier,  und  mit  sehr  deutlicher  und  scharfer  Schrift  ge- 
druckt, überhaupt  sehr  elegant  ausgestattet.  Ausser  den  gcwUhn- 
lichen  Tafeln  der  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  Wiukelfunctio- 
nen  enthalten  sie  auch  die  Antilogarithmen  und  noch  eine  grosse 
Anzahl  anderer  nützlicher  Tafeln  aus  dem  Gebiete  der  reinen 
Mathematik,  der  Physik,  der  Astronomie  und  Technik,  im  Ganzen 
28  Tafeln,  wie  z.  B.  Tafeln  für  mittlere  Refraclion.  Ver.vandiung 
der  Steruzeit  in  mittlere  Zeit  und  unigekehrt,  Verglelchung  der 
Thermometerscalen  nach  Celsius,  Reaumur  und  Fahrenbeit,  Ro- 
düction  des  Barometers  auf  0°  R.,  Psychrometertafelu  nach  August, 
ReductJon  der  ArüonietergrUde  nach  Baume  auf  das  specilische 
Gewicht  bei  15**  R.,  Tafeln  zum  Höhenmessen  mit  dem  Barome- 
ter nach  Gauss,  Aequivalente  chemischer  Grundstoffe,  Ausdehnung 
einiger  Körper  durch  die  Wärme,  Specilische  Gewichte,  Maasse 
und  Gewichte,  u.  s.  w.  Zugleich  ist  ein  bei  anderer  Gelegenheit 
(Literar.  Bericht  Nr.  CXXXVIII.  S.  13.)  von  uns  ausgesprochener 
Wnnsch  in  diesen  Tafeln  wenigstens  Iheilweise  erfüllt  worden, 
indem  Taf.  V.  auch  die  wirklichen  numerischen  Werthe  der  Si- 
nus, Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  enthält.  Diese  Tafel 
schreitet  aber  leider  nur  von  15  zu  ]5  Minuten  fort,  was  für  den 
bequemen  Gebrauch  nicht  ausreicht,  welcher  ein  Forlschreilen  durch 
die  einzelnen  Minuten  fordert.     Dann  abei  müssen   solche  Tafeln 
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Hbthweodig  auch  die  Secanten  and  Cosecanten  eotbalten^  weil 
diese  Functioneu   sec  =  — ,  cosee  =  -:r-  dienen ,  die  häufig  vor- 

(commenden  Divisionen  durch  den  Cosinus  und  Sinus  in  die  leich- 
teren Multiplicationen  resp.  mit  der  Secante  und  der  Cosecante 
zu  verwandeln^  was  natürlich  fflr  den  bequemen  praktisen  Ge- 
brauch von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Wir  wünschen  daher  recht 
sehr^  dass  bei  einer  neuen  Ausgabe  seiner  Tafeln  der  Herr  Ver- 
fasser eine  durch  die  einzelnen  Minuten  fortschreitende  Tafel  der 
wirklichen  Werthe  der  Sinus^  Cosinus,  Tangenten,  Cotangenten^ 
Secanten  und  Cosecanten  beifüge  >  welche  in  der  Praxis  in  sehr 
vielen  Fällen  von  dem  vortheilhaftesten  Gebrauch  sein  kann.  Die 
trefQichen,  namentlich  s^hr  correcten  Tafeln  vonSherwin^  wür- 
den nur  eine  Verkürzung  auf  fünf  Decimalstellen  erfordern,  um 
oine  solche  Tafel  mit  grt>sster  Leichtigkeit  coüstruiren  zu  können. 
Wir  wünschen  dem  hübschen  Büöhlein  sorgfaltige  Beachtung. 
Leider  scheint  der  Preis  von  1  Thlr.  zwat  nicht  an  sich,  aber  im 
Verhältniss  zu  dem  anderer  Tafeln  etwas  hoch  zu  sein,  und  dürfte 
der  zu  wünschenden  weiteren  Verbreitung  einigermassen  hindernd 
entgegen  treten. 


Geometrie. 

Des  Apolionius  von  Perga  sieben  Bücher  über  dieKe- 
gelschnitte  nebst  dem  durch  Halley  wiederbergestell- 
ten  achten  Buche.  Deutsch  be^trbeitet  von  H.  Balsam. 
Dabei  ein  Anhang,  enthaltend:  Die  auf  die  Geometrie 
der  Kegelschnitte  bezüglichen  Sätze  ans  Newton'« 
^,philosophiae  naturalis  principia  mathematica.*'  Mit 
"SI  Figurentafeln.    Berlin.    G.  Reimer.    1861.    S». 

Wir  danken  Herrn  H.  Balsam  für  diese  sehr  gnte  Ueher- 
Setzung  oder  vielmehr  Bearbeitung^  -welche  von  der  verdienstlichen 
Veriagshandlung  auch  äusserlich  sehr  gut  ausgestattet  worden 
ist)  der  vollständigen  acht  Bücher  des  apollonischen  Meisterwerks 


*)  Das  jetzt  seltene  Buch  hat  den  Titel:  Sherwin's'  Matema- 
tipal  Tables.'  The  third  ediiion.  CarefuI!^  revised  and 
corrected  by  .Wiliiara  Gardiner.'  London  1742.  8.,  wohei  wir 
bemerken,  dass  es  darauf  änkonimt  gerade  diese  Ausgabe  zn  benatseo. 
M'cil  die  neueren  Ausgaben  von  Clark  äusserst  fehlerhaft  gedruckt  sind. 


^ 
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aber  die  Kegelschnitte  im  IntereRse  der  Wissenschaft  recht  sehr, 
und  liiideu  es  auch  ganz  zweckmässig  und  angeßiessen,  dass  der 
Herr  Bearbeiter  sich  nicht  sciaviscb  dem  Wortlaut  des  Originals 
aogescbloBsen,  sondern  sieb  einer  freieren,  der  neueren  Wissen- 
schaft mehr  anschliessenden  Bearbeitung  bedient  hat.  Ein  gleiches 
VerTahreii  haben  auch  die  früheren  Bearbeiter,  iusbesondere  Bar- 
ro  w  in  seiner  sebr  guten,  unter  dem  Titel:  Apollonii  Co  nicn: 
methodonova  illustrata  et  succincte  demonatrata.  Per 
Isaacum  Barroiv.  Londini  1673.  4".  erschienenen  Bearbei- 
tung der  vier  ersten  Bücher,  welche  bekanntlich  allein  noch  im 
Original  vorhanden  sind,  befolgt;  undBarrow  hat  sich,  tvie  schon 
der  Zusatz  „succincte  demonstrata"  auf  dem  Titel  andeutet,  noch 
viel  grössere  Freiheiten  erlaubt,  als  der  jetzige  Herr  Herausgeber. 
Die  vier  erste^  Bücher  sind,  ivie  schon  erwähnt  im  Uriginal,  die 
die  drei  folgenden  in  einer  arabischen  Uebersetzung  vorhanden, 
und  das  achte  ist  von  Halley  nach  der  kurzen  von  Pappus 
gegebenen  Anzeige  wiederhergestellt.  Die  schGnste  lateinische 
Ausgabe  aller  acht  Hücher,  die  vier  ersten  zugleich  griechisch, 
hat  Halley  (Oxooiae  1710.  Fol.)  geliefert,  und  als  eine  neue 
Bearbeitung  in  deutscher  iSprache  dieser  sehr  schünvn  und  sel- 
tenen lateinischen  Ausgabe  von  Halley  ist  Herrn  Balsams 
verdienstliches  Werk  zu  betrachten.  Mit  Dank  iiiuss  auch  von 
denen,  die  Newton's  „Princtpien"  nicht  besitzen,  die  Mitthei- 
lung der  in  diesem  unsterblichen  Werke  des  menschlichen  Gei- 
stes enthaltenen  Sätze  über  die  Kegelschnitte  aufgenommen  wer- 
den, so  wie  auch  das  sehr  vollständige  Inhaltsverzeichniss  des 
apollonisehen  Werks  auf  S.  328.  — S.  354.  die  Üebersicht  wesent- 
lich erleichtert.  Herausgeber  und  Verleger  verdienen  jedenfalls 
den  wärmsten  Dank  für  diese  Bereicherung  der  deutschen  ma- 
thematischen Literatur,  die  iiir  zur  sorgfaltigsten  Beachtung  drin- 
gend empfehlen. 


quäle  passauna  sola  super fieiedisecondo  grado,  sunto 
di  una  memoria  letta  dal  Prof.  L.  Cremoua  all'  Accad. 
delle  Scienze  dell'  Institute  di  Bologna  ai  7  di  Marzo 
1661.    Bologna  1S6I. 

Wir  zeigen  diese  kurze  Analyse  einer  vor  Kurzem  in  dem 
Institut  zu  Bologna  gelesenen,  wie  es  scheint,  sehr  interessanten 
Abhandlung  des  Herrn  Professor  Luigi  Cremonauber  eineCurve, 
durch  welche  nur  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  geht,  die  in 
den  Schriften  des  genannten  Instituts  erscheinen  wird,  und  auf 
die  wir,  so  bald  sie  in  nnsere  Hände  gelangt,  zurückkommen  wer- 


I 


1 


I 


UlerariscAer  Bericht  CXLII!. 


den,  hier  ßir  jeUt  nur  an,    um   auT   die    betreffende    Abhandlung 
selbst  vorläufig  aufmerksam  zu  machen. 


VermLschte  Schriften. 


Sitzu 


sberichte    der    kaiserlichen    Akadei 
Wissenschaften  in  Wien.     (S.  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CXXXVlt." 
S.  13.,  wobei    bemerkt  nird,    dass  dort  durch  ein  Versehen  nichl 
angezeigt  worden  ist,  dass  dieHefte  17,  18,  20,  22  zu  Tbl.  XXXVII., 
die  Hefte  23,  '24,  25  zu  Tbl.  XXXVIII.  gehören). 

Band  XXXVIU.  1859. 

Nr.  26.  Friesach:  Astronomische  und  magnetische  Beob- 
achtungen in  Amerika,  angestellt  in  den  Jahren  1857,  1658,  1839 
S.  593.  ~  Fritsch:  Ueber  die  Stürungen  des  täglichen  Ganges 
einiger  der  wichtigsten  meteorologischen  Elemente  an  Gewitter- 
tagen (mit  1  Tafel).  S.  633.  —  Alle:  üeber  die  Bahn  der  Ne- 
mausa.     S.  749. 

N  r.  27.  M  u  rm  a  n  n :  lieber  die  Bahn  der  Europa  (Fortsetzung)^  \ 
S.  821.  —  Strauch:  Auszug  aus  der  Abhandlung:  „das  umge-* 
kehrte  Problem  der  Brennlinien."     S.  861. 

Nr.  28.    Löny:  üeber  die  Bahn  der  Eugenia.    S.  1025. 

Band  XXXIX.  1800. 
Nr.  1.     Schmidt:  Ein  Beitrag  zur  Mechanik  der  Gase.  •  S.  41.  j 

—  Wüllerstorf-Urbair:  Üeber  das  Verhalten  und  die  Ver-,^ 
tbeilung  der  Winde  auf  der  Oberlläcfie  der  Erde,  so  nie  insbe>'4 
sondere  über  die  Windverhältnisse  am  Cap  Horo  (mit  6  Tafeln),  i 
S.  105. 

Nr.  4.  Reitlinger:  üeber  die  Einwirkung  der  Elektricit&t 
auf  Springbrunnen.     S.  590. 

Nr,5.  V.  Littrow:  Andeutungen  über  astronomische  Beob~ 
achtungenbei  totalen  Sonnenfinsternissen.  8.625.  —  Derselbe: 
Physische  Zusammenkünfte  der  Asteroiden  im  Jahre  1860.     S.63S. 

—  Knochenhauer:     Üeber    das    elektrische    Luftthermometer. 
S.  701. 

Band  XL.  1860. 
Nr.  7.     V.  Littrow:  üeber  das    Mikrometer  mit  lichten  Li- 
nien bei  den  Wiener  Meridian-Instrumenten.     S.  27.  —  v.  San-  , 
klar:    üeber   die    Aenderungön   der   Temperatur    mit   der   HChe^  ., 
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^"  S.  58.  —  Pohl:  Ueber  mikroskoptsehe  Probeobjecfe,  insbesoodere 
Noberfs  Testobject- Platte.    S.  63. 

Nr.  12.     Heliaholtz  und  v,  Piotrowski:  Ueber    Reibung 

t tropfbarer  Fliissigkeiten.     S.  007. 
Band  XLI.  1860. 
Nr. 13.    Liiffler:  ßeilrag^zum  Probleme  der  Urachyatochrone. 
B.  :53. 
-       Nr.  14.     Hornetein:    Ueber    die    Helligkeitsmesaungen    bei 
klein«!)    Fixsternen.      S.  2ßl.  —  Sunndorfer;    Epfaemeriden  für 
die  Helligkeit    der  Asteroiden    im   Jahre  1860.     S.  27l.   —    0<l- 
slrt'il    und   StudniL-ka:    Ueber    elektriauhe    Entladung   und   In- 
'    düction.     S.  302. 

Nr.  IG.  Reitlinger:  Zur  Erklärung  der  Lichtenbergiscben 
Figuren.  S.358.  -  Kteih  Beitrag  zur  Klimatotogie  von  Central- 
Äfrika.    S.  377. 

.  17.  V.  Lang:  Ueber  das  Gesetz  der  latiooalen  VerhäK- 
ipse  der  Tangenten  tautozonaler  Krystalle.  S.  535.  —  Niemt- 
tl'ehik:  Ueber  die  direcle  Conatruction  der  schiefaxlgen  Krystall- 
'  gestalten  aus  den  Kantenninkdn.  S.  535.  —  Mach:  Ueber  die 
Aenderung  des  Tones  und  der  Farbe  durch  die  Bewegung.  S.  543. 
Nr,  18.  Petzsal:  AngstrDm's  experimentelle  Untersuchun- 
gen über  das  Spectrum  des  elektrischen  Funkens  in  Beziehnni; 
auf  die  Farben  der  Doppelsterne.     S.  581. 

Nr.  19.  Winckler:  Einige  allgemeine  Sätze  zur  Theorie  der 
Reihen.  S.  675.  —  Petzval:  Ueber  Professor  A.Müller's  Dis- 
cuseionsmetbode  der  algebraischen  Flüchen  höherer  Ordnungen. 
S.  735. 

lNr.20.  Reitlinger:  Zur  Erklärung  des  LullinVchen  Ver- 
suches und  einiger  anderen  Artunterschiede  der  positiven  und 
negativen  Elektricität,  S.  759.  —  Sehr  auf;  Bestimmung  der  op- 
tischen Coustanten  krystaliisirter  Körper.    I.  Reihe.     S.  769. 

Band  XLII.  1860. 

Nr,  21.  Dauber:  Ermittelung  k  rysta  11  o  graphisch  er  Constan- 
ten und  deren  Zuverlässigkeit.     S.  19. 

Nr.  22.  Schrauf:  Bestimmung  der  optischen  Constanten 
krystaliisirter  Körper.  11.  Reihe.  S.  107.  —  SchGnfeld:  Beob- 
achtungen von  veränderlichen  Sternen.  S.  146.  —  v.  Littrow: 
Ueber  Herrn  M.  Eble's  graphische  Methoden  der  Auflösung  sphä- 
rischer Dreiecke  mit  besonderer  Rücksicht  auf  sein  neuestes  „Stun- 
denzeiger" oder  „Horoskop"  genanntes  Instrument.     S.  203. 

.24.     IVlittheilung  des  Herrn  Buys  Bailot,  Directors  des 
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meteorolugischen  Inslitiib;  in  Utrecht.  S.  299.  —  Weiss:  Ueber 
die  Bahn  der  ÄrJailne.     S.  371. 

Nr.  25.  und  26,  Murmann:  Ueber  die  Bahn  der  Europa 
(Fortsetzung).  S.  432.  —  v.  Waltenhofen:  Ueber  die  Strorarich- 
tung  der  Nebenscbliessungen  zusammengesetzter  Ketten.      S.  439 

Nr.  27.  Hornstein:  Elemente  und  Oppositions-Ephemeri- 
den  (1861)  der  Calüope.  8.519.  —  Reslhaber:  Bericht  Qber 
die  im  Jahre  1859  auf  dem  magnetischen  Observatorium  zu  Krems- 
münster  beobachteten  St'irungen.  S.  533.  —  Derselbe:  Vor- 
lünGge  Miltheiiung  über  die  Bewölliungsverhältnisse  des  Uiromels. 


lin: 


Annali  di  Ma 
Barnaba  Tort 
irioschi  a  Pa 
I  a  Roma.    V>. 


a  pura  ed  applic 
compilati  da  E. 
Genocchi  a  Tor 
Literar.  Ber.  Nr.CXLI.  S.  20.) 


ta  pnbblicsia^l 
Betti  a  Pisi^H 
10,  R.  Tortä^l 
.1.  S.  20.)         jH 


Nr.  4.  (Luglio  e  Agosto  1860).  Sulla  riduzione  di  un' 
integrale  alle  funzioni  elliliche.  Nota  del  Prof.  B.  Tortolini  (Con- 
liouazione  e  fine).  p,  193.  —  lotorno  alia  moltiplicazione  d'alcnne 
forme  quadratiche.  Nota  di  Angelo  Genocchi.  p.202.  —  Sopra 
la  teorica  dei  numeri  congrui.  Nota  di  F.  Woepcke.  p.  206.  — 
Sopra  una  trasformaziene  dell'  integrale  ellittico.  Nota  di  F.  Brio- 
schi.  p.  216.  —  DiscorsD  commemorativo  su  Gustav»  Pietrn_ 
Lejeune  Dirichlet  pronunciato  da  E.  E.  Kummer.  Tradi 
tedesco  di  Feiice  Casorati.     p.221. 

BIvista  bibliograptalca.  Sopra  la  propaga/ione  delle  ondl 
piane  di  un  gaz,  di  E.  Betti.  p.  232.  —  Sülle  superficie  di  se- 
cond'  ordine  omofocaii,  di  L.  Cremona.  p.  241.  —  Lezioui  di 
Meccanica  rationale  di  O.  F.  Mossotti.  La  Statica  dei  sistemi 
di  forma  invariabile  di  F.  Brioschi.  —  Elementi  di  Meccanica 
caEionale  di  D.  Chellni  deile  Scuole  Pie.  Articolo  di  GiovanDi 
Novi.  p.  245.  —  Sopra  nn  teorema  di  Geometria.  Nota  di 
Aiessandro  Borna,  p.  253.  — .Intomu  ad  alcuni  integral!  de- 
finiti.    Articolo  di  F.  Brioschi.    p.  254. 
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Grand   prix   de   mathematiques    pour    ISfi 
Resumer,  discoter   et  perfectionner  en  quelque  poiut  impor- 
tant  les    resultats   obtenus   jusqu'ici  eur    la  theorie   des   courbes 
plünea  du  quatrieme  ordre. 
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G.  Lam^,  Legons  sur  la  theorle  analylique  de  la  chaleur. 
Paris.    S^.    Mit  in  den  Text  gedr.  Hoizschn.    2  Thlr.  5  Ngr. 

G.  Landgrebe,  Grundzüge  der  physikalischen  Erdkunde. 
l.Bd.:    Geologie.    2  Thle.    Leipzig.    S^.    4  Thlr.  15  Ngr. 

L.  Matthiessen,  Uebei'  die  Anordnung  der  Elektricität  auf 
isolirten  Leitern  von  gegebener  Form  und  die  Methoden  der  Mas« 
sung  der  Bindungscoerazienten  mit  dem  elektrischen  Verstärkungs- 
Apparate.  Eine  experimentelle  Untersuchung.  Jever.  4^.  Mit  einer 
Steintafel.    16  Ngr. 

'   F.  J.  Pisko,  Die  Fluorescenz  des  Lichtes.    Mit  iniden  Text 
aufgenommenen  Hoizschn.    Wie«.  *  8^.    24  Ngr. 

Kepertorium  för  Meteorologie ,  herausgegeben  von  der  kaiserl. 
geographisch.  Geseliscb.  zu  St.  Petersburg.. Redig^v.  L.  F.  Kaem  tz. 
II.  Bd.  1.  Hft.  gr.  4^.  Dorbat  u.  Leipzig.  Preis  für  den  vollständ. 
Band  7  Thlr. 

P.  nies s,  Üeb.  die  elektr.  I^ngfiguren.  gr.  8P.  Berlin.  12 Ngr. 
'  €.  Sainte*>Claire  Deville«  Recbercbes  sur  les  prlncipaux 
phenomenes  de  meteorologie  et  de  physique  terrestre  aux  Antil- 
les.  Tome  1^'',  comprenant:  l^  Observations  sur  le  tremblement 
de  terre  du  8  fevrier  1843;  2^  Täbleaux  raötöorologiöues.  Paris. 
40.    Mit  Karte.    5  Thlr. 

Ph.  Spiller,  Neue  Theorie  der  Elektricität  u.  des  Magne- 
tismus in  ihren  Beziehungen  auf  Schall,  Licht  und  Wärme.  3.  Aufl. 
gr.  8^.    geh.    Berlin.    5  Ngr. 

Termisclite  Sdiriften. 

Barrow.  —  The  Mathematical  Works  of  Isaac  Barrovr,  edi- 
ted'för  Trinity  College  by  W.  Whewell.    Cambridge.  8^.   6  Thlr. 

Denkschriften  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften.  Mathe- 
matisch-natu  rw.  Classe.   19.  Bd.  gr.4o.   Wien.  geh.  16Vi  Thlr.    ^ 
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CXLIV. 


Arithmetik. 

A  History  of  tlie  jirogress  of  the  caiculus  of  varia- 
tions  during  theninsteenth  ceirlury.  By  I.  Todhanter, 
M.  A.  Fellow  and  priiicipal  malhematical  Lecturer  ol 
8t.  Jobn's  College,  Cambridge.     Cambridge  and  London. 


Dieses  grosse,  532  Seiten  umfassende  Werk,  auf  nelches  wir 
einen  Jeden,  der  an  den  neueren  Fortschritten  der  Variationsrech- 
nung Tbeil  nimmt,  aufmerksam  machen,  enthäil  sehr  vollständig 
die  Geschiebte  dieser  Wissenacbaft  im  neunzehnten  Jabrbnndert. 
Aber  es  ist  dies  nicht  eine  blosse  Oe^cbichte,  sondern  der  gelehrte, 
mit  der  gesammten  betreffenden  Literatur  in  der  vollständigsten 
Weise  vertraute  Herr  Verfasser  liefert  uns  in  diesem  Werke  sehr 
ausführliche  Auszüge  aus  allen  neueren  wichtigeren  einzelnen  Ab- 
handlungen und  i^rüsseren  Werken  über  die  genannte  Wissen- 
schaft, u'obe!  namentlich  auch  die  bekannten  Arbeiten  deutscher 
Gelehrten  die  sorgfältigste  und  eingehendste  Beachtung  gefunden 
haben,  so  dass  in  der  Tbat  dieses  Werk  eine  ganze  Bibliothek 
von  Schriften  über  die  Variationsrechnung  fast  zu  ersetzen  im 
Stande  ist,  und  daher  dringend  zur  Beachtung  empfohlen  werden 
niuss.  Der  Herr  Verfasser  selbst  betrachtet  wein  Wetb  in  gewis- 
ser Rücksicht  als  eine  Forlsetzung  des  im  Jahre  1810  gleichfalls 
in  Cambridge  erscliienerien  Buchs:  A  Treatise  «n  Isoperi- 
met rical  Problems  and  the  Caiculus  of  Varinti  ons.  By 
Robert  Woodhonse.  A.  M.,  F.R.S.,  Fellow  of  Caius  Col- 
lege,  Cambridge,  welches  uns  bisher  unbekannt  geblieben  und 
nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist.  Auszüge  können  wir  naturlich 
Tlil.-sxxvi.  Hfl.  4.  '  i 
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hier  nicht  geben ,  fuhren  jedoch  im  Folgenden  die  UeberschiifleD  dei 
einzelnen  Kapitel  an,  um  unsere  Leser  zu  einem  Urtheil  fiber  die 
grosse  Vollständigkeit-  des  Werkes  wenigstens  einigermaassen  in 
den  Stand  zu  setzen:  I.  Lagrange,  Lacroix.  IL  Dirksen,  Ohm. 
'  HI.  Gauss.  IV.  Poisson.  V.  Ostrogradsky.  VI.  Delatjnay.  VII.  Sar- 
rus.  '  VIII.  Cauchy.  IX.  Legendre,  ßrunacci,  Jacobi.  X.  Com- 
mentators  on  Jacobi.  (Delaunay,  Bertrand,  ,iMainardi,  Brioschi, 
Eisenlohr,  Spitzer,  Hesse,  Clebsch).  XI.  On  Jacobi's  Memoir. 
(Bertrand,  Bonnet,  Heine,  zwei  Beispiele).  XII.  IVliscellaneous 
Memoirs.  (Gräffe,  IMinding,  Goldscbmidt,  Pagani^  Bjorüng,  Ber- 
trand, Schellbach,  Spitzer,  GieseU  L5ffler,  Lindeloef).  XIII.  Syste- 
matic  Treatises.  (Strauch,  JeJIett,  Stegmann).  XIV.  Minor  Trea- 
tises.  (BrunaccI,  Gergonne,  Verdaro,  Verhulst,  Bordoni,  Momsen, 
Brqun,  Björling,  Schlafli,  u.  s.  w.,  u.  s.  w.)  XV.  Miscellaneous 
Articies.  XVI.  Miscellaneous  ATticles.  XVII.  Conditions  of  Inte- 
grability.  -  , 

Es  ist  dies  ein  Werk  von  sehr  grosser  mathematischer  Ge- 
lehrsamkeit and  Belesenheit,  und  um  so  dankenswerther  aufzu- 
nehmen, weil  es  bisher  unsers  Wissens  kein  Werk  giebt.  In 
welchem  man  alles  hierher  Gehörende  nur  annähernd  mit  $o  gro{(- 
aer  Vollständigkeit  beisammen  finden  dürfte,  wie  in  dem  vorlie- 
genden,  höchst  schätzbaren  und  mit  beson({ereni  Dank  aufzuneli- 
menden  Buche.  Mögen  die  obigen  kurzen  Bemerkungen  hinreichen, 
um  die  so  wohl  verdiente  wAufmerksamkeit  auf  dasselbe  im  reich- 
sten Maasse  zu  lenken! 

Logarlthml^flch-trigonometriftche  Tafeln  mit  seehi 
D^cltnalstellen.  Mit  besonderer  Berücksichtigung  für 
den  Schalgeltrauch  bearbeitet  von  Dr.  0.  Bremiker. 
Berlin.  Nicolaische  Verlagsbuchhandlung.  I8$(K  S^; 
1  Thir.  71/2  Sgr. 

Herr  Dr.  Brentiker,  schon  so  vielfach  verdient  durch  die 
Herausgabe  trefflicher  logarithmisch -trigonometrischer  Tafeln  and 
ändere  mathematische  und  nautische  Arbeiten,  hat  bereits  im 
Jahre  1852  eine  sechsstellige  fogarithmisch  -  trigonometriscbe  Tafel 

unter  dem  Titel: 

• 

Logarithmorum  VI  decimalium  nova  Tabula  Bero- 
linensis  et  numerorum  vulgarium  ab  I  us'que  KXXKK)  et 
functionum  trigonometricarum  ad  decades  minutorum 
secundorura,  auctore  Carolo  Bremiker,  Dr.  Ph.  Bero- 
lini.    1852.    80.  ' 

herausgegeben,  welche  von  uns  im  Literar.  Ber.  Nr. LXXVII.  S.  ^3. 
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«oftCmgL  Hud,  wie  sie  es  so  ttelir  verdiente,  dringend  zur  Beach- 
tung empfohlen  worden  ist.  In  der  lehrreichen  Vorrede  zu  der 
vorliegeDdeii  oeuen  Ausgabe  solcher  Tafeln  setat  der  Herr  Ver- 
fasser dentlich  aus  einander,  (fass  man  hei  den  meisten  Anweo- 
dungeii  der  Logurithmen  mit  sechsstelligen  Tiileln  vollständig 
ansreicfat,  worin  wir  ihm  duruhaus  beistimmen.  Sänimtliche  Rech- 
nungen, welche  dun  Zweck  haben,  an»  gemessenen  Stücken  an- 
dere irgendivie  damit  zusammen  bangende  zu  bestimmen,  gehen 
ein  fehlerhaftes  Resultat,  weil  die  durch  Beobachtungen  oder  Ver- 
suche gewonnenen  Uata  fehlerhaft  sind,  und  dieser  Fehler  ist 
selbst  bei  den  genauesten  und  mit  den  vorzüglichsten  Instrumen- 
ten angestellten  Messungen  mindestens  noch  l'i'iiifmal  grosser,  als 
derjenige,  «velcher  durch  die  vernachlässigte  siebente  Decimalstelle 
in  der  Rechnung  sich  anhänfen  bann.  Der  aus  den  fehlerhaft 
gegebenen  Stücken  in  das  Keehnungsresnltat  übergehende  Fehler 
kann  daher  weder  erheblich  vermehrt,  nocb  vermindert  werden, 
man  mag  die  siebente  Decimalstelle  mitnehmen  oder  ganz  fort- 
lassen, und  dies  ist  der  Grund,  warum  man  zum  gewöhnlichen 
Gebrauche  auf  dem  Tische  des  Astronomen  und  Physikers  nur 
noch  die  sechsstellige  Tafel  antrifft. 

[leberlegt  man  nun  aber  dies,  so  ist  es  in  der  That  sfhiver 
zu  begreifen,  weshalb  erfuhrungs massig  auf  den  hjiheren  Lehran- 
stalten die  Schüler  immer  noch  so  vielfach  mit  den  grossen  sie- 
benstelligen Tafeln  gequält  werden,  und  warum  man  nicht  schon 
längst  zu  den  so  äusserst  bequemen  sechsstelligen  gegriffen  hat, 
wenn  man  mit  l'ünl's teiligen  sich  nicht  begnügen  zu  dürfen  glaubte. 
Wir  ivunschen  dringend  die  Einführung  sechsstelliger  Tafeln  auf 
den  Schulen,  wie  wir  dies  schon  oft  genug  in  diesen  Berichten 
ausgesprochen  haben,  und  sind  dabei  der  Meinung,  dass  der  Herr 
Verfasser  und  die  Verlagshandlung  sich  durch  die  Herausgabe 
dieser  auf  gutes  Papier  mit  sehr  scharfen  und  deutlichen,  den 
Augen  sehr  wnbltbuenden  Ziffern  gedruckten  sechsstelligen  Tafeln 
ein  fehr  wesentliches  Verdienst  um  die  Schulen  erworben  haben, 
welches  die  letzteren  nur  durch  recht  vielen  Gebrauch  einiger- 
niaassen  lohnen  mögen!  Die  allgemeine  Einrichtung  ist  überall 
höchst  zweckmässig,  z^ar  keineswegs  ganz  übereinstimmend  mit 
der  bisher  meistens  üblichen,  aber  doch  nicht  bedeutend  davon 
abweicbcnd,  was  bei  einem  Burhe  dieser  Art  und  zu  diesem  Zwecke 
nur  vollkommen  gebilligt  werden  kann;  aber  einen  sehr  wesent- 
lichen Vorzug  vor  dem  alten  Vegaiscben  Uandbuche  hat  der  Herr 
Verfasser  seinen  Tafeln  dadurch  gesichert,  dass  in  iler  Iriguno- 
melrischcn  Tafel  die  Winkel  durchgängig  von  10  zu  lü  Secunden. 
in  den  ersten  vier  Graden  noch  ausserdem  von  Seeunde  zu  Se- 
cunde,  fortschreiten,    ein  Vorzug  vor  den  älteren  Tafeln,    der  so 
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wichtig  ist,  daee  nicht  oft  imd  nicht  dringend  genug  zur  EmpTeli- 
lung  dieser  neuen  Tafeln  auf  denselben  hingewiesen  werden  kann. 
Die  Einleitung  enthält  alles  deii  Gebrauch  der  Tal'eln  Betreffende 
in  der  deutlichsten  und  vullsländii^ateti  Weise,  und  den  Schluss 
des  sehr  verdienstlichen,  jedweder  Empfehlung  würdigen  Buchs 
macht  eine-  sehr  vollständige  Taiel  der  Miiasse  und  Gewichte, 
welche  auch  zugleich  sehr  dankenswerthe  Nach  Weisungen  über 
die  Diniensiunen  der  Erde,  die  Lfingen  der  verschiedenen  Br«i- 
ten'grade  in  geographischen  Meilen  und  Kilometern,  die  Länge« 
der  Grade  der  Parallelkrcise  unter  verschiedenen  Breiten  in  den- 
selben Mnassen,  die  Fljiehenräume  der  von  zwei  um  einen  Grad 
von  einander  abstehenden  Meridianen  und  Parallel  kreisen  einge- 
schlossenen Gradabtheilung,  und  ausserdem  noch  eine  Tafel  hituSg 
in  Gebrauch  kommender  constanter  Logarithmen  enthalt. 

Möchte  es  uns  gelungen  sein,  durch  das  Vorstehende  die 
Aufmerksamkeit  aller  Mathematiker  und  Physiker,  namentlich  aber 
und  zunächst  der  Schulen  auf  dieses  in  allen  Beziehungen  höchst 
empfehlenswerthe  Buch  zu  lenken  und  dieselben  zu  dessen  vtel- 
fachem  Gebrauche  zu  veranlassen! 


MitRücksichtanfunsere  Anzeige  der  ausgezeichneten  Schrön- 
sehen  Logarithmen-Tafeln  im  Lilerar.  Bericht  Nr.  CXLI. 8.2.  ■ 
bemerken  wir,  dass  uris  jetzt  durch  besondere  Güte  auch  die  An- 
sicht eine«  auf  meergrünes  Papier  gedruckten  Exemplars  dieser 
schönen  Tafetii  verslattet  worden  ist,  und  können  es  uns  nicht 
'  verengen,  nachtrSglich  unsere  Leser  noch  besonders  auf  diese 
Exemplare  aufmerksam  zu  machen,  da  wir  die  Farbe  des  zu  den- 
selben verwandten  Papiers  den  Augen  überaus  nnhUhuend  gefun- 
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Wir  habeo  hier  ein  in  jeder  Beziehong  ausgezeichnetes  Werk 
vor  uns,  welches  die  Leser  des  Archivs  Iceinesnegs  allein  nach 
der  auf  dem  Titel  genannten  speciellen  aslrouotiilschen  O[ieration  : 
„die  Bestimranng  des  Längenunterschiedes  ztvtschen  Altona  und 
Schwerin  durch  galvanische  Signale'!,  welcher  es  zunächst  ge- 
widmet ist,  zu  bcurthellen  haben.  Vielmehr  ist  dieses  '267  Sei- 
ten in  4"  umrassende  Werk  als  die  vortrefflichste  und  ausführ- 
lichste Anleitung  znr  Ausführung:  von  Längenbestimmungen  durch 
galvanische  Signale,  welche  wir  gegenwärtig  hesitzen,  erlButert 
durch  die  liangenbestimmung  zwischen  den  beiden  auf  dem  Titel 
genannten  Städten,  7-a  betrachten,  und  wird,  aus  diesem  altge- 
uieinen  wissenschartlichen  (Gesichtspunkte  betrachtet,  zu  allen 
Zeiten  eine  wichlif;e  Stelle  in  der  astronomisch-mathematischen 
Literatur  einnehmen.  So  vielen  Werth  wir  auch  auf  das  bei  der 
in  Rede  stehenden  besonderen  Längenbestimmung,  welche  unzwei- 
felhaft zu  den  genauesten,  auf  dem  Wege  der  telegrapbischen 
Verbindungen,  gewonnenen  LSngenbestlniuungen  gehurt,  die  wir 
gegenirärtig  besitzen,  erhaltene  Resultat  legen:  so  ist  doch  für 
uns  und  unsere  Zeilschrift  die  oben  hervorgehobene  allgemein 
wissenschaftliche  Seile  des  trefflichen  Buchs  zunächst  bei  Weitem 
die  wichtigste,  und  wird,  wie  schon  gesagt,  demselben  jederzeit 
einen  wichtigen  Platz  in  der  Literatur  sichern.  Wir  sagen  daher 
dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissenschaft  für  seine  aus- 
gezeichnete Schrift,  von  der  wir  mit  der  vielfachsten  lielebrung 
genaue  Kennlniss  genommen  haben,  den  wärmsten  Dank,  und 
machen  alle  unsere  Leser,  die  sich  für  den  in  derselben  mit  so 
grossem  Fleiss  und  so  grosser  Sachkenntniss  bebandelten  Gegen- 
stand interessiren,  ganz  besonders  aber  alle  diejenigen,  welche 
selbst  Längenbestimmungen  auf  telegraphischem  Wege  zu  machen 
beabsichtigen,  dringend  auf  dieses  ausgezeichnete  Werk  aufmerk- 
sam, indem  wir  der  Meinung  sind,  dass  namentlich  Keiner  der 
Letzleren  dasselbe  bei  seinen  Arbeilen  künftig  wird  entbehren 
können.  Dass  ein  solches  Werk  eines  Auszugs  an  diesem  Orte 
nicht  fabig  ist,  welcher  immer  nur  ein  sehr  unvollständiges  Bild 
von  demselben  geben  würde,  versteht  sich  von  selbst,  weshalb 
wir  uns  darauf  beschränken  müssen,  hier  nur  kurz  zu  erwähnen, 
dass  das  Werk  eine  genaue  Beschreibung  der  gebrauchten  Instru- 
mente und  Apparate,  eine  sehr  sorgfältige  Anleitung  zu  deren 
Gebrauch  and  Berichtigung,  so  wie  natürlich  eine  sehr  eingehende 
Darstellung  der  sämmilichen  angewandten  Berechnungsmethoden 
enthält,  in  weichen  Beziehungen  der  Herr  Verfasser  für  uns 
durchaus  nichts  zu  wünschen  übrig  gelassen  hat.  Ueher  die  so- 
genannten Personal-Differenzen,  welche  natürlich  bei  Längenbe- 
stimmungen von  der  grössten  Wichtigkeit  sind,    finden  sich   viele 
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sehr  wichtige  uiMi  interessaote  Bemerkungen,  auf  welche  wir  noch 
besonders  hinweisen;  eben  so  wie  auf  4en  Anhangs  Weicher  eine 
sehr  interessante  „Beschreibung  nebst  Abbildung  4es  auf  der 
Altonae^  Sternwarte  aufgestellten  Registrit- Apparats  (von  Kr  Ute) 
für  Durchgangsbäobachtungen,  nebst  Vergleichung  einiger  an  dem- 
selben bestiminle^  Personaldifferenzen  mit  solchen«  die  auf  ge- 
wöhnliche Weise  gefunden  sind '^  liefert«  —  Möge  das  in  so  vielen 
Beziehungen  wichtige  und  interessante  Werk  der  Aufmerksamkeit 
unserer* Leser  nochmals  recht  dringend  empfohlen  sein! 


•Nautik. 

Ueher  Ebbe  und  Fluth  in  der  Rhede  von  Triest. 
yon  F.  Schaub,  Director  der  k*  k.  lyarine-Sternwarte 
in  Triest.  (Mit  zwei  Tafeln  I.  und  II.)  Separatabdruck 
aus  den  Mittheilungen  der  k.  k.  geograi) bischen  Ge- 
sellschaft.   IV.  Jahrg.    1.  Heft.    Stock  78.   Wien  1860.    8«. 

Die  Aenderangen  der  WasserhOhe  durch  die  Ebbe  und  Fluth 
sind  in  der  ganzen"  Ausdehnung  des  adriatischen  Golfs  z,war  nur 
gering,  eine  genaaere  Kenntniss  derselben  ist  jedoch  sowohl  von 
wissenschaftlichem  Interesse ,  als  auch^fiir  die  Schifffahrt  und  viele 
damit  zusammetihängende '  Einrichtungen  von  Wichtigkeit.  Des- 
halb sind  die  regelmässigen  Beobachtungen ,  welche  gegenwärtig 
darüber  an  einenn  selbstregistrirenden  Fluth messer  auf  dem  Meie 
Sartorio  in  der  Rhede  von  Triest  angestellt  werden,  von  deften 
wir  schon  Tbl.  XXXI.  S.  115.  und  S.  485.  unseren  Lesern  »äbere 
Nachricht  geben  zu  können  die  Freude  hatten,  von  grossem  In- 
teresse. Die  ersten  9ehr  verdienstlichen  Resultate  aus  diesen 
Beobachtungen  tbeilt  Herr  Director  Sehaub  jetzt  in  der  voriie* 
genden  Abhandlang  mit  in  zwei  Tabellen  auf  S.  6.  und  S.  7.^  denen 
noch  zwei  graphische  Darstellnngen  auf  zwei  besonderen  Ittho*- 
graphirten  Talein  beigefügt  sind.  Wir  messen  einen  Jeden»  der 
sich  för  diese  Gegenstände  interessirt,  auf  die  lehrreiche  Schrift 
selbst  verweisen,  und  n-ollen  nnr  bemerken,  dass  die  Hafenzeit, 
nämlich  die  Zeit,  uro  welche  an  den  Neu-  und  Vollmondstagea  das 
Hochwasser  später  eintritt  als  dieMondsculraination,  die  in  Triest 
bis  jetzt  gleich  ¥)h  30<"  angenommen  wurde  (m.  StfS.3.),  aus  die- 
sen neueren  Beobachtungen  sich  gleich  9*  30^  ergeben  hat  (m.  s.  8. 7.). 


Vermischte  Schriften.  ,- 

Monatsbericht  der  Königlieh  Preussisefaen  Akade- 
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inie  der  Wiasei 
Nr.  rXXXlX.  S. 


Berlin.     Siehe  Litvrar-  Her. 


Jtini  1S60.  Dove:  üeber  FiassigkeiteD ,  welche  die  l'ola- 
risaliorisobene  des  Lichtn  drehen.  iS.  292— '293.  —  Borthardt: 
Ueber  eine  Interpolalionsformel  lür  eine  Art  symmetrischer  Func- 
tionen und  libcr  deren  Amvendung.  S.  im.  (Blosse  Mittheilun^  des 
TiteU  einer  ffcleseneii  Abhandlung.)  --Dove:  Uebet  Compen- 
sation  gleichzeitig  an  verschiedenen  Orten  herabfallender  Regen- 
mengen.    S.  304-314. 

Juli  1860.  Kummer:  Ceber  atmosphärische  Strahlenbre- 
chung. S.  405-420.  (Wir  künnen  uns  nicht  versagen,  so  sehr 
es  uns  nitch  an  Raum  gebricht,  Zweck  und  Inhalt  dieser  inter- 
essanten Abbandlung  mit  den  eigenen  Worten  des  Herrn  Verfas- 
sers kurz  anzugeben:  „Die  atmosphnriiche  Strahlenbrechung  ist 
liisher  fast  ansschliesslich  nur  unter  Zugrundelegung  der  Gros- 
senverhältiiisse,  n-elche  für  unsere  Erde  Eufällig  Statt  haben,  für 
den  praktischen  (lebrauch  der  Astronomie  und  Geodäsie  bearbei- 
tet norden.  Man  hat  darum  eine  Reihe  sehr  interessanter  Er- 
scheinungen, welche  die  Theorie  darbietet,  »enn  sie  von  einem 
allgemeinem,  mehr  mnlbematiscben  Gesicbtspunktc  aus  betrachtet 
»ird,  wie  es  scheint,  ganz  anbeachtet  gelassen.  Eine  kurze  Ent- 
wickelung  dieser  Erscheinungen,  weicheich  hier  geben  vrill,  wird 
vielleicht  auch  darum  von  Interesse  sein,  weil  dieselben,  wenn 
sie  gleich  auf  unserT  Erde  nicht  eintreten,  doch  auf  den  grösse- 
ren Himnielskürpern,  wie  z.  B.  dem  Jupiter,  wirklich  Statt  haben 
müssen,  selbst  wenn  die  Stärke  der  Atmosphäre  eines  solchen 
Himmelskörpers  bedeutend  geringer  eein  sollte,  als  die  der  Erd- 
atmosphäre." Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  recht  sehr  auf 
den  Inhalt  dieser  interessanten  Abhandlung  aufmerksam.)  —  Wei- 
erstrasa:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  S.  466.  (Blosse 
Mtttheilung  des  Titels  einer  gelesenen  Abhandhing.)  —  Kummer: 
Ueber  allgemeine,  unendlich  dünne  geradlinige  Strnhlenbundel. 
S.  469 — 474.  (Interessante  IVlittheilungen,  welche  an  die  Vorle- 
gung dreier  aus  Fäden  verfertigter  Modelle  der  allgemeinen,  un- 
endlich dünnen,  geradlinigen  Strahlen b find el  geknüpft  wurden,  mit 
Rücksicht  auf  die  aus  dem  i>7sten  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals bekannte  Abhandlung  über  solche  Strahlenbündel.)  —  Mag- 
nus:    Ueber  die  Leitung  der  Wärme  dnrch  die  Gase.    S.  485-4S9. 

August  1860,  Dove:  Oeber  einen  besonderen  Fnrbenkrei- 
sei  des  Herrn  Lohmeier  in  Hamburg.  S.  491.  —  Paalzow;  Ueber 
die  Richtung  und  die  Art  der  Entladung  des  Haupt-  und  des 
Nebeoatromes  der  Leydener  Batterie,  mitgelheill  von  Herrn  Mag- 
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nii8.    S.  4H7~500.  —  Encbe:    Berichte  ober  die  totale  SoniiM^ 
finsferniss.    S.  501-502. 

September,  October  1860.     Riess:    lieber  die  Verachie-     | 
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September, 

denheit  der  Prieslley'schen  Ringe.  S.  517.  —  Clebsch:  Ueber 
eine  symbolische  Darstellun^sweise  algebraischer  Formen,  mil- 
i-etheilt  von  Herrn  Borchardt.     S.  536—540. 

November  1860.  Dnve:  Vorlegung  von  J3  Isothermcharten 
in  der  Polarprojection.  S.  588.  —  Bncke:  Ueber  den  (jang  bei 
den  Stiirurigsrechnungen  der  neueren  Zeit.  S.  593— 5«4.  —  Dove: 
Ueber  die  periodischen  Aenderungen  des  Druckes  der  Atmosphäre. 
(Mit  2  Tafeln.)  S.  644  —  692.  —  Bremiker:  Bericht  liber  die 
Beobachtung  der  Sonnenlinst«rniN9  vom  18:  Juli  1860.  S.  61)3— 7(Kt. 
(M.  s.  unsere  ausrührtiche  Besprechung  dieses  interessanten  Be- 
richts im  LJterar.  Ber.  Nr.  CXLU.  S.  5.)  —  Reuschle:  Fortsetzons 
der  Berechnung  complexer  PrimTactoren,  mit  Bemerkungen  von 
Herrn  Kummer.  S.  714— 733.  —  W  ledern  an  o  :  Ueber  die  Mag- 
netisirung  des  Eisens  und  Ktables,  ndtgelheilt  von  Herrn  Mit- 
scherlich.    S.  744—746. 

»ecembev  1860.  Steiner:  Einige  Folgerungen  aus  den 
Involutionssyalemcu  und  Involutionsnetzen.,  S.  834.  (Blosse  Mit- 
theilung des  Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.)  —  Du  Bois 
Reymond:  Ueber  den  secunrlären  Widerstand,  ein  durch  den 
Strom  bewirktes  Widerstandsphänomen  au  feuchten  porösen  Kör- 
pern.    S.  846—906. 

Januar  1861.  Encke:  Ueber  eine  nichtige  Arbeit  des  Herrn 
Axel  Müller,  Observator  an  der  Sternwarte  von  Lund.  S.  141 
—  148.  (Uerr  A.  Möller  hat  nänilicb  bei  der  BerFchmmg  des 
Faye'schen  Cometen  gefunden,  dass  auch  bei  diesem  Cometen, 
wie  bei  dem  Encke'scbeii,  eine  Hypothese  —  etwa  wie  die  der 
Bewegung  in  einem  widerstehenden  Mittel  —  unumgänglich  notfa- 
weodig  war,  um  den  Zweck  der  Vereinigung  der  Beobachtungen 
zu  erfdllen;  jedenfalls  eine  wichtige  Entdeckung,  durch  welche 
die  Wahrscheinlichkeit  jener  Encke'achen  Hypothese  sehr  erhöhet 
wird.)  —  Magnus:  Ueber  die  Temperatur  der  aus  kochenden 
Salzlösungen  und  gemischten  Flüssigkeiten  entweichenden  Dämpfe. 
S.  157—167.  -  Dove:    Ueber  das  Klima  von  Preusscn.    S.  169. 

Febrpar  1861.  Magnus:  Ueber  den  Durchgang  der  Wfir- 
meatrahlen  durch  die  Gase.  S.  -246-260.  —  Riess:  Ueber  die 
elektrischen  RingÜguren.  S.  262—263.  —  Dove:  Ueber  Phospho- 
rescenz  durch  Bestrahlung  von  polarisirtem  Licht.     S.  272. 

März  1861.    Hagen:  Ueber  Wasserwellen  bei  constanter  und 
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endlicher  Tiefe.    S,  348.     (Titel -Mittheilung.)  —  Poggeiidorff: 
Heber  die  Wärmefvirkung  elektrischer  Funken.     S.  349—357. 

April  1861.  Quincke:  Ueber  die  Beilegung  materieller Theil- 
eben  durch  strömende  ElektricitSt,  mitgelheilt  von  Herrn  Magnus. 
S.  409—42^  —  Rü'dorrf:  (Jeber  da«  Gefrieren  des  Wassers  aus 
Salzlö8un£.en,  niitsetheüt  von  Herrn  Magnus.  S.  427—434.  - 
Aronhold;  Algebraische  Reductinii  des  Integrals  J'F(x,i/)8x, 
wo  F{x,y)  eine  beliebige  rationale  Function  von  x,  y  bedeutet, 
und  zwischen  diesen  Griissen  eine  Gleichung  dritten  Grades  von 
der  allgemeinsten  Form  besteht,  auf  die  Grundform  der  ellipti- 
schen Transceiidenten,  mit  einigen  einleitenden  Bemerkungen  vor- 
gelegt von  Herrn  Weiers trass.    S.  462-468. 


Sitzungsberichte  der  königlichen  Akademie  der 
Wissenscbaflen  zu  München.  (Vergl  Literar.  Bericht 
Nt.  CXLI.  S.  17.) 

Die  drei  ersten  Hefte  dieser  neuen  Sitzungsberichte  einer  der 
ersten  deutschen  Akademieen  der  Wissenschaften  sind  a.  a.  O.  von 
uns  angezeigt  worden.  Die  drei  folgenden,  uns  jetit  vorliegen- 
den Hefte  enthalten  wiederum  viele  sehr  wichtige  Abhandlungen, 
die  aber  sämmtlich  weniger  in  das  Gebiet  unserer  Zeitschrift  ge- 
bilren,  welche  vorzugsweise  nur  der  Mathematik  und  Physik  geivid- 
niet  ist,  so  dass  wir  uns  diesmal  grösstentbeils  mit  der  folgenden 
nur  kurzen  Angabe  der  Titel  der  diesen  WissenscbafEen  verwand- 
ten Abhandlungen  begnügen  müssen: 

1860.  Heft  IV.  Schünbein:  Fortsetzung  der  Beiträge  zur 
näheren  Kenntniss  des  iSauersInffs.  S,  37Ö.  —  A.  Wagnerr  Be- 
frachtungen Üher  den  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Theorie  der 
Erdbildung  nach  ihrer  geschichtlichen  Entwicklung  in  den  letzten 
fönfzig  Jahren.  S.  375.  —  Jnlly :  Ucher  das  specifische  Gewicht 
des  ttüssigen  Ammoniaks.     S.  463. 

1860.  Heft  V.  Erdmann:  Der  Gasprüfer,  ein  Instrument 
ZOT  Werthbestinimung  des  Leuchtgases  (mit  einer  Tafel).    S.  577. 

—  Wittstein:  Beobachtungen  und  Betrachtungen  fiber  die  Farbe 
des  Wassers.  S.  603.  —  Harless.-  Zur  inneren  Mechanik  der 
Muskchuclcung  und  Beschreibung  des  Atwond'scben  Myngraphinn 
(nicht  eigentlich  hierher  gehörend,  aber  allgemein  interessant),  S.625. 

—  Pfaff:  Untersuchungen  über  die  thermischen  Verhältnisse  der 
Krysfalle.  S.  655.  —  Steinbeil:  Nachträgliches  Aber  ein  Fern- 
rohr mit  Objectiv  nach  Gauss.  S.  663.  Herr  Steinbeil  giebt 
in   diesem   kurzen    Aufsatze  die   interessante  Nachricht,    dass   es 
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ihm  gelungen  ist.  ein  Fernrohr  nach  diesen  Princtpien  von  S?*" 
Oeffitnng  und  S7"  Brernneile  zu  construiren,  welches  sich  dnrch 
iingenühnliche  Schärfe  und  Farbloaiglieit  den  Bildes  auszeichnet, 
80  dass  durch  dieses  Inütniment  der  thatsüchliche  Beweis  gclie> 
t'ert  ist,  dass  die  Gaues'sche  Coiistruction  vollkomnienere  Refrac' 
loren  als  alle  üisherigeu  Constructiunen  liefert,  nobei  es  aber 
wesentlich  ist,  dass  die  Fassung  des  Objectivs  bu  construirt  ist, 
dass  sie  eine  Verstellung  der  Linsen  duri^h  Schrauben  in  allen 
Richtungen  zulässt.  Nur  dadurch  ist  es  niiiglich,  alle  Fehler,  die 
in  dem  Bilde  eines  Objectivs  vorkommen  künnen,  nachträglich 
zu  heben,  und  zwar  so  streng,  als  das  Auge  sie  noch  zu  ericen' 
nen  vermag;  zugleich  giebt  diese  Einrichtung  den  Vortheil,  dafs 
die  Abweichungen  des  Oculars  und  selbst  subjective  Fehler  des 
Auges  aufgehoben  werden  können.  Uerr  8t.  glaubt,  durch  diese 
Instrumente  die  Dioptrik  für  grosse  Dimensionen  ura  einen  wesent- 
lichen Schritt  gefordert  zu  haben. 

1861.  Heft  I.  Schüubeiu:  Beiträge  zur  näheren  Kenntnigs 
des  Sauerstoffs.  S.  22.  —  Harless:  Ueber  die  Leistung,  Er- 
müdung uud  Erholung  der  Muskeln.  S.  43.  -  Seidel:  Ueber 
das  Werk  der  Bruder  Schlagititweit.  (Betrifft  das  namentlich  auch 
in  physikalischer  Rücksicht  wichtige  Werk,  welches  die  Gebrüder 
Hermann  und  Robert  von  Schlagintweit  über  die  mit  ihrem  ver- 
storbenen Bruder  Adolph  unternommene  Reise  nach  Indien  und 
Hocfaasien  erscheinen  lassen:  Results  of  a  scientific  Mia- 
sioD  to  India  and  High  Asia  etc.  by  U,  A.  and  R.  de  Seh. 
Vol.  I.     Leipzig.   Brockhaus.  I8ßL)     S.  95. 

I$6L  Heft  II.  Dieses  Heft  enthält  mehrere  tnteremante 
Aufsätze,  aber  keinen  unmittelbar  in  den  Kreis  unserer  ZeilschrUt 
gehörenden.  Allgemein  interessant  sind  aber  zwei  Abhandlungen 
von  Nägeli:  (Jeher  die  Verdunstung  an  der  durch  Korksubstana 
geschützten  Oberfläche  von  lebenden  und  todten  Pfl an lenth eilen. 
S.  238.  und;  Deber  die  Wirkung  des  Frostes  auldiePflaDzenzellen. 
S.  264. 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compüati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  Ä.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto. 
liniaRoma.    40.    (S.  Lilerar.  Ber,  Nr.  CXHII,  S.  8.) 

Nr.  5.  (Settembre  e  Ottobre  1860.)  Sülle coniche,  eanlle 
sDperficie  di  secondo  ordine  congiunte.  Memoria  del  D,  Lulgi 
Cremona.pag.257.  —  ßiscorso  Commemorativo  su  Gustavo  Pietro 
Lejeune  Dirichlet  pronunciato  da  E.  E.  Kummer.    fContinuazinne  e 
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fine.)     Tradii^ione  dal  Tedesco  di  Feiice  Casornti.  |)ag.?83.  ~ 
La  Teorica  delle  funzioni  ellittiche.     MonograGa  del  Prof.  Enrico 
Betti.  Parte  seconda.  p.  298.  —  Sur  la  ourbe  parallele  ä  l'ellipae 
ppar  M.  Ä.  Cayley.    pag.  311. 

r  KivtBia  biblio^raphica.    Sulla  Curva  logociclica  del  Sig. 

Booth.  Articolo  Jel  Prof.  B.  Tortolini.  pag.  317.  ~  Pubblica- 
ziaoi  recenti.  pag.  324.  (Hier  Godei]  sich  u.  A.  fiilgende  in  Deutsch' 
land  weniger  bekaoBte  Schriften  angezeigt: 


Carlo 
>  1860.    40. 


11'   integra: 


Nota  eulli 
:  in   funzioi 


delerminazione  della  parte 
3    finita    espÜcita.     Genova 


Memoria  euile  superGcie   gobbe  del 
40.     (Estratta  dall'  Instituto  Lombarde 


D.  Luigi  Cremona; 
f  terz'  -  ordine.  Milano  1861 . 
|ToI.  II.) 

Bjerknes:  Ueber  die  geometrische  Representation  der  Glei- 
l'cbungen  zwischen  zwei  veränderlichen  reellen  oder  complexeu  Grüs- 
Christiania  185!^.  (Universitäts  -  Programm  für  das  zweite 
^Halbjahr  1859.) 


I 


Oberlaasitzische    Gesellschaft    der   WisseoschafleD    in 

Görlitz. 

Die  O  berlau  sitz  i  sehe  Gesellschaft  der  Wissen  schaffen  zu  Gör- 
litz hat  folgende  Preisaufgabe  gestellt: 

Lebensbeschreibung  des  Ehrenfried  Walther 
von  Tschirnhaus  auf  Kiesslingswalde  und  Wür- 
digung seiner  Verdienste. 

Einlieferungstermin:  31ste  Januar  1863.  Preis  50  Thlr.  Die 
Abhandlungen  sind  versiegelt  und  mit  einem  Rlotto  versehen  an  den 
Sekretair  der  Gesellscbafl  einzusenden.  Zugleich  haben  die  Verfas- 
ser ihren  Namen  in  einem  versiegelten  Zettel  beizufügen,  der  mit 
dem  gleichen  Motto  zu  bezeichnen  ist.  Auch  darf  die  Abhandlung 
nicht  von  des  Verfassers  Hand  geschrieben  sein. 
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A  uffor  d  erun  g. 

lo  diesem  Jahre  werden  die  deutschen  Naturforscher  und  Aerzte 
,  sich,  in  der  alten  echt  deutschen  Stadt  Speie r,  jenseits  des  deut- 
schen Rheinstromsy  in  deren  herrlichem  Dome  so  viele  deutsche 
Kaiser  in  deutscher  Erde  ruhen ,  zum  36sten  Male  um  die  gewöhn- 
liche/hinreichend  bekannte  Zeit  *)  versammeln.  Wie  wir  aus  zu-, 
▼erlSssiger  Quelle  vernehmen ,  wird  von  allen  Seiten  —  von  Stadt 
und  Regierung  — '  Alles  geschehen^  um  den  Theilnehmern  an  der 
Versammlung  dieselbe  so  angenehm  und  lehrreich  wie  ipüglich  zu 
machen«  worin  ja  Speier  in  der  schönsten «  für  alle  Zeiten  unver- 
gesslichen  Weise  im  Jahre  1858  das  nachbarliche  Carlsruhe 
vorangegangen  ist.  Wie  gern  hätten  wir  unter  den  Geschäfts- 
führern der  Versammlung  den  trefflichen  Schweröl,  auf  dessen 
Besitz  Speier  mit  Repht  stolz  ist»  gesehen!  jedoch  hat  das  vor- 
gerückte Alter  des  verehrten  Mannes,  wie  wir  hören^  diesen  un- 
seren Wunsch  leider  nicht  in  Erfüllung  gehen  lassen ;  gewiss  aber 
wird  er^  so  wie  der  Wissenschaft,  auch  dieser  Versammlung  als 
Mitglied  zur  besonderen  Zierde  gereichen.  W^enn  es  auch  un- 
zweifelhaft ist,  dass  diese  Versammlung  in  einem  der  schönsten 
Gaue  des  deutschen  Vaterlands  von  einer  gewiss  sehr  grossen 
Anzahl  trefflicher  Männer  aus  Sud  und  Nord  besucht  werden  wird: 
so  macht  es  uns  doch  besondere  Freude,  /einem  mehrfach  gegen 
uns  ausgesprochenen  Wunsche  nachzukommen,  indem  wir  unsere 
weitv  verbreitete  Zeitschrift  benutzen,  zunächst  an  alle  Physiker, 
Astronomen  und  Mathematiker  die  Aufforderung  zu  richten,  bei 
dieser  vielversprechenden  Versammlung  deutscher  Männer,  die  in 
der  jetzigen  Zeit  nicht  bloss  von  grosser  wissenschaftlicher  Wich-> 
tigkeit,  sondern  zugleich  von  besonderer  politischer  Bedeutung  ist, 
sich  in  recht  grosser  Zahl  einzufinden,  damit  auch  recht  zahl- 
reiche Sectionen  für  „Physik''  und  für  „Mathematik  und 
Astronomie''  sich  bilden  können. 

Sollten  die  erwählten  hochachtbaren  beiden  Geschäftsführer 
uns  über  die  Vec-samraluog  vielleicht  einige  nähere  Mittheilungen 
zeitig  genug  zugehen  zu  lassen  die  Güte  haben,  so  würden  wir 
dieselben  gern  in  uoserm  nächsten  Literarischen  Berichte  zu  wei- 
terer Kenntniss  bringen. 

Greifswald  im  Juli  1861.  Grunert. 


*)  Nach  §.  9.  der  Statuten  (entworfen  am  18.  September  1822  in 
Leipzig)  fangen  die  Versammlungen  jedesmal, mit  ilem  18.  September  an 
und  dauern  mehrere  Tage. 


Matheinallsche 
lind  physikalische  Kihiiographie. 
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Sj»tctue,   Iiebr-  and  IFfirteribüeber. 

L.  Hoffmaon,  Mathematisches  W.irlerbuch.  16.  Lief.  gr.  8«>. 
geh.    Berlin.     20  N^r. 

Arithmetik. 

H.  Fischer,  V.  Puiseus's  Untersurhurigen  über  die  algebrai- 
schen Functionen  dargestellt,     gr.  S*>.     geh.     Halle  a.  d.s.    I  Tbir. 

H.  B.  Lühseo,  AuBPührliches  Lehrbuch  dut  Aiithmelik  und 
4igebra  zum  Selbutunterricht  und  mit  Rücksicht  aQf  die  Zwecke 
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